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Uber die ausgezeichnete Randbedingung in der 
Spektraltheorie der halbbeschriinkten gewéhnlichen 
Differentialoperatoren zweiter Ordnung. 


Von 


Kurt Friedrichs in Braunschweig. 


In der Spektraltheorie von Differentialoperatoren ist es eine Haupt- 
aufgabe, fiir die Funktionen, auf die der Operator anwendbar sein soll, 
die zulissigen Randbedingungen richtig zu formulieren. Zulassig ist eine 
Randbedingung dann, wenn sie den Anwendungsbereich des Operators so 
einschrankt, daB er genau eine Spektralzerlegung besitzt. 

Der Operator LZ sei auf Funktionen f(z) anwendbar, die in einem 
Grundgebiet X- < x < X* erklart sind; wo auch Xt = wo und X-= — @ 
sein kann. Er werde durch zwei Koeffizienten p(z) > 0 und q(z) ge- 
geben und erzeuge aus f{(z) die Funktion 


Lj (2) = — # pla) 4 f(a) +9 (2)/ (2). 


Die entscheidenden Erkenntnisse iiber die zulassigen Randbedingungen 
verdankt man H. Weyl [1], [2], [3]. Wey] zeigt (allerdings nur fiir den 
Fall der Grundgebiete 0 < « < o und — ow <2 < ow), da’ man von 
den Funktionen f(z) vorerst verlangen muB, daB 

Xx+ x+ 

| P (ada und {(Li (a) de 

£- i- 
existieren. Uber die zulaissigen Randbedingungen gibt alsdann die Alter- 
native Auskunft, die Weyl zuniachst fiir den Fall formuliert, daB X- 
regularer Endpunkt ist, d.h. daB X- > — ow, p, q bei r = X~ stetig, 
p(X-) + 0 ist. Wird dann bei z = X~ irgendeine Randbedingung aus 
der linearen Schar ap af -+ bf = 0 gestellt, so kénnen je nach dem Ver- 
lauf von p und gq fiir z—~ X* zwei Fille eintreten. 

I. Entweder: Der Operator LZ ist spektralzerlegbar, ohne daS eine 
zusatzliche Randbedingung bei = X* zu stellen ist (Grenzpunktfall). 

II. Oder: Es gibt eine lineare Schar von Randbedingungen fiir die 
Funktionen /(z) bei z = X*+, von denen jede zulassig ist (Grenzkreis- 
fall). 
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Bevor man die Spektralzerlegung des Operators L untersuchen kann, 
wird man also zu entscheiden haben, welcher Fall der Alternative vorliegt. 

Bei den klassischen Differentialoperatoren von Legendre, Bessel, La- 
guerre, Schrédinger zeigt sich nun, da8 beim ,,Grundproblem“ Fall II, 
bei den ,,Oberproblemen“ Fall I vorliegt. Beim Grundproblem ist also 
unter der Schar zulissiger Randbedingungen noch eine auszuzeichnen. 
Diese Tatsache legt es nahe zu fragen'), ob es nicht méglich ist, von 
vornherein eine Randbedingung anzugeben, die im Falle I von selbst er- 
fiillt ist, im Falle Il mit der ausgezeichneten zusammenfillt. Dann 
kénnte man sich die Miihe sparen, die Alternative zu entscheiden. 

Das ist in der Tat méglich, wenn der Operator nach unten halb- 
beschrankt ist. Wir werden in diesem Fall ohne Bezug auf die Alter- 
native eine zulissige Randbedingung angeben, die, wie sich zeigt im 
Falle Il der Alternative gegen die anderen zulissigen Randbedingungen 
in mehrfacher Hinsicht ausgezeichnet ist. Diese Randbedingung lautet 
besonders einfach, wenn der Koeffizient g(x) nach unten beschrinkt ist*). 
Dann fordert sie namlich, daB neben 


x x 
[Pdz, [(Lftde 
x- x- 
noch das Integral 
x 
any 
| (Gey +9P\ ae 
x- 
existiert; iiberdies soll noch f(z) am Endpunkte X* bzw. X- verschwinden, 


z 


wenn Be bei z-+X* baw. z->X- endlich bleibt (X- < 2, < X*). In 


dieser Fassung la8t sich in der Tat auch fiir die genannten klassischen 
Differentialoperatoren, da bei ihnen qg nach unten beschrinkt ist?), das 
Spektralproblem in einheitlicher Weise richtig ansetzen. 

Weyl stiitzt sich bei seiner Untersuchung auf die Hilbertsche Theorie 
der beschrinkten Operatoren und mu zunichst, da Z nicht beschrankt 


ist, explicite den beschrinkten Operator konstruieren. Dagegen hat 


] 
L+i 
M. H. Stone [1] Ch. X den Differentialoperator unmittelbar der Theorie 
der nicht beschrinkten Operatoren eingeordnet, die v. Neumann [1] und 
er entwickelt haben; zugleich hat er die Alternative von Wey! auf neue 


und allgemeinere Weise formuliert und bewiesen. 


!) Diesen Hinweis verdanke ich Fr. Hund. 
2) Oder am Rande nicht zu stark negativ unendlich wird. Vgl. § 5. 
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Hier schlieBe ich mich zunachst (§ 1) dem Ansatz von Stone an und 
untersuche sodann (§§ 2, 3, 5), ohne Bezug auf die Alternative, die aus- 
gezeichnete Randbedingung. Um sie als zulissig zu erweisen (§ 4) und 
ihre ausgezeichnete Rolle zu klaren (§ 6), berufe ich mich auf Begriffe und 
Siitze iiber halbbeschrinkte Operatoren aus dem 1. Teil einer friiheren 
Arbeit [1]. Wesentlich stiitze ich mich noch auf eine Reihe von Integral- 
ungleichungen, die im Anhang zusammengestellt sind. 

Die SchluBweise, die zur Theorie der ausgezeichneten Randbedingung 
herangezogen wird, macht keinen wesentlichen Gebrauch davon, daB die 
Funktionen nur von einer Verinderlichen abhingen; sie lieBe sich weit- 
gehend auf partielle Differentialoperatoren iibertragen. Fiir einige Sonder- 
fille wurde das in Teil II der genannten Arbeit [2] [3] durchgefiihrt; ihr 
gegeniiber besitzt die vorliegende Arbeit noch einen vereinfachten Aufbau 
der Beweisfiihrung. 


Literatur. 
Carleman, T. 
[1] Sur les équations intégrales singuliéres 4 noyau réel et symétrique (1923). 
Friedrichs, K. 
Spektraltheorie halbbeschrankter Operatoren und Anwendung auf die Spek- 
tralzerlegung von Differentialoperatoren. Math. Annalen (1934). 


[1] Teil I 109, S. 466. — [2] Teil II 109, 8. 688. — [3] Berichtigung 110, S. 777. 
v. Neumann 


[1] Allgemeine Eigenwerttheorie Hermitescher Funktionaloperatoren. Math. An- 
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{1] Linear Transformations in Hilbert Space. Am. Math. Soc. Coll. Publ. Vol. XV 

(1932). 
Weyl, H. 

Uber gewdhnliche lineare Differentialgleichungen mit singularen Stellen und 
ihre Eigenfunktionen. Gétt. Nachr. 
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[3] Uber gewdhnliche Differentialgleichungen mit Singularitéten und die zu- 
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§ 1. 
Der Funktionenraum. 
Die auftretenden Funktionen seien stets in einem Grundgebiet 
X- <2 < X* erklart; z, sei eine feste Stelle im Innern. 
Mit A(z) bezeichnen wir Funktionen, die iiber jedes innere Inter- 
vall*) quadratisch nach x L-integrierbar sind; mit [A] ihre Gesamtheit. 
Mit § bezeichnen wir den Raum der iiber das gesamte Grundgebiet 


3) Das Intervall (x~, z+) heiBe ein inneres, wenn x > X~, x+ < X* ist. 


1* 
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quadratisch L-integrierbaren Funktionen A; bekanntlich bildet § einen 
reellen Hilbertschen Raum (v. Neumann [1}) mit dem inneren Produkt 





x* 
(h,, hy) = fh, hyd a. 
a 


Es sei p(x) eine positive stetige Funktion; wir verwenden die Ab- 
kiirzung ° 
—_ d x’ . 
dpi | p (z')’ 


Zo 
Werte von y an gekennzeichneten Stellen z kennzeichnen wir ent- 
sprechend; z. B. 





x- 


x* 
yr — ( <=, Y- _ |<. 
Pp Pp 


Zo Zo 


Mit g(z) bezeichnen wir stetige Funktionen von z, die eine Deri- 


dg besitzen, fiir welche iiber jedes innere Intervall (2-, z*) 


vierte 7 
- , 
|p (z8)'az =| (32) ay 
i 


existiert; die Gesamtheit dieser g(z) heiBe [g]. 
Mit f/(z) bezeichnen wir die mit stetigen Page Ableitungen ver- 


sehenen Funktionen, die eine zweite Derivierte - pg =i besitzen, 


die iiber innere Intervalle quadratisch L- NE. ist, also zu [h] ge- 
hért; ihre Gesamtheit heiBe [f]. 

Es sei q(z) eine stetige Funktion. Dann definieren wir den Ope- 
rator L durch 


d d dd 
L=—75?7,+¢9= ~ a +6 
Er erzeugt aus der Funktion f von [/] die Funktion 
d dj 
Lf=- <p ta= ar er 
aus [h]. 
Es gilt mit innerem Intervall (z-,«*) fir / aus [f], g aus [g]: 
zt yr 
dgd aj |?" 
(1.1) | otpae = [52th ay—gHt\ 
z= yv- 


und fiir /,, /, aus [f]: 


(1. 2) [ith Li-hide =, $2—Sh4) 


a 
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Mit § bezeichnen wir den Raum aller Funktionen f aus [f], die in § 
liegen und aus denen der Operator LZ eine Funktion aus § erzeugt; fiir / 
aus § gilt also 

xt x+ 
Q (Pdr< co und {(Lf'dr< o. 

¥- b 
Liegen /,,/, in , so existiert in (1.2) der Grenzwert der linken, also 
auch der rechten Seite fiir 2* + X* und fiir z-+X-. Die Grenzwerte 


von f, dfs|* tir »-—~X+ baw. X- und ihre Differenz bezeichnen wir 


dy | 
 . ene d fy\X- d f.\X* 
mit f, 7 | baw. f, Tel und f, 1 


Die Aufgabe ist nun, aus ¥ solche Teilraume § auszuwahlen, in 
denen der Operator L selbstadjungiert (hypermaximal)*) ist; denn dann 
ist er nach der Theorie von v. Neumann [1] und Stone [1] Ch. V. spektral- 
zerlegbar. Der Operator L hei®t in einem Raume § selbstadjungiert 
(der Deutlichkeit halber auch ,,iiberhaupt selbstadjungiert“), wenn er die 
folgenden zwei Eigenschaften besitzt. 

1. Fiir alle f,, f, aus § gilt 


X+ 
(1. 4) ( (Lf, —Li,-f,)d2 = 0. (Symmetrie). 
a 


1*. Besteht fiir ein Paar h,, A, aus § die Relation 
x+ 
(1. 4)* [{fh, —Lf-hj dz =0 
£- 
mit allen / aus %, so liegt h, in § und es ist Lh, = h,. 
Es empfiehlt sich, diese Forderungen zu zerspalten in solche, die sich 
auf das Innere und solche, die sich auf den Rand des Grundgebietes beziehen. 
Wir fiihren den Raum ¥ aller Funktionen f ein, zu denen es ein 
inneres Intervall gibt, auBerhalb dessen sie identisch verschwinden’). 
Dann gilt 
Satz 1.1. Die Relation (1.4) ist fiir f,, f, aus § erfiillt. 
Satz 1.1*. Besteht fiir ein Paar h,,h, aus § Relation (1.4)* mit 
allen { aus §, so liegt h, in & und es ist Lh, = h,. 
Die beiden Eigenschaften, die in diesen beiden Sitzen behauptet 
sind, wollen wir auch mit ,,selbstadjungiert im Innern“ bezeichnen. 
Satz 1.1 folgt sofort aus (1.2); zum Beweise von Satz 1.1* vgl. Stone‘). 


*) Vgl. v. Neumann [1], Stone [1] Def. 2.11, p. 50. 

5) Stone fihrt nicht {, sondern den  enthaltenden Raum {f* aller / aus R7 
ein, fir die (1.5)* mit allen /, aus % gilt. [1] Th. 10. 11, p. 458. 

6) [1] Th. 10.11, p. 458. Stone beweist mehr: Der Operator Z in & ist ad- 
jungiert zu L in §*. Vgl. °). 
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Damit der Operator Z in einem Raume §, der s enthalte, iiberhaupt 
selbstadjungiert ist, mu er noch die folgenden beiden Eigenschaften 
besitzen, die wir auch mit ,,selbstadjungiert am Rande“ bezeichnen. 

2. Fir /,,/, aus & ist 


(1. 5) hot _ st {y =0. (,,Symmetrie am Rande“). 
2*. Gilt fiir ein f, aus g atin 
(1.5)* tse — sini =0 


mit allen / aus %, so liegt /, in - 

Man priift sofort nach 

Satz 1.2. Ist der Operator L in & selbstadjungiert am Rande, so 
tiberhaupt. 

Denn aus (1.5) und (1.2) folgt (1.4). Aus (1.4)* folgt nach Satz 
1.1* zunichst, daB h, in & liegt mit Lh, = h,; aus (1.2) folgt dann 
(1. 5)* fiir /, = h,, so daB also h, auch in § liegt. 

Von dem Raume §%, den wir im folgenden angeben, werden wir zu- 
nichst nachweisen, daB in ihm der Operator L symmetrisch ist; (d. h., 
da8 2. und also 1. gilt). Sodann werden wir unter Benutzung von 
Satz 1.1* die Eigenschaft 1* und also die Selbstadjungiertheit von L 
in § unmittelbar nachpriifen kénnen"). 


§ 2. 
Der Raum 6G. 


Die ausgezeichnete Randbedingung werden wir zunichst explicite 
angeben unter der Voraussetzung, da8 der Koeffizient ¢ vermége 
(2. 0) qI(zweaq 
durch eine Konstante gq nach unten beschrinkt ist. Wir fiihren dann 
vorbereitend einen Raum © von Funktionen g ein und stellen seine 
Eigenschaften zusammen. Es ist bequem, die Eigenschaften, die © 
kennzeichnen, aufzuspalten in solche, die sich auf je einen Endpunkt 
beziehen. Wir nennen ©* die Mannigfaltigkeit der Funktionen g (zx) aus [g], 
die den folgenden beiden Bedingungen geniigen. 

At: Es existieren die Integrale 


x+ r+ xt x+ 
\ e(z2 }42= | (35 ydy, asda, [eax 


6a) Satz 1.2 und Eigenschaft 2* werden also im folgenden nicht ausdriicklich 
herangezogen; sie dienen hier nur der Klarung des Begriffes selbstadjungiert. 
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X+ 
Bt: Wenn oF ws Y+ < o ist, so strebt 
p (x) 
“ g (xz) +0 


wenigstens auf einer speziellen Folge c+X*, was wir hier und analog 
im folgenden durch g(z) > 0 ‘ 
ausdriicken wollen. Ns 

Aus Anhang Satz Al entnimmt man, daB dann auch g(z) > 0 strebt 
fiir jede Folge 2-X*. Man iiberzeugt sich alsdann davon, daB 6* ein 
linearer Raum ist. 

Entsprechend definieren wir den linearen Raum ©- von Funktionen 
g(x) durch 


to To ty 


Ao: | (32) ay< oo, \agde< oo, | fae < oo, 
\- x- x 
B-: g(z) > 0 , wenn Y-> — o@ ist. 
z-——»> X- 


Unter © wird dann der Raum aller g(z) aus [g] verstanden, die den 
Forderungen A*, B*, A~, B- geniigen, d. h. der Durchschnitt 
6 = 6G; 
© liegt offenbar in §. 
Wir wahlen eine Zahl k > 1 —q, die dann festgehalten wird. Fiir 
Funktionen g,,g, aus © ist die Form 
y+ X+ 


. idg,d 
(2.1) 9, G9, = (924% dy+(@+hag.de 
cs F 4 


erklairt, und es gilt fiir g aus © 


bo 
to 
— 


y+ X+ 

. fidg, , [ 
gGgS= | (z,) dy + | gaz. 

ea _ 


Es seien zuniichst zwei Eigenschaften des Raumes ©* angegeben, die 
sich auf G~- analog iibertragen. Ihre Beweise finden sich im Anhang: 
Satze A 1. 2.3. 

Satz 2.1. Im Raume G* existieren die Integrale 


y+ 
apd wenn Y+<o@, 
(2. 3) al 
| ody, wenn Y*t = co ist mit Yo > 0. 


Yo 
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Satz 2.2. Im Raume G* gilt fiir x + X* 





(2. 4) peo +0, wenn Y+ <o@, 


9 (2) +0, wenn Y* = o ist. 


Ferner besteht 

Satz 2.3. Der Raum © aller Funktionen g aus [g], zu denen es 
innere Intervalle gibt, auferhalb deren sie verschwinden, liegt G-dicht in ©. 
D.h. zu jedem g aus © gibt es ein 9 aus G, so dag 


(2. 5) (g-2) Gg—% 
beliebig klein ist. 
Beweis’): Mit Werten 2, >7, >2,, z-, <2, < 2, setzen wir 
n(x) = 0 nh 22:5 25%, 
=24 in y, S25H, 
Ya—- Ww —_) — 
PE a 
at nw m ¢@2S2t%5 72-1, 
= l in 2 Ser< Xt und X-<ecrz_,,. 
Dann geniigt 
g=(1l—n)g 


den Forderungen des Satzes. Es ist nimlich, wie man nachrechnet, 
: 
dn 
| (Git)ay + [e+ bated 


0 fy 


V2 Y + X+ 


en | (GEyay + | (32) dy + [@+Hntgde 


v1 V2 2 

Ye xX+ 

_ g® (x5) . (dg)? g 

ay + | (7) dy + | (34) dy+ [@+Hrtgde 
V1 Ve 2 
Ng xX+ 

ed +\(% Jay + \q+ bode. 

ea—-N" 

“1 1 


Man bestimme nun zunichst z, so nahe an X*+, daB die beiden Integrale 
rechts beliebig klein werden. Sodann kann man z, so wihlen, dab 


fio (#3) beliebig klein wird; ist Y* << o, so lasse man zu dem Zwecke 
ion 


eam” die spezielle Folge durchlaufen, auf der g(z,) +0 strebt; ist 





7) Vgl. Friedrichs [3]. 
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Y*+ = o, so stiitze man sich auf Satz 2.2. Also laBt sich auch die linke 
Seite beliebig klein machen; ebenso macht man 
0 zo 
{ (S22 ay + | q+ Wrtgtde 
i- x- 
beliebig klein. Damit ist Satz 2.3 bewiesen. 
Satz 2.4. Der Raum © ist G-abgeschlossen. D.h. 2 einer Folge 
q’ (x) von Funktionen aus © fiir die 


(2. 6) (gy —g")G(g"—g*)> 0 
strebt, gibt es eine Funktion g,(x) aus ©, so daB gilt 
(2. 7) (9 —9) G(g'—g) > 0. 


r- 


Beweis. Wegen der Konvergenz von d(g'—9")\ dy > 0 gibt 
g g ae y ; gl 
2 i> x 
Y- 


es, dem Satze von Fischer gemaB, eine Funktion g,(z), fiir die \ (3 oe)" dy 


\- 
y+ 


’ 2 

existiert, so daB (ee a) dy-—O strebt; und zwar kann g,(x) so 
- 

gewaihlt werden, daB g(x) in jedem Teilgebiet gleichmaBig gegen g, (x) 

konvergiert, wie man aus der Abschitzung 


Ye 
Ig (z,) — 9 (4)? S (ye — 9.) | (32) dy, 


v1 


auf g = g’ — g“ angewandt, erschlieBt. Aus der Konvergenz von 


xX* xX+ x+ 
(q+kig—g*?dz-+0 folgt, daB [asi dz und | gi; dx existieren 
x- —_— x- x- 
x x* 
(beachte q +k > 1), daB q(g’ — Jo)’ d x - + 0, | (g" —g,)°d x + 0 stre- 


¢. 
ben und daB also (2.7) besteht. Ist Y*< o, so beachte man, da die 
Relation 


#(2*) y) + + 
rs 2 { (ee) ay y OSy¥<¥, Wr<e, 
A 
die nach Anhang Satz 1 fiir alle g aus © und also fiir die g’ besteht, 
sich durch Grenziibergang auf Io (x) iibertrigt; somit folgt + gels - + 0, 











K. Friedrichs. 





10 
also erst recht g,(z)>0 fiir c+X*. Ebenso zeigt man 9 (2) > 0 ; 

PN 
wenn Y* > — o ist. Es liegt also g,(z) in ©. Damit ist Satz 2.4 
bewiesen. 


§ 3. 
Symmetrie im Raume %@ und Folgerungen. 

Die ausgezeichnete Randbedingung besteht nun in der Forderung, 
daB die Funktion / aus § auch noch im Raume © liegen soll; wir werden 
in § 4 zeigen, daB der Operator L im Raume aller solchen Funktionen f, 
also im Durchschnitt 

= 5G 
selbstadjungiert ist. In diesem §3 beschaftigen wir uns mit der Symmetrie 
von Z in § und ziehen aus ihr einige Konsequenzen. Wir zeigen zunichst, 


daB die Relation 
Y 


=a = |i ap ay + fastes = a < Z*, 


x 
(3. 0)* [oki ~g ft |" 


r 





fiir alle Funktionen / aus § @* und g aus G+ besteht. Zu dem Zwecke 

stiitzen wir uns auf den . 
Hilfssatz: Fiir ein Paar von Funktionen g aus @*, / aus § G* gilt 

df I" 





Vay - = - 
Beweis: Wir setzen 
(a) =< fir Y+ = o 
u(t) = 5 = fir Y* < 


- 
Da Judy = co wird, (y, > 0), gibt es ein M >O und zwei Folgen 
a > Xt, x’ + X+ mit z’ > 7’, so dab (ndy> M bleibt. Nun bilde 
man den Ausdruck Y" . 

Jugs 7, dy: j udy. 


; y’ 


df {ez dj 


Er stellt offenbar den Wert g dy| Y™9q, 90 einer Stelle z zwischen 





z und 2” dar und 1JaBt sich absolut initia durch 


y" 


y 
z 1 : rdf\2 
Syl \ “oey | (zffay. 








Fay 
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Hier strebt nun die rechte Seite gegen Null mit 2’, 2’ + X+. Denn es 

r+ + 

existiert { ( zi.) a y und nach Satz 2.1 auch | w*g*dy. Somit folgt fiir 
vo vo 

die spezielle Folge z ~ X* die Behauptung des Hilfssatzes: 93 nh - 


Wir ziehen nun zum Beweise der Formel (3.0)+ die Identitat 


r 


; 
= \apaney +fq gfdz 


at 


| Lfdz+q i 
heran, die nach (1.2) sicher fiir g aus ©* und f aus § G+ besteht. 
LaBt man hier % ~ X*+ nach dem Hilfssatze eine solche Folge durch- 


x * + 0 strebt, und beachtet man, daB alle drei Integrale 





laufen, daB g 
dieser Identitét fiir 7 -— X+ existieren, so entsteht die zu beweisende 
Greensche Formel (3.0)*. 

im dieser Formel folgt nun, ry fiir jede Folge z* + X* auch 


oa 0 strebt, kurz, daB Iz, nm = gilt. Setzt man hier fiir / 


97, 

¥ 
und g zwei Funktionen /,, /, aus “ter, vertauscht und subtrahiert, so 
folgt 


Satz 3.1+. Fiir zwei Funktionen j,, {, aus G* § gilt 
(3.1)+ Age —genl” = 


Entsprechendes ergibt sich im Raume § G~, und da § = §G der 


Durchschnitt von ¥ G+ mit FG ist, entspringt die Formel 
XxX+ y+ x+ 


d 
(3. 0) [Ltd = | $2 2 ay+ [agg/de 


x- y- x- 
fir g aus G, f aus §%G und der 
Satz 3.1. Fiir zwei Funktionen f,, f, aus © F gilt 


(3.1) Age - ale 





D.h. der Operator L ist in §&G akanti am Rande und also tiber- 
haupt. (Vgl. Satz 1.2 oder (3.0)). 

Es ist nun bemerkenswert, daB die Bedingung, in © zu liegen, die 
die Forderung A enthilt, da8 gewisse Integrale existieren, sich fiir Funk- 


tionen f aus § auch durch eine Kennzeichnung des Grenzverhaltens der 
Funktion f fiir + X+ bzw. X~— ersetzen ]éBt. Es gilt namlich 
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Satz 3.2+. Der Raum G+ besteht aus allen Funktionen { (z) 
aus %, fiir die gilt 


Kz), 9 wenn Y+ = o 
y 2» Xt 
(3. 2)+ 
f(z) > 0 wenn Y* < o ist. 
z—»> X+ 


Beweis*): Diese Randbedingungen sind im Raume §G* nach 
Satz 2.2 (sogar mit —> statt ++) erfiillt. Wir haben nur die Umkehrung 
zu zeigen: Geniigt / aus §§ diesen Bedingungen, so liegt f in G+. 

Wir nehmen zuniichst den Fall Y* < o. Wir gehen aus von der 
Formel (vgl. (1. 1)) 

rn o at 
df |= d 
[ras mtacs eZ = [ (Hy ay + fat mrae. 


i) Yo Zo 





Aus der Voraussetzung f(z) 0 fiir die Funktion / folgt, daB es 


s——» J* 
auch eine spezielle Folge von Werten «+ - X* gibt, fiir welche die Ab- 


leitung _ Pr” ax Sf nf nicht positiv ist. Fiir diese spezielle Folge 


bleibt die linke Seite der ne (t) nach oben beschrinkt, denn da f 

und Lf in § liegen, existiert [re + k)fdaz. Infolgedessen bleiben fiir 

diese Folge auch die Integrale = rechten Seite nach oben beschrinkt; 
y+ x+ 

damit ist aber (beachte q + k > 1) gesichert, daB j (zy dy und [ards 
x+ ; ' 

existieren; | (dz existiert, da f in § liegt; die Bedingung B+ (vgl. F. 7.) 


Zo 


ist in (3.2)* vorausgesetzt. Also liegt f in G*. 


Im Falle Y* = o wiirde man durch dieselbe SchluBweise unter der 
Voraussetzung /{(z)> 0 zum Ziele kommen. Um mit der 
z——»> X+ 


schwiicheren Voraussetzung /‘*) — 0 auszukommen, gehen wir von 
y 2-—> Xt 
der Identitat 
y yt 
df, _ fi.s(4 tf i sol 
” { (4) dy =|¥' (54) dytyly (yo > 0), 


sf 


’) Zur SchluBweise vgl. Carleman [1], S. 177. 
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aus; in Formel (ft) eingesetzt entsteht 





@) [/w+Hiae+ (7-H = [y (Z Ly y+ |i 4b) Pde. 


f 


Aus der Voraussetzung, daB io 0 strebt auf wenigstens einer Folge 
«2 + X*, folgt, daB es eine spezielle Folge z+ + X* gibt, wo 
ap i274 Pf 
dyy 1 oe 
also auch Fe _ f nicht positiv ist. Infolgedessen bleibt die linke, also 


auch die rechte Seite von (§) nach oben beschrinkt. Es existiert somit 
x+ 


[ade und j y (= 


, ’ 
af) Yo 


d f 1 
d Fiihren wir hier = —— mit Yj = 

dy fy y- Yx y 

als neue Variable, i- /, als neue Funktion ein, so existiert also 


0 


\ (z2) dy, und es gilt f,—» 0. Daraus folgt nach Anhang 


Satz Al: /*_ . 0 , das heibt - > 0. Infolgedessen bleibt in 


—VYs 2» X+ z— > Xt 
(4) die rechte Seite beschrinkt fiir 2* — X*, also auch die linke. Es 
existiert somit | ( Gt dy. Damit ist gezeigt, daB / in G* liegt, und 
Mp 

also ist Satz 3.2* auch fiir Y* = co bewiesen. 

Als Folge von Satz 3.2* gewinnen wir 

Satz 3.3+. Ist 
| X+= wo, wenn Yt<o@ 


x+ 





(3.3)* 


t—, 


ydz= oo, wenn Yt = o, 
9 


so sind schon im Raume & selbst die Forderungen At, B* aus § 2 erfiillt; 
d. h. es liegt § in Gt und es ist ¥G* = §. 

Man beachte, daB die Bedingungen (3.3)* nicht vom Verlauf von q 
abhingen, sondern sich nur auf das Verhalten von z und y bzw. p am 
rechten Endpunkte beziehen. 

Aus Satz 3.3* und 3.1* folgt dann der 

Zusatz 3.4+. Fir /f,, /, aus  besteht, wenn (3.3)* gilt, die Sym- 
metrierelation am Endpunkte X* 


df, a 
(3. 4)* f, oh — Sh hp" =o. 
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Beweis von Satz 3.3*. Wir brauchen nur zu zeigen, daB unter der 
Bedingung (3.3)* jede Funktion f(z) aus § den Randbedingungen (3. 2)*: 
f(z) 


: oe 0 baw. f(x) ~ 0 fiir c—» X* geniigt; denn dann folgt § in G 
aus Satz 3. 2. 

x+ 
1. Ist ¥* = o und { y’dz = o, so gibt es zur Funktion / aus s, 


z 
v 


+ 


xX xX+ 
da (Paz = \5 y°dz < o wird, eine spezielle Folge « + X*, fiir die 


% 
Pts) -> 0 strebt. 
y 

2. Ist Y* < o und X*+ = o, so gibt es zur Funktion / aus *, 
da (fdz < o wird, eine spezielle Folge x > X*, fiir die f?(z) > 0 


strebt. 

Die Sitze 3.3* und 3.4* besagen, daB es unnétig war, am Ende 
X* die Randbedingungen A+, B+ oder (3.2)*+ zu stellen, vorausgesetzt, 
da8 (3.3)+ gilt. Damit gewinnen wir sofort ein von Weyl’) angegebenes 
Kriterium dafiir, da8 bei X* der Grenzpunktfall I der Alternative vor- 
liegt. Um es zu formulieren, werde angenommen, da8 durch eine Rand- 
bedingung bei X~, die so beschaffen ist, daB ihr jedenfalls alle Funk- 
tionen f aus % geniigen, die in Umgebung von X~ verschwinden, der 
Raum § zu einem Raume § so eingeschrankt sei, daB folgendes gilt: 

3. Fir /,, /, aus § ist 


(3.5) Ser 


3*, Besteht fiir ein f, aus § die Relation 
(3. 5)* f | 


_ 
dy dy'| =° 
mit allen f aus §, so liegt f, in %.°*) 

Dann lautet das Kriterium von Weyl®): Der Operator L ist im 
Raume § selbstadjungiert, wenn (3.3)* gilt. 

Sein Beweis entspringt sofort aus Zusatz 3.4+. Aus (3.5) und (3. 4)* 
folgt namlich (1.5) fir /,, f, aus . Aus (1.5)* fir f, aus §, alle / 
aus und (3.4)+ folgt (3.5)*, also: /, liegt in §. D.h. der Operator 
L ist im Raume § am Rande, also iiberhaupt, selbstadjungiert. 


%) [3] Satz 5, S. 238. Bei Weyl kommt statt (3.3)* nur X* = co vor. 
%) Die Eigenschaft, daB 3. und 3*. gilt, knnten wir auch mit ,,Selbstadjungiert- 
heit am linken Endpunkte X~“ bezeichnen. 


-_. 


ee eS OL OFF 


~_ 


oad av 
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§ 4. 
Selbstadjungiertheit im Raume $6. 

Wir formulieren nun den Hauptsatz unserer Theorie, namlich daB der 
Operator L selbstadjungiert ist im Raume aller Funktionen f, die in § 
und © liegen, also den Bedingungen 2, A, B (vgl. §§ 1 und 2) geniigen. 

Satz 4.1. Der Operator L ist im Raume & © selbstadjungiert. 

Beweis. Da die Form G, wie in Satz 2. 5 ausgesprochen war, 
im Raume © abgeschlossen ist, gehért zu ihr ein selbstadjungierter 
Operator. Das folgt aus einem an anderer Stelle'®) bewiesenen Satze, 
der fiir unseren Fall folgendes besagt: Es gibt einen Teilraum % von 
Funktionen / aus © (der G-dicht in 6 liegt), in dem ein selbstadjungierter 
Operator G erklirt ist, so daB die Relation 


xX+ y+ xt 
(4.1) |o@iaa = [9 Says [q+ mHgide = 9G) 
2- \- x- 


fiir g aus © und / aus § besteht. 
Nun folgt sofort, daB § in § liegt. Denn fiir alle / aus § und 


alle { aus §, die ja auch in @ liegen, folgt aus (4.1) und aus der 
Symmetrierelation (3.0), die in §3 bewiesen wurde, 


X+ X+ 
[PG fde = [(L+hf-jdz. 
Ps a 


Satz 1.1* lehrt dann, daB / zu ¥ gehért und dab Gi =(L+kf ist. 

Der Raum 5 liegt also auch im Durchschnitt § = %G. Es ist so- 
mit der in § erklarte Operator L + k Fortsetzung des Operators G in §; 
da dieser selbstadjungiert ist, muB § = § sein. Zugleich mit G=L+k 
ist auch L im Raume § selbstadjungiert. So ist Satz 4.1 bewiesen. 


§ 5. 
Abschwiichung der Bedingung fiir q. 


Die Voraussetzung, die seit § 3 gemacht wurde, daB der Koeffizient ¢ 
bei X* nach unten beschrinkt ist, 148t sich noch etwas abschwichen, was 
fiir manche Anwendungen bequem zu benutzen ist. Wir formulieren die 
Abschwichung nur fiir die Umgebung des Endpunktes X*. 


10) Vgl. Friedrichs [1], Saétze 7, 9, S. 478, 480. 
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do d do 
dy’ dzdy 
stetig ist, die fiir  < z, identisch 1 ist und von einer Stelle z, > z, 
an gegeben ist durch 


Es sei w (x) eine positive Funktion, die mit Ableitungen 


w(x) = Vy, wenn Y* = @ 
= yY* —%, wenn Y* < o ist. 
Wir setzen dann 
“(z) = - id dw 
wdzdy’ 
also fiir 
%™ <2 < Xt 
ii le ets 
x(x) = iy? wenn Yt+= @ 
a Se , x ss ms 
= yy wenn J} - oo Ist; 


es sei x die untere Grenze von x(x) im Grundgebiet; x > — o. Die 
abgeschwichte Bedingung fiir g lautet dann: 

Es gibt zu qg eine Zahl tr > 0 und eine Konstante q, so dab 

q(z) => q— (1 — 1) x(z) 

im Grundgebiet gilt. 

Alsdann werde der Raum ©* wie in § 2 durch die Forderungen A‘, 
B* erklart. Dann gilt: 

Es gibt eine Konstante k, so daB die durch (2.1) definierte Form G 
der Ungleichung (2.2) geniigt, und es iibertragen sich die Satze 2.1, 2.2, 
2.3, 2.4, 3.1* und 4.1 wértlich. 

Zum Beweise dieser Behauptungen fiihre man neue Variable, Koeffi- 
zienten und Funktionen ein durch die Transformation 

dz=w'*dz 


p=o'p, also widy=dy 


4=q+* und L= ~agti 
h = oh. 
Dabei wird, wie man nachrechnet, 
Li =owL}. 
Wegen q=q+x SjSqtrxSqirrx 


ist die Theorie von §$ 2. 3. 4 anwendbar. 

Sie fiihrt zwangsliufig zu den behaupteten Satzen, wenn man noch 
beachtet, daB durch die Transformation die Riume §, G-, &* in die 
Raiume §, G-, G* iibergehen, die in bezug auf die neuen Variablen und 
Funktionen im Sinne von §1 und § 2 erklirt sind. Fir und G- ergibt 
sich das unmittelbar; fiir G* stiitze man sich auf die Satze A2 und 3 
im Anhang 
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Es sei noch erwaihnt, daB sich auch die Satze 3. 2+, 3.3*, 3. 4+ iiber- 
tragen, wenn in ihnen ersetzt werden die Bedingungen 











(3. 2)* durch 

fe) > O » wenn Y+= o, 

y Ss...» X* 

ae oa > oO , wenn Y+ < q@ ist, 
_ 2» X+ 

(3.3)* durch 

X+ 

fytttde =o, wenn Y*= o, 

% 

X+ 


[((¥+ — yi -tde = oo, wenn Y*+ < o ist. 
Zo 


Zum Beweise wird man in derselben Weise wie oben mit w, mit der 
Funktion wm'+*, wenn Y+ = o, mit w'-~*, wenn Y*+ < o ist, trans- 
formieren, wobei, wie man nachrechnet, g = q + (l—1t*)x >q wird. 
Unmittelbar gehen die obigen Ersatzbedingungen in die Bedingungen (3. 2)*, 
(3. 3)* fiir die transformierten GréBen iiber. 


§ 6. 
Der halbbeschriinkte Operator und die ausgezeichnete Rolle 
der Randbedingung. 


Der Operator L hei®t halbbeschrankt, wenn es eine .,untere 
Schranke“ A gibt, so da fiir alle f aus § gilt 


x Vt X+ X+ 


[ites =\(z y ay+ |aras > ie 


s- — 


Offenbar ist LZ halbbeschrankt, wenn g nach unten beschrinkt ist. 

Ein solcher halbbeschriinkter Operator L la8t sich nun stets von 
aus auf einen weiteren Raum fortsetzen, in dem er selbstadjungiert wird. 
Wir wollen nun (unter den méglicherweise verschiedenen) eine selbst- 
adjungierte Fortsetzung aufzeigen, die in mehrfacher Weise grundsitzlich 
ausgezeichnet ist; sie wird, wenn g nach unten beschrinkt ist, gerade 
durch unsere Randbedingung von § 2, §3 gekennzeichnet. 

Unter selbstadjungierter Fortsetzung von L in § ist ein selbstadjun- 
gierter Operator Z zu verstehen, in einem Teilraume § von §, der § 
enthilt, derart erklirt, daB er in § mit L itibereinstimmt. Man tiberzeugt 
sich sofort davon, da8 ein solcher Raum % in § liegt und daB in § der 
Operator Z mit L iibereinstimmt, so da8 man von L in § sprechen kann. 

Mathematische Annalen. 112. 


” 
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Denn fiir / aus §,/ aus § (das also auch zu ¥ gehért) gilt wegen 
der Symmetrie von L in § und wegen Lf = L/ 


Xt 
{uLt— Li-fpdz = 0; 


daraus folgt nach Satz 1. 1* in der Tat, daB f zu § gehért und Lj= Lj. 
Es sei L in § eine solche selbstadjungierte Fortsetzung von L in 3; 
wir nehmen an, daB sie halbbeschrinkt ist mit der unteren Schranke A: 
xt 
fitjar= SAlPdc fir} aus §. 
r i- 
Dann gibt es") genau einen Teilraum G aus Elementen g von § und 
in ihm eine bilineare Form 7,@ J, mit folgenden Eigenschaften. 1. Es be- 
steht die Ungleichung 


X+ 
9Gi>AlPde 
d 


und G ist in G abgeschlossen. 2. G enthalt den Raum s, und zwar 
dicht mit G als MaBform. 3. G@ hangt mit dem Operator L in § 
vermoge 


sG] = fitjae 
}: 


fiir alle 7 aus G, / aus & zusammen. Wir nennen © den zu L in § 
gehérigen © Raum und G die zugehérige Form. Umgekehrt gibt es zu 
einer abgeschlossenen Form G in © auch nur einen zugehérigen Raum ¥ 
mit selbstadjungiertem Operator L in §. 

Es existiert nun ein selbstadjungierter Operator L, in einem Raume §. 
erklart, der Fortsetzung von L in und durch jede der drei folgenden 
Kigenschaften gekennzeichnet ist; (d. h. er besitzt alle drei Eigenschaften 
und ist der einzige, der irgendeine dieser Eigenschaften besitzt). Dabei 
sei ©.. der zu L in §.. gehérige G-Raum und G.. die zugehérige Form. 

1. Der Raum § liegt dicht in G.. mit G.. als MaBform. 

2. Ist L in § eine andere halbbeschrinkte selbstadjungierte Fort- 
setzung von L in %, so ist G.. echter Teilraum des zugehorigen ©-Raumes 
6; in G.. stimmt G mit G... iiberein. 


3. Es ist §. genau der Durchschnitt 
Fo = FG. 


von § mit dem zugehérigen ©-Raume G... 


11) Friedrichs [1], Satz 3, S. 473. 
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Wir nennen L in §.. die ,ausgezeichnete Fortsetzung“ von 
L in §. 

DaB es eine Fortsetzung gibt, die Eigenschaft 1. besitzt, wurde an 
anderer Stelle bewiesen™). Aus 1. aber folgt 2. Denn ist Z in § eine 
andere selbstadjungierte Fortsetzung, so stimmt G mit ©. in § iiberein; 
daraus, daB R; in ©. dicht liegt mit G.. als MaBform, folgt, daB G... in 
iG liegt und daB G. = G ist in G.. Es ist aber G.. + G; denn sonst 
mii8ten auch die Riume §.. und ¥ iibereinstimmen, da sie den Raumen 
G.. und © samt Form G, wie oben bemerkt, eindeutig zugeordnet sind. 
Offenbar ist L in §.. die einzige selbstadjungierte Fortsetzung von L in 
%, die 2., also auch die einzige, die 1. erfiillt. 


Ebenfalls folgt 3. aus 1. Denn fir /, aus §G. gilt die Relation 
x+ x+ 
(Got) = (Li-fde = \jLide 
x- x- 


mit allen / aus %; aus ihr folgt, da § in G., also in F. ja G..-dicht 
liegt, fiir alle f aus }.. die Relation 


x+ 
{Ge fy = [fLiaz, 
x- 
somit 


-_ 
((Lt-t, — Lida = 0. 
_ 


Da L in §. selbstadjungiert ist, folgt, daB f, in §~ liegt und damit 
Eigenschaft 3. Fiir jede andere selbstadjungierte Fortsetzung L in § 
liegt G. in G wegen 2., also F. = FG. in §G; da aber F.. nicht in 
§ enthalten ist, ist % + 6. 

In §2 wurde unter der Voraussetzung, daB gq nach unten beschrankt 
ist (wonach ja LZ halbbeschrinkt wird), ein Raum © eingefiihrt, und in 
§ 3.4 wurde bewiesen, daB L in § = FG selbstadjungiert ist. Dieser 
Raum © stimmt mit dem hier abstrakt gekennzeichneten Raume 6. 
iiberein. Das folgt, da die Eigenschaft 1. den Raum 6,. eindeutig kenn- 
zeichnet, aus der Tatsache, da8 der Raum $ in © dicht liegt mit G als 
Ma8form. Diese Tatsache ergibt sich’*) aus Satz 2.2. Aus diesem Satze 
entnimmt man niamlich, da jede Funktion g aus © durch eine Funktion 
g aus ©, die in Umgebung der Enden identisch verschwindet, so angenihert 


12) Friedrichs [1. 2]. 
18) Vgl. Friedrichs [3]. 
Q* 
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werden kann, daB (g — g) G (g — g) beliebig klein wird. Die Funktion g laBt 
sich aber samt Ableitungen a gleichmaBig durch Funktionen f aus § 
approximieren. 

Um die hier eingefiihrten Begriffe zu erliutern, sei an den reguliren 
Fall erinnert, wo X*, X-, Y*, Y~- endlich sind und |q| beschrankt ist. 
Der Raum ©.. besteht aus den Funktionen g aus [g] und §, fiir welche 
m 


(a4)'e y existiert und die an den Endpunkten verschwinden. Der Operator 

c.. 

L ist selbstadjungiert im Raume § = §. = *G.. aller Funktionen f, 

aus }, die in G, liegen (nach Satz 3.2 geniigt es zu fordern, daB /, an 

den Enden verschwindet). Ks gibt andere selbstadjungierte Fortsetzungen 

L in § von L in §; man erhalt solche Riume § = § aus § z. B., 

indem man die Randbedingungen a +o*f =0, bzw. m +o-f=0an 

den Enden X* bzw. X- stellt. Der zugehérige G-Raum 6, besteht aus 

y+ 

allen Funktionen g aus [g] und §, fiir welche \(i'ay existiert; denn 
ie Pr X+ 

jede solche Funktion g laBt sich mit | (42)'ay +oag af 4 | +k)gdza 
r- “ - 

(k geniigend gro8) als MaBform approximieren durch solche Funktionen / 

aus %, die den obigen Randbedingungen geniigen; d. h. durch Funktionen 

aus %,. Der Raum ©, enthilt, wie in Eigenschaft gefordert, den Raum G.,; 

er ist von den Parametern o der Randbedingungen unabhingig und der 


Raum §, ist nicht mit dem Durchschnitt § G, identisch. 


Diese Eigenschaft der Randbedingungen ny +oaf=0, daB sie noch 


nicht beim zugehérigen Raume ,, sondern erst beim Raume §, zu 
stellen sind, kennzeichnet sie als natiirliche"™) Randbedingungen, zu 
denen also die hier behandelte ausgezeichnete Randbedingung im Gegen- 
satz steht. 


14) Diese Bezeichnung wird motiviert durch die folgende aus der Selbst- 
adjungiertheit entspringende Eigenschaft: Geniigt eine Funktion gy aus ©, mit 
allen g aus ©, (die also den Randbedingungen noch nicht zu geniigen brauchen) 
mit einer Funktion h, aus § der Relation 


g G@go = (g, hy), 


so liegt gy in %o, erfiillt also neben der Differentialgleichung Lg, — h, die Rand- 
bedingung. 
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Anhang. 


Integralungleichungen. 


Wir stellen eine Reihe von Integralungleichungen fiir Funktionen g aus 
{g] zusammen, von denen wir Gebrauch gemacht haben. 


Mit D* bezeichnen wir den Raum aller Funktionen g aus [g], fir 

¥+ 
. (dg? ‘ 
die (7) dy < o@ ist. 

0 

Satz A.l. Sei Y* < ow. Dann besteht fiir die Funktionen g aus 
Dt, fiir die g(z)> 0 _ strebt, die Ungleichung 

z--> Xt 


y+ 


2 


‘ 1 d 3 oo 
pet Ss \ (7%) dy fir alle «* > x,, 


utr 





und infolgedessen strebt 
A. . 
\¥t—-y 22x 





Beweis. Man lasse in der Abschatzung 
+ *)\ |2 * + dg\? 
|g (z*) — 9 (*) ? S (y* — y*) | (32) dy 
pA 
z* die spezielle Folge durchlaufen, auf der g(x*) -- 0 strebt; dann folgt 
die Behauptung. 
Satz A.2. Sei Y* < ow. 


1. Dann evistieren fiir jede Funktion g aus Dt, fiir die g(x) > 0 
strebt, die Integrale 2» X+ 





2. Existieren fiir cine Funktion g aus [g] diese Integrale, so liegt g in 
Dt und es strebt g(x) 0. 
2—> \+ 
3. Es besteht fiir g in D* und x > x, die Identitit 


y+ Yr Vy 


((dgy 5 é » -. 1 g 1 g(x") 
\ (34) dy = fre — (a5 775) dy + tert ges +33 
pA : ! 


y y* 
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Beweis. Wir gehen aus von der in [g] giiltigen Identitat 


uv 


y 
= - yo 








7] iad 
y 
aie 4 1 #() 
- \( )@y+ gy, 
ba 
1. Liegt g in Dt mit g(z)> 0, 80 folgt > pot nach A.1; also 
2——» X+ a) 


existieren die Integrale der linken Seite bis Y* te und es gilt die 
Identitat 3. 
2. Existieren diese Integrale fiir ein g aus [g], so bleibt die rechte 
y+ 
Seite der Identitaét beschrankt; es existiert also \ (34) dy und g liegt in 
y+ 0 
Dt; aus der Existenz von ly fe - yy folgt sodann, daB es eine 


0 


spezielle Folge z + X* gibt, fiir die - oar + 0 strebt; fiir diese Folge 


gilt erst recht g(z)— 0. 
Satz A.3. Sei Y* = ow; y, > 0. 
1. Dann existieren fiir Funktionen g aus D* die Integrale 
y+ y+ 
qd 9 t 9 
| v(asie) @y. \pe 
% ‘ 
2. Ezxistieren diese Integrale fiir eine Funktion g aus [g], so liegt 
sie in Dr. 
3. Fiir 9 aus Dt und ct > 


xz, besteht die Identitéit 





y+ y+ 
1 (?a,— ((¢9) 1 g (z*) 
\ Vise Lay +4 |Sav= (i) ey+5 m 
ad yt 
Suiniie: Wir gehen aus von der in [g] giiltigen Identitat 
y y 
g* (2) see) 
(+) | (ayig) @9 +7 aE say + 300) (ts 5) ayt ae 
y* y+ yt 


1. Aus ihr entnimmt man fiir z+ X*, daB fiir g aus D* die Inte- 


grale der linken Seite bis Y* erstreckt existieren. 
y+ 


2. Existieren diese Integrale, also insbesondere W4¥ so muB es 


yy’ 
v, 
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eine spezielle Folge z + X* geben, fiir welche ote) +0 strebt; mit ibr 
bleibt die linke, also die rechte Seite beschrankt; d.h. es ist 
y+ 
et s. 
| (38 ) dy<oa@ 
yt 


Zugleich ergibt sich die Identitat 3. 
Lassen wir in (+) 2° - X* die spezielle Folge durchlaufen, auf der 


a +90 strebt, so erhalten wir unmittelbar den 


Satz A.4. Set Y* = o. Dann strebt fiir Funktionen g aus D* 
g(z)_, 9 


Vy z—> X* 


(Eingegangen am 23. 6. 1935.) 
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Einleitung. 

Das Ziel dieser Arbeit ist, die klassischen linearen Differential- 
gleichungen mit periodischen Koeffizienten durch Aufspaltung gewisser 
partieller Differentialgleichungen systematisch zu erfassen und diese Art 
der Gewinnung fiir die Theorie der periodischen Lésungen nutzbar zu 
machen. In der Tat gewinnt man in dieser Auffassung den natiirlichen 
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Ansatz, um die Briicke zur Eigenwerttheorie der linearen Integralgleichungen 
zu schlagen. 

Zu dem Zweck, diesen Zusammenhang von der Wurzel aus zu 
verstehen, werden im I. Teil die elliptischen Funktionen Jacobis auf 
eine neue und fiir das folgende aufschluBreiche Art eingefiihrt. Sie lassen 
sich namlich durch die Eigenschaft kennzeichnen, da8 der Quotient ihres 
Real- und Imaginirteiles in zwei Faktoren zerfallt: der eine ist eine reine 
Funktion des Realteiles, der andere eine reine Funktion des Imaginarteiles 
des Argumentes. Diese Eigenschaft hat zur Folge, daB die mit der Potential- 
gleichung aufs engste zusammenhangende separierbare Differentialgleichung 
(A) 2 4oe~ 22 gue - Sw ee 


0x oY a 








sich bei der durch die Jacobische Funktion z = z(w) mit z= 2+ iy, 
w= u--iv_ vermittelten Koordinatentransformation in die wiederum 
separierbare partielle Differentialgleichung 

OK OK ‘ ’ 
(B) Fai tar — M(H + IY[ef (u) + bg’ (v)] K = 0, 
K = K(a(u,v), y(u, v)) 


verwandelt. Dabei zeigt sich, daB die (reellwertigen) Funktionen f(t) 
und g(v) durch Landensche Transformation aus z(w) hervorgehen. Die 
Aufspaltung der partiellen Differentialgleichung (B) fiihrt somit zu einem 
System gewohnlicher Differentialgleichungen 


| F’ (u) — [n(n + l)af? (u) + A) F(u) = 0, 


C) | G@” (v) — [n(n + 1) bg? (v) — 4] E(w) = 0, 


deren Koeffizienten doppelt-periodische Funktionen sind. 


An dieser Stelle ist darauf hinzuweisen, daB Wangerin') und spiter 
wohl unabhingig von ihm Darboux?) von der Frage nach den allge- 
meinsten Separationskoordinaten der partiellen Differentialgleichung (A) 
ausgehend zu dem gleichen Ergebnis gelangten. Da diese etwas erweiterte 
Fragestellung gleichwertig ist mit dem von H. A. Schwarz*) in seiner 
beriihmten Arbeit von 1873 gelésten Problem der Bestimmung aller 
ebenen algebraischen Isothermensysteme, so ergeben sich, worauf Hintz- 


1) Wangerin, Uber die Reduktion der Potentialgleichung auf gewdhnliche 
Differentialgleichungen, Monatsber. d. Kgl. Akad. d. Wiss. Berlin (1878). 

2) G. Darboux, Legons sur la théorie générale des surfaces t. IT, livre IV, 
chap. JX, No. 413—414, S. 208—212 (1889). 

3) H. A. Schwarz, Uber ebene algebraische Isothermen, Journ. f. reine u. ang. 
Math. 77 (1874). Werke II, S. 260. 
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schel *) in semen allerdings etwas ins Formale abgleitenden Untersuchungen 
hinwies, auBer den Jacobischen Funktionen noch alle unter Anwendung 
der Transformationstheorie der elliptischen Funktionen daraus hervorgehenden 
Funktionen. Die aus besonderen Griinden hier anders gewahlte Fragestellung 
fiihrt also zur Basis aller Funktionen, die die Gleichung (A) aufspalten. 

Den Kern der vorliegenden Untersuchung bildet die Frage nach 
periodischen Lésungen der durch die Separation gewonnenen Differential- 
gleichungen (C). Ich glaube, daB man gerade fiir die Behandlung dieser 
Frage neue Gesichtspunkte gewinnt, wenn man sich der Entstehungsart 
der Gleichungen bewuBt ist und in ihren periodischen Lésungen zugleich 
die Eigenfunktionen gewisser linearer Integralgleichungen sieht. Die enge 
Verwandtschaft beider Eigenwertprobleme stellt sich in folgendem allge- 
gemeinen Sachverhalt dar: 

Ist LZ, ein linearer selbstadjungierter Differentialoperator, so bildet 
jede zweima] differenzierbare Lésung der partiellen Differentialgleichung 
(D) (L.— Ly) K (u, u’) = 0, 
die beziiglich jeder der beiden Verinderlichen den homogenen Randbe- 
dingungen eines Eigenwertproblems der Differentialgleichung 
(E) L,[F (u)] — AF (u) = 0 
geniigt, dieses Eigenwertproblem auf das Eigenwertproblem der linearen 
Integralgleichung 


(F) {K(u, u’) F (u’)du’ —u F(u) = 0 


ab. Die Zuordnung ist wechselseitig, und zwar entsprechen mehrfachen 
Eigenwerten des einen Problems im allgemeinen verschiedene Eigenwerte 
des anderen Problems. Dabei werden bestimmte Linearkombinationen 
der zu einem mehrfachen Eigenwert des einen Problems gehérigen Eigen- 
funktionen wieder Eigenfunktionen des anderen Problems, die nun aber 
zu verschiedenen Eigenwerten gehéren. Das véllige Entsprechen beider 
Probleme, das auf der Vertauschbarkeit des Differentialoperators beruht, 
kommt weiterhin darin zum Ausdruck, daB die Iteration sowohl des 
Integraloperators wie des Differentialoperators neue Kerne liefert, deren 
es im allgemeinen zwei nicht abbrechende Folgen gibt (§ 4). 

Die Klarung des geschilderten Zusammenhanges, der im JI. Teil fiir 
die Periodizitatsforderung als Randbedingung entwickelt wird, bedeutet 
zugleich die Bestatigung einer Vermutung Whittakers, der fiir den Fall, 
daB die Eigenfunktionen Lamésche Polynome, d.h. (bis auf gewisse Fak- 
toren) Polynome in den elliptischen Funktionen /(u) sind, Integralgleichungen 





*) Hantzschel, Studien iiber die Reduktion der Potentialgleichung auf ge- 
wohnliche Differentialgleichungen, Berlin 1893. 
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der hier behandelten Art angegeben hat®) und einen allgemeineren Zu- 
sammephang vermutet*). Hinsichtlich dieser ausgearteten Kerne, die bei 
Whittaker eine Rolle spielen, scheint mir noch die folgende Feststellung 
von Interesse zu sein: Das Eigenwertproblem der Integralgleichung besitzt 
in diesem Falle nur endlich viele Eigenwerte, das der zugehérigen Diffe- 
rentialgleichung unter der Forderung der Periodizitaét dagegen unendlich viele. 
Die Aquivalenz beider Probleme kommt dadurch zustande, daB die Integral- 
gleichung in diesem Falle den Eigenwert « = 0 (in der iiblichen Schreib- 


weise ist es "1 = o) in unendlicher Vielfachheit besitzt. Diese Sach- 


lage wird im III. Teil anhand eines charakteristischen Beispiels deutlich 
gemacht. Es sei noch erwahnt, da8 die Besonderheit des Kernes 
P,, (if (u)g(v)), unter P, das Legendresche Polynom der Ordnung n ver- 
standen, durch die hier zu Anfang gegebene Fragestellung ins Licht geriickt 
wird (§ 5). 

Da die Differentialgleichung 
(C’) F’ (u) — [n(n + 1)(@u—e,)+ A] F(u) = 0, 


die sich als Normaltyp der durch die Separation gewonnenen Differential- 
gleichungen mit periodischen Koeffizienten erweist, im Falle ganzzahliger n 
fiir alle 4 von Hermite’) gelést ist, liegt es nahe, sich bei dieser Glei- 
chung iiber die Lage der Eigenwerte, die zu periodischen Lésungen Anlab 
geben, zu orientieren. Aber selbst angesichts der Lésung Hermites, deren 
Struktur in wunderbarer Klarheit zu erkennen ist, und deren Erforschung 
in den tiefgreifenden Untersuchungen Halphens*) vollendet erscheint, 
gelingt dies noch nicht. Zwar kann zu vorgeschriebenem 4 der charak- 
teristische Exponent k, mittels dessen sich die Lésung in die Form 

(G) F(u) =e p(u). p(u+o) = —p(u) 


‘) Whittaker, On an integral equation whose solutions are the functions of 
Lamé. Proceedings Royal Soc. Edinb. (1914). 
®) In ,,Modern Analysis (1927) bemerkt Whittaker: It appears (i. d. Aufl. v. 
1920: It does not appear to have been proved ...) that every characteristic number 
associated with the equation 
+2K 
f(x) = a | P, (ken xsn 6) f (6) do 
—2K 
yields a solution of Lamé’s equation (S. 566). 
‘) Hermite, Sur quelques applications des fonctions elliptiques, Oeuvres, t. III, 
8. 266. 
%) Halphen, Traité des fonctions elliptiques et de leurs applications, t. II, 
8. 495, Paris (1888). 
®) le. *), S. 509. 
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setzen laBt, numerisch in drei Schritten ermittelt und damit die Lésung 
im Kinzelfall vollstindig bestimmt werden, aber die Abhangigkeit des 
charakteristischen Exponenten k vom Parameter A, die zur Bestimmung 
der Eigenwerte aus der Beziehung 

(H) k(4) = va 

notig wire, ist schwer zu durchschauen. Nur eins kann auf Grund der 
Hermite-Halphenschen Theorie festgestellt werden: die einzigen einfachen 
Eigenwerte sind die Zahlen A, die dem Laméschen Fall entsprechen®), in 
dem die Differentialgleichung polynomische Lésungen besitzt. 

Bei dieser Sachlage ist es erwiinscht, den Fall, da8 die Gleichung (C’) 
in eine Differentialgleichung mit einfach-periodischen Koeffizienten, die 
sogenannte Darbouxsche Gleichung 
(c”) F" (u) — = +A] F(u) = 0, 
entartet, naher zu untersuchen (III. Teil). Diese Gleichung kann einer- 
seits nach der Hermiteschen Theorie, andererseits in iiberraschend ein- 
facher Weise rekursiv gelést werden‘), und beide Male treten die charak- 
teristischen Exponenten fast unmittelbar zutage. Fiir die periodischen 
Lésungen werden sodann auf andere Weise gewonnene explizite Dar- 
stellungen gegeben, die erst eine vollstindige Diskussion des Kigenwert- 
problems erméglichen (§6). Es zeigt sich, daB die ganzen Zahlen » < n 
einfache Eigenwerte sind, die ganzen Zahlen vy > n dagegen zweifache 
Eigenwerte sind. Die den einfachen Eigenwerten entsprechenden Eigen- 
funktionen sind zugeordnete Legendresche Polynome in (ictgu). Von 
den paarweise auftretenden Eigenfunktionen hat die eine fiir wu = 0 eine 
(n+ 1)-fache Nullstelle, die andere einen n-fachen Pol. Beziiglich des 
Zusammenhangs mit der Integralgleichung, deren Kern P,, (ctg u ctg wu’) 
zerfallt, lassen sich die im II. Teil getroffenen allgemeinen Feststellungen 
bestiitigen, insbesondere die, daB die Integralgleichung den Eigenwert 0 
(bzw. oo) in unendlicher Vielfachheit besitzt. 

Nachdem auf diese Weise das Eigenwertproblem im Falle ganz- 
zahliger n vollig geklart erscheint, halte ich es fiir wichtig, dariiber hinaus 
zu zeigen, daB auch im allgemeinen Fall beliebiger n die gleichen charak- 
teristischen Exponenten sich ergeben. In diesem Fall ist weder Darbouxs 
noch Hermites Methode anwendbar. Da jedoch die Differentialgleichung 
durch die Substitution z = sin? u auf die hypergeometrische zuriickgefiihrt 
werden kann, erweisen sich die charakteristischen Exponenten als Wurzeln 
der determinierenden Fundamentalgleichung an der Stelle z = o, und die 
zugehorigen Lésungen sind mit Hilfe der Monodromiegruppe leicht zu ermitteln. 


19) 1. c. 2), No. 408, insbes. S. 198. 


Differentialgleichungen mit periodischen Koeffizienten. 29 


I. Teil: 


Systematische Gewinnung der Differentialgleichungen 
mit periodischen Koeffizienten. 


$1. 


Aufsuchen aller analytischen Funktionen « = z (ww), fiir die 


ma = f(R(w))-9 (J (w)). 


A. Bestimmung der Funktionen /(u), g(v). 
Ist die Funktion 





j2z=a2+ iy, 
(1) z= z(w) ) + 
w-u-tv 
eine analytische Funktion der komplexen Verinderlichen w = u-+-iv, so 


gilt allgemein, daB arc tg4 eine Potentialfunktion ist und daher 


. y (u, y (u, v) 
(2) Q(u,v) = Lee 
der Differentialgleichung 
be + Q? 
(3) Quu t+ Qre— 2 THe Q = 0 


geniigt. Wird jetzt angenommen, - Funktion z(w) habe die in der 
Uberschrift geforderte Eigenschaft, d. h. Q(u,v) besitze die Gestalt 
(2a) Q(u,v) = f(u) g(v), 
so liBt Gleichung (3) erkennen, daB der Ausdruck 
O2+Q atta) 
(4) inne” me 
die Summe einer reinen Funktion von wu und einer reinen Funktion von v 
ist. Aus (3) folgt niimlich, daB der Ausdruck (4) 


9 (2 ug? (r) +P (u)g'*(v) _ fu), 9" (od 








1 +. f* (u) g® (r) ~ f(uy * gv) 
ist, und hieraus entnimmt man 
f’(u) , 9" (v) 
(5) fiw) * gi) __ 2f2(w)—F(w f"w) _, 29'2(e) —g (0) 9" (W) 
f? (u) g? (v) f? (u) g* (v) 
= g(u) + o(v). 
Also gilt 
(6 seas FP (u) 9? (v) fo (u) + o(o)}) = 0, 


und aus dieser Gleichung bestimmen sich die Funktionen ae" und a(v) zu 


(7) o(u) = e+ aay o(v) = —e+ aa = 
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mit beliebigen reellen Konstanten a,6,c. Durch Einsetzen ergibt sich 
jetzt riickwarts aus (5) 


(8) FO) 4 TM) — 2af(u) + 2bg*(v) 
und weiter 

f2(u) , gf 2(v) | tes eR ca 
(9) Puy giv) [as (u) mal [6 g* (v) 4 aay} 


so da8 schlieBlich fiir die zunichst unbekannten Funktionen f(u) und g(v) 
die Bestimmungsgleichungen 

| £2(u) = af'(u) + 2eP(u) +6, 

|g’? (v) = bgt (v) — 2eg?(v) +a 

mit reellen a,6,¢ gewonnen werden. Danach erweisen sich /(u) und g (v) 
als elliptische Funktionen mit den gleichen Perioden 4K und 4K’ i. 


(10) 


B. Bestimmung der Funktion z(w). 


Durch Quadrieren und Addieren bzw. Subtrahieren der logarithmischen 








Ableitungen von Q = 2 nach u und v ergibt sich unter Beriicksichtigung 
von (10) 
x + x P( ’ 
—3— =af'(«) + b g* (v), 
(11) 8 Ea ] 
Zu =% ee 4 as bar(v 
| + t&—"5 aa 7-274 g° (v). 


Sinisiet = man nd {(u) und g(v) unter Beriicksichtigung von 
Y = f(u) g(v), 
so folgt fiir « = z(u,v) die partielle Differentialgleichung 
xy? 7 42 
yi gi Mut — 4¢ SS] -4abz*y* = 0, 
die den Charakter der komplexen Funktion z(w) vollstindig bestimmt. 
Die Gleichung hangt nur von den Komponenten von 


(12) (zu +22) — [x2 —zi+4 


z*—= &+in= a— 2} —2iaz,z, 
und 
Z2=eo+tr=27-y'+2izy 


ab und werde in der Form 
(12a) n[(o* — *)n — 2oré]— 2er*[of+ try] —rt—abo'r? = 0 


geschrieben. Da f(u) und g(v) als reelle, reellwertige Funktionen an- 
zunehmen sind, miissen a, 6, c reelle Zahlen sein und (12a) kann auf die 
noch iibersichtlichere Form 


(12b) J (0) J (Z0) —S=** J (2) JZ) = 0 
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mit 
6 = 2727+ c¢2', 
Z= 
gebracht werden. Offenbar wird (126) durch 
inte : J (a) = 0, a c*?’—ab 
(13) 0=a+ BZ mit y@no t= 


befriedigt. Die gesuchte komplexe Funktion z(w) ist also als Lésung der 
Differentialgleichung 








(13a) 2*#=e¢—c2?+ Ba 
zu bestimmen. Sie erweist sich danach als elliptische Funktion Jacobis, 
deren Modul k, = —— — durch lineare Transformation 
er Vab 
(14) k= ise (’ = V1 —F) 
‘e—\c? —ab 


aus dem Modul k’ =) der Funktionen /(u) und g(v) sich 


e+Ve?—ab 
bestimmt. Also sind die Funktionen /(u) und g(v) mit z(w) durch eine 
Landensche Transformation verkniipft. Man iiberzeugt sich leicht, daB 
(13a) in der Tat alle méglichen Lésungen von (12b) liefert. Waren 
nimlich 6,(Z) und 6,(Z) zwei verschiedene Lésungen, so folgte 

J(6;) _ J(Z0;) _ R(Z)J(6,)—J(Z)R(6,) _ R(,) 

J(6) ~~ J(Zo,) RZ) I(6,)—J(Z)R(a,) —-R(O,)’ 








§ 2. 
Die Normaltypen 
der Differentialgleichungen mit periodischen Koeffizienten. 

Die Fragestellung, aus der in § 1 die elliptischen Funktionen Jacobis 
auf eine neue Weise gewonnen wurden, steht in engstem Zusammenhang 
mit einer fiir das folgende grundlegenden Eigenschaft dieser Funktionen. 
Sie geben, wie aus der ersten der Gleichungen (11) ersichtlich ist, zu 
Koordinatentransformationen (zx, y) > (u,v) AnlaB, bei denen 


i A(x, y) 
z? O(u, v) 





= af? (u) + bg? (v) 
wird, d. h. bei denen die separierbare partielle Differentialgleichung 


(15) OK  @K SOT Ee = 6, K = K(z, y) 


dm * ay Pg 
in die wiederum separierbare Differentialgleichung 


(16) oF 4 OK n(n tl)faf*(u) +bg%())K = 0, K = K(2(u,»), y(u,0)) 
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iibergeht."") Der Ansatz 
(17) K = F (u)G (v) 
zerspaltet (16) in das System der gewdhnlichen Differentialgleichungen 
jF" (u) — [n(n + laf? (u) + A) F(u) = 0, 
\@” (v) — [n(n + 1) bg? (v) — A}G (v) = 0, 
wobei /?(u) und g*(v) als Quadrate der durch (10) bestimmten Jacobischen 
Funktionen sich rational durch die WeierstraBsche g-Funktion ausdriicken 
lassen. 

Es ist noch zu bemerken, daB in den Separationsgleichungen (18) die 


(18) 


11) Im Falle n — — } geht (15) durch die Transformation 
(a) K=\z® 
in die Gleichung 
’ 1 
(b) ®,,+ o,,+ — 6, =@ 


iiber, der das Potential ® — @ (z, y) einer rotationssymmetrischen Massenverteilung 
in der Meridianebene (z, y) geniigt, und die bezogen auf die neuen rechtwinkligen 
Koordinaten u,v die Gestalt 

C dx (#9 5E) + ae (ZO 55) =° 
besitzt. Es scheint mir nicht iberfliissig, darauf hinzuweisen, daB (c) auch nur 
dann aus der Potentialgleichung entstanden sein kann, wenn x = z (u, v) der ebenen 
Potentialgleichung geniigt. Dies einzusehen, bedenke man, daB die damit angeriihrte 
Frage darauf hinauslauft, festzustellen, wann das Bogenelement eines euklidischen R,, 
auf ein dreifach orthogonales Flachensystem bezogen, die Form 


(d) ds? = q (u,,u,) (du? + du}) + p® (u,, ug) duZ 
haben kann. Das bedeutet, festzustellen, wann das Bogenelement (d) auf konstante 


Koeffizienten transformierbar ist. Denn ist dies méglich, so wird fir cs == © 
(,,Rotationssymmetrie“) in der Tat 7 
é O®D) 0 /.a@ 2D , a®d a® 
- ~ + =-— + — + a © 
(e) Ou, ( ie,) O Uy (?5..) Oz? * Ozg * Oz? 


Nun ist die Fundamentalform in du,, du,, du, bekanntlich dann und nur dann 
auf konstante Koeffizienten transformierbar, wenn der Riemannsche Kriimmungs- 
tensor verschwindet. Aus 


Op 0q Op dq- 
a Ou,du, dOu,du, 
Kon=o| = : re 


(f) out : n 
“ Op oq Op oq 
a 0u,du 0u,du 
Kun =9| OF , = ‘| =0 
folgt 
Op , Hp _ 
(8) oui tT aag —° 


als notwendige Bedingung fiir p (u,, ug). 


—_ — ~ © 


i- pe ™» 
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unabhangigen Veranderlichen u und v entgegen der anfangs nétigen Be- 
schrankung auf reelle Werte fiir die weitere Untersuchung als komplexe 
GréBen anzusehen sind, damit der doppelten Periodizitaét der Koeffizienten 
Rechnung getragen werden kann. 


Die wichtigsten Normaltypen der Gleichungen (18) kann man beispiels- 
weise erhalten, wenn man die Funktion 








(19) z = cn (w, k) 
zugrunde legt, d. h. 
(20) a=b=1, c= 1—2F 
setzt. Es folgt dann 
3 k) dn® (u, k ; 3 (v, k’) dn? (v, k’ 
(200) Pu) = SRE) | ou) — — (in) = EL Aw ork) 


Durch Ubergang zur WeierstraBschen g-Funktion ergibt sich hieraus 
1 
(21) f(u) = 











9 (u ote 0’) +2e, 
so daB die Differentialgleichung fiir F(u) die Form 
(22) PF" (u) — | atts + [Pw =0 

_@ («|°3*.0') + 2 e, 
erhalt. Vertauscht man in (19) z und y, d.h. geht man von der Funktion 
(23) z = ton(w, k) 
, 1 1 

aus, so ist nach (2) f(u) durch itu) und entsprechend g(v) durch a0) zu 


ersetzen, so daB die Differentialgleichung die Gestalt 
(24) FP’ (u) — [nim +1)(@(u|2t 0’) + 2¢,) +a] F(w) =® 


erhalt. Sie unterscheidet sich von der Gleichung (C’) 8. 27, die Halphen 
seinen Untersuchungen zugrunde legt, nur durch die Wahl des Perioden- 
parallelogramms. 

Die von Wangerin und Hintzschel durch kunstvolle Rechnungen '*) 
festgestellte Reziprozitat der Normaltypen (22) und (24) findet in der hier 
gegebenen Darstellung, die von z = f(u)g(v) ausgeht, ihre natiirliche 
und sebr einfache Erklirung. 


12) Vgl. |. c. 4), S. 8—11. 


Mathematische Annalen. 112. 3 
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II. Teil: 


Zusammenhang der Eigenwertprobleme von Differential- 
und Integralgleichung. 


§ 3. 
Die Abbildung der Eigenwertprobleme. 
Im folgenden werde unter L, ein linearer selbstadjungierter Operator 
verstanden, der periodisch ist mit der Periode 4K. Man denke dabei 
an den Operator 


Tg 


L, = Fa — (n+ laf (u), 


in dem /(u) durch Gleichung (10) definiert sei. Die Oberlegungen dieses 
Abschnitts sind jedoch von der Gestalt und Ordnung des Operators I, 
véllig unabhangig: wesentlich ist nur, daB der Operator linear, selbst- 
adjungiert und — da wir als homogene Randbedingung immer die Perio- 
dizitaitsforderung stellen wollen — auch periodisch ist. 

Das durch die Forderung der Periodizitaét bestimmte Eigenwertproblem 
der Differentialgleichung 
(25) L,, (F (u)] — AF (u) = 0 
wird in Verbindung gebracht mit einem Eigenwertproblem 
(26) J, (F (u)] — uF (u) = 0, 
wobei unter J, der lineare Integraloperator 


+2aKk 
(26a) J, = j du’ K (u,u')- 


2K 


verstanden werde, dessen Kern K(u, u’) irgendeine symmetrische perio- 
dische Lésung der linearen partiellen Differentialgleichung 


(27) L, {K (u, u’)) — Ly [K (u, u’)] = 0 
ist. Die beiden Veranderlichen u, u’ werden im folgenden reell angenommen, 
und die Lésung K (uw, u’) werde iiberall im Grundgebiet 
(28) —2K <5" <+2K 
zweimal differenzierbar vorausgesetzt. Aus dieser Definition des Operators J 
folgt der fiir alles weitere grundlegende 

Satz I: Fiir jede den Randbedingungen des Eigenwertmoblems (25) 
gentigende Funktionen F (u) gilt 
(29) L, J, [F (u)] = I, L, [F (u)]. 


vern 


iibe: 
(26) 
(25) 
fiir 

mit 

thne 
bild 
yeh 


(26) 


sine 


dies 
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In der Tat laBt sich 
+2K 
Lyd, [F (u)] = L,| j K (u, u') F (uw) du] 
—2K 


vermége (27) in 
+ 2K 


LJ, (F (u)] = { Ly {K (u, u’)|F (u’) du’ 
—4aK 
iiberfiihren, woraus sich durch zweimalige partielle Intergration (29) ergibt. 
Auf Satz I beruht die Abbildung der Eigenwertprobleme (25) und 
(26) aufeinander, die in den folgenden beiden Sitzen ihren Ausdruck findet. 
Satz Ila: Besitzt die lineare Differentialgleichung 


(25) L,,(F (u)] — AF (u) = 0 
fiir einen festen Wert 4 die maximale Anzahl k linear unabhdngiger 
periodische: Lésungen 

FY? (u) ... Fe (u), 
mit deren keiner J,,(F (u)] verschwindet, so lassen sich im allgemeinen aus 
thnen k linear unabhingige Linearkombinationen 

FY (u) ... FY? (u) 
bilden, dre beziiglich zu k Eigenwerten 

By see My 
ychérige Lésungen der Integralgleichung 
(26) J, [F (u)] — uF (u) = 0 
sind, ' 
Dies einzusehen, bedenke man, daB fiir jedes F\” (u) aus (29) 


(39) LJ, (FO (u)] = Ad, (F® (u)] 


folgt und somit die periodische Funktion J,[F (u)] ™), da sie nicht 
identisch verschwindet, sich in der Form 


(31) J, [F? (u)] = E 0, F® (u) 


o=z1 


darstellen ]a8t. Nun iiberzeuge man sich davon, daB im allgemeinen auf 
k verschiedene Arten ein System reeller Zahlen A,...A, angegeben 
werden kann, so da 


k k 
‘ ’ 42 (A) 
(32) p Agdy (FY? (u)] = - Ps A, FS (u) 
o=l o=1 
18) Aus der allgemeinen Forderung, daB die symmetrische Funktion K (u, u’) 
den homogenen Randbedingungen des Eigenwertproblems geniigt, folgt, daB J, [F (u,) 
dieselben Randbedingungen erfiillt. 


3* 
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wird. Diese Beziehung besagt, daB die Gleichung 
k os > k . 
= 2 A,a,,F, =p A,FY (u) 


o=1 @=1 o=1 
identisch in w erfiillt ist, und dies ist der Fall, sofern die A, dem 
Gleichungssystem 


k 
(33) 2 4,,A, = HA, (0o=1...8) 
o=1 
geniigen. Wird fiir « eine der notwendig reellen, von Null verschiedenen 
Wurzeln der Sakulargleichung 
(34) |@g, — #0g,| = 0 


gewahlt, so lassen sich k Zahlen A,(u)...A,(u) der verlangten Eigen- 
schaft bestimmen. Die Linearitat des Integraloperators hat zur Folge, da8 


(35) FO” (y) = EA, (u) F? (u) 


der Integralgleichung (26) geniigt. Den r von Null verschiedenen Wurzeln 
der Sakulargleichung (34) entsprechend gibt es r (r < k) solche Linear- 
kombinationen der F{"’(u), die jeweils der Integralgleichung (26) mit den 
Eigenwerten ,, ... “, geniigen. 

Da aus dem Vertauschungssatz I ebenso folgt, daB mit F(u) auch 
L,,(F (u)] eine Lésung der Integralgleichung (26) ist, so ergibt die Wieder- 
holung der zum Beweis zum Satz Ila angewandten Schliisse die véllig 
gleichartige Umkehr dieses Zusammenhanges in 


Satz IIb: Besitzt die lineare Integralgleichung 
(26) JF (u)] — uF (u) = 0 
fiir einen festen Wert u die maximale Anzahl | linear unabhangiger Lésungen 
FY" (u) ... FY” (u), 
mit deren keiner L,,[F (u)] verschwindet (wegen der Periodizitat des Integral- 


operators sind sie notwendig periodisch), so lassen sich im allgemeinen aus 
thnen | linear unabhdngige Linearkombinationen 


FY’ (u) ... Fi” (a) 
bilden, die beziiglich zu den Eigenwerten 


R svcd 
gehérige Lésungen der Differentialgleichung 
(25) L,[F (u)] — 4F (u) = 0 


sind. 


da! 
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Eine unmittelbar sich ergebende Folgerung ist bei beiden Siatzen, 
da8 die Auswahl der Linearkombinationen zu gleichen Eigenwerten gehériger 
Eigenfunktionen, die fiir die wechselseitige Zuordnung beider EKigenwert- 
probleme entscheidend ist, die Orthogonalisierung dieser Funktionen bewirkt. 
Die Auswahl erfolgt ja gerade derart, daB die Linearkombinationen der 
zu gleichen Eigenwerten des einen Problems gehérigen Eigenfunktionen 
wieder Eigenfunktionen des anderen Problems werden, die nun aber — 
und das ist das Entscheidende — zu verschiedenen EKigenwerten des 
anderen Problems gehéren und als solche notwendig orthogonal sind. Die 
Systeme der orthogonalisierten Eigenfunktionen beider Probleme sind also 
identisch, nur die Zuordnung zu den Eigenwerten ist verschieden. Die 
Verhiltnisse liegen also wesentlich anders als bei der bisher wohl aus- 
schlieBlich behandelten vollstandigen Aquivalenz der Eigenwertprobleme 
von Differential- und Integralgleichung fiir den Fall, da die Greensche 
Funktion die Vermittlung iibernimmt”). 


§ 4. 
Die Iterationsprinzipe. 

Die Gleichwertigkeit der beiden linearen Operatoren L, und J,,, die 
in den Satzen IJa und IIb und ihren Beweisen zutage trat, kommt 
weiterhin darin zum Ausdruck, da8 aus einem Kern K (u, wu’) in vdllig 
entsprechender Weise sich zwei im allgemeinen nicht abbrechende Folgen 
,iterierter Kerne“‘ gewinnen lassen. Aus dem Vertauschungssatz I folgt 
namlich 

Ju (Lu — Lw) K (u, u’)) = (L, — Lw) (Fu K (u, v’)) 
und wegen L, Ly = Ly L, ist ebenso 
LD, ((L, — Lw) K (u, u’)) = (L, — Ly) (L, K (u, ’)). 

14) Wie wenig dieser innere Zusammenhang der beiden Eigenwertprobleme 
beachtet worden ist, geht aus der folgenden Bemerkung in Humberts ausgezeich- 
neter Darstellung der Laméschen und Mathieuschen Funktionen hervor: ,,M. Whit- 
taker a établi le remarquable résultat suivant: Les fonctions de Lamé, solutions de 
Péquation 

y" (x) —[n(n+ 1) sn? a+ hjy(xz) = 0 
sont solutions de diverses équations intégrales, dont la plus simple est 


4K 
y(z) = 2 f (dmz dnz + kenzenz)" y (z) dz. 
0 


Il est intéressant de remarquer, que le paramétre h ne figure plus dans cette 
équation intégrale.* (!) 
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Also sind J,{[K] und L,[K] Lésungen von (27)"), und da die Rand- 
bedingung der Periodizitét auch nach Anwendung der Operatoren auf K 
erhalten bleibt, ergibt sich 


Satz III: Ist K (u, u’) eine den Randbedingungen geniigende Lésung von 


(27) (L, “ee Ly) K (u, u’)) = 0, 
so gilt das gleiche von den ,,iterierten Kernen 
(36) | K,(u, u’) = Jy [K(u, w’)], 


| (u, u’) = LZ, [K (u, w’)). 
Sie gentigen auberdem der Gleichung 
(27a) (J,, — Jw) (G(u, u’)] = 0. 

Die Kerne der ersten Reihe sind die aus der Theorie der linearen 
Integralgleichungen wohlbekannten iterierten Kerne. Das zweite Iterations- 
prinzip stimmt iiberein mit einem Verfahren, das Darboux bei der Behand- 
lung der équations harmoniques entwickelt hat ‘*). 

Die iterierten Kerne jeder der beiden Reihen reduzieren sich dann 
und nur dann auf eine endliche Anzahl linear unabhingiger, wenn der 
Kern K (u, u’) ausartet, d. h. sich in der Form 


(37) K (u,w’) = 5 A,F,(u)F,(v) 


o=1 
‘*) Ebenso folgt, daB J, [K] und L, [K} Lésungen der Gleichung 
(27a) (J, —J,) (4 (u, u’)]) = 0 
sind, die ausfiihrlich geschrieben die Gestalt 
j Ku, 0G (t, w)dt— [ K (t, uw’) @ (u, thd? = 0 
hat. Sie ist das Gegenstiick zur Differentialgleichung (27) und wird vom Kern 
K (u, u’) selbst identisch erfiillt (vgl. die Darstellung der Resolvente in der Integral - 
gleichungstheorie). 
16) ,,Etant donnée |’équation harmonique 
ieoy = + M— ve—m, 


une solution quelconque z de cette équation donne naissance 4 une solution nouvelle 
z par l’emploi de la formule 
, << Hz Pz 9 “ 
o= Ft 5p hv + ve 
(Darboux, Legons sur la théorie générale des surfaces, t. II, livreIV, chap. IX (412), 
8. 207.) 
Setzt man z+ y—u, x—y — wu’, 8o besagt der Satz, daB mit z auch 
2 = (L, + M,,) [2] 
eine Lésung von 
(L,, — 4,,) [2] = 0 
th PP : 
ist, wobei L, = om —g(u) und uM = 943 — y(u’) gesetzt ist. Durch Addition 
folgt <' = 2 L, [z}. 


dal 


so 
sin 
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de 


ar 
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darstellen 1a4Bt. Bildet man dann mit unbestimmten Koeffizienten 


La, K,(u, u’) = Law [K (u, u’)] = z z a, ty A, F,, (u) F, (u’) 
o=1 


v=0 r=0 r=0 0 
(K, — J° [K] = K), 


so erkennt man, da$ die Kerne K, dann und nur dann linear abhingig 
sind, wenn fiir alle o 
z Gy fy, =z @ 

ist, d. h. wenn alle a, als Koeffizienten der Gleichung gewahlt werden, 
deren Wurzeln die Eigenwerte u,(9 = 1...) sind. Umgekehrt folgt aus 
der linearen Abhangigkeit endlich vieler iterierter Kerne K, oder ,K der 
Zerfall des Kernes K. Das Ergebnis, das fiir beide Reihen véllig gleich- 
artig ist, werde zusammengefaft in 


Satz IV: Endlich viele der uterierten Kerne jeder Rethe sind dann und 


nur dann linear abhingig, wenn K(u,u’) zerfallt, wnd zwar destehen in 
diesem Fall die Relationen 


(38) i (J [K (u, u’)}) = 0, g(L[K (u, u’)]) = 0 
mat 
(38a) f(u) = (u— m).--(4— wa), 9 (A) = (AA)... (A —A,). 


Die Eigenfunktionen aller durch Iteration der Operatoren J und L ent- 
stehenden Operatoren sind fiir die gleichen homogenen Randbedingungen 
in ihrer Gesamtheit identisch. Beziiglich der Eigenwerte bestitigt man 
sofort *’ ) 

Satz V: Der Operator 

n n 
AW,L)= X La,.J' Ll 
r=1 s=1 
besitet die Bigenwerte h(u,,%2,)(@ =1...n), wenn mu, und 4, die Eigen- 
werte der Operatoren J und L sind. 


Eine unmittelbare Folge ist, daB die Integraigleichung mit dem Kern 
(39 a) K (u,u’) = J-*h(J, L) [K (u, v’)) 
die gleichen Eigenwerte besitzt. Es wird nimlich 


+2ak -” n n +2K 
j K(u,w’)F,(v’)dw = JY J a,,J’™ [ LI’ [K (u, wv’) PF, (u’) du 
aK rl e=1 aK 


17) Vgl. hierzu Courant- Hilbert, Methoden der math. Physik 1, 2. Aufl., Kap. ITI, 
§ 10, S. 6 (132). 
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durch partielle Integration iibergefiihrt in 


n n +aK n n 
x La,,J'-' [{ K(uw)L[F,(w)jduw = YF a,,J le [F,(u)), 
r=1 @=1 —iK Fars oars 
so da8 sich schlieBlich vermége Satz V 
+aKk 
(39) j K (u,w')F,(u')du’ = h(u,,4,) F, (u) (0 =1...n) 
-~2K 


ergibt. 
§ 5. 
Whittakers Kerne. 
Die hyperbolische Differentialgleichung 
(27) L, [K (u, u’)) — Ly [K (u, uv’) =0 
mit 
e , 
L= aa (mn + lhaf* (u) 
lat sich aus der elliptischen Differentialgleichung 
@K  @#E 
(16) aa tga ~ (m+ Ie (u) + by (vy) K =0 
durch die Ersetzung 
u’ = iv 
gewinnen, denn es liegt in der Natur der Gleichungen (10), daB /(u) und 
g(v) durch die Beziehung 
(40) g (v) = — + P (iv) 


einander zugeordnet werden kénnen. Unter allen in u und wu’ = iv 
symmetrischen periodischen Lésungen der partiellen Differentialgleichung (27), 
deren jede zu einer Integralgleichung AnlaB8 gibt, ist diejenige Lésung 
K,,(u,tv) von besonderer Bedeutung, die fiir beliebiges ganzzahliges n der 
Lésung (2) in §1 in dem Sinn entspricht, da8 sie nur von dem Produkt 


der Funktionen /(u) und g(v) abhangt, also nur von dem Quotienten = . 
Wie sich aus (15) ergibt, geniigt sie der Legendreschen Differential- 
gleichung 


wy (1+ B)o"(2) +22 (2) ae ne(¥)=0 


z 


und umgekehrt ist jede in £ ganze Lésung 


aa o (2) = Pa (62) 
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von (41) periodisch in uw und wv’. Unter Beriicksichtigung von (40) 
ergibt sich 
(43) P, (if (u)9(0)) = Pa( Vf (u)fw)). 


Diesem Kern kénnen zwei gleichwertige zur Seite gestellt werden, die 
man erbalt, wenn man a f*(u) gema8 der Faktorzerlegung von /’*(u) durch 


a, fi(u)) c+ Ve*—ab 
sia a Aw = O[F +=] 


ersetzt, wobei die Differentialgleichung sich nicht andert, und mit den 
neuen Funktionen f, (u), /, (u) 


(45) Pa Pi h(t (w)), Pal PZ fa) hw) 
bildet. 
Um speziell Whittakers Integralgleichungen zu erhalten, hat man 
(46) a=, b=1, c= -*t* 
zu setzen, womit sich 
(46a) f(u) = sn(u,k), g(v) = tksn (iv, k) 
ergibt. Die Integralgleichung erhalt die Gestalt 
+aK 
(47) f P, (ksnusnw’) F (u’)du’ — uF (u) = 0. 
—2K 


Ihre Eigenwerte sind in der oben angegebenen Weise mit denen der 
Differentialgleichung 


(48) F” (u) — [n(m + 1) FB’ sn* (u, k) + A) F (u) = 0 
verkniipft. Das Gleiche gilt wegen 


(a, fi(u) = —Ken?u, b, =k” 


(49) \a, f} (u) a dn? u, b, er k? 
fiir die Integralgleichungen mit den Kernen 
(50) P, (ifenucnw’), P, (7 dnudnw’), 


die derselben partiellen Differentialgleichung geniigen. 
Diese drei besonderen Kerne, die im ganzen Grundgebiet 


-%K<s'< +2K 


regular sind, zerfallen fiir ganzzahlige Werte n, und hierauf beschrinkt 
sich Whittaker. Die Integralgleichungen besitzen dann nur endlich viele 
Eigenfunktionen, die simtlich Lamésche Polynome sind. Da andererseits 
das durch die Periodizitaétsforderung implizierte Eigenwertproblem der 
Differentialgleichung unendlich viele Eigenwerte besitzt, so ist zu schlieBen, 
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da8 fiir fast alle periodischen Lésungen F,,, , (u) der Differentialgleichung (48), 
die keine Laméschen Polynome sind, 

+ 2K 
(51) } P, (ksnusnwu’)F, ,(u')du’ =0 

2K 
gilt, d. h. daB die Integralgleichung (47) (und entsprechend die Integral- 
gleichungen mit den anderen Kernen) den Eigenwert ~« = 0 in unendlicher 
Vielfachheit besitzt '*). 

Die Eigenwerte der Gleichung (48), die zu Laméschen Polynomen 

gehéren, ergeben sich in bekannter Weise als Wurzeln der Gleichung 


1 2-1 
n(n+1)k2 -A-4(1+#) 4-3 
(55) [2-3—n(n+1)]k? -2-16(1+ #) = 0, 


[4-5—n(n+1)]FR - n(n—1) 
« —A—n?(1+k?*) 
die entsprechenden Eigenwerte der Integralgleichung mit einem Polynom- 
kern, z. B. dem Kern 
nj2 
(56) P,(ksnusnu’) = J a,,sn** usn?' wu’, n = 0 (mod 2) 


r=0 


sind die Wurzeln der Gleichung 


1-£ 1, 1, I, 

I, ie £ I, I, +2 
(57) I I ] _ # a I = (0 

4 ¢ S a, n-+é4 

I, In+2 Tn+e I, oa | 
mit 

+ 2k 
(v4 r 

(58) I,, = | sn?* udu = 2 AAs F(t,¥ +4; 7+ 1; RB). 


~2K 


18) Diese bemerkenswerten Verhditnisse lassen sich fiir den Grenzfal] einfach- 
periodischer Funktionen im einzelnen nachpriifen, was im III. Teil geschieht. Da 
allerdings in dem eben behandelten Beispiel der Grenziibergang k -- 0 offenbar zu 
nichts fihrt und der Grenziibergang k -> 1 keine reelle Periode ergibt, so sei noch 
das in § 2 gegebene Beispiel angefihrt. Mit 


(52) a=b=1, e=1—2# 
ergibt sich — vgl. (20a) — die Integralgleichung 
+2K 
fsnudnu snu'dnw\=_, : 7 
(53) P_(—_—_— ~——7 —) F (u') du’ — uw F (u) = 0, 
cnwu cnu 


—2K 
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Die Tatsache, daB die Eigenfunktionen heider Probleme iibereinstimmen, 
erméglicht nun, zu ,erkennen, wie entsprechende Eigenwerte 4; und yp; 
miteinander zusainmenhingen. Die Koeffizienten eines bestimmten Lamé- 
schen Polynoms geniigen zwei Gleichungssystemen, die man erhalt, wenn 
man mit einem Polynomansatz in die Differential- bzw. Integralgleichung 
eingeht und fiir A und yw entsprechende Wurzeln der Sikulargleichungen 
(55) und (57) wahit. Also geniigen sie auch jedem Gleichungssystem, 
das durch Auswahl von n Gleichungen aus beiden Systemen entstebt. 
Die neue Determinante gibt dann — gleich 0 gesetzt — eine rationale 
Verkniipfung entsprechender EKigenwerte. So laBt sich z. B. uw; aus A; am 
einfachsten vermége der Beziehung 


—A, 2-1 


n(n+ 1) k? A—4(1+ k*) 4-3 | 
(59) | [2-3—n(n+1)] Fk ~A-16(1 +B) | =0 
\ [4-5-n(n+1)] . n(n—1) | 
| HM; . 
| ia 49 *4 ™ 
berechnen. 
Ill. Teil: 


Die Darbouxsche Gleichung. 
§ 6. 
Der Fall ganzzahliger n. 


A. Bestimmung der charakteristischen Exponenten. 


Die beiden dem Floquetschen Theorem entsprechenden Lésungen der 
Differentialgleichung 


(60) FP” (u) — [n(n + 1) (gu — e&) + A) F(u) = 0 
haben die Gestalt 

i x n o(u+ 4) —u (a) 2) __ zt) = 
(61) Fi (u) i a(u)a(a;) e , > F, (u) — F ( u), 


wobei die Kenstanten a, durch ein System algebraischer Gleichungen, 
das die 2m Werte von g(a;) uni g’(a;) miteinander verkniipft, fest- 


die sich ibrigens vermége siner Landenschen Transformation 


oe a1 eld acid Sg 





auch auf die Whittakersche zuriickfiihren laBt. 
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gelegt sind. Ihre Bestimmung, die selbst in den einfachsten Fallen vom 
rein algebraischen Standpunkt aus kaum zu iiberwindende Schwierigkeiten 
bietet, gelingt nach der Hermite-Halphenschen Theorie auf Grund der 
Uberlegung, daB die g(a,) die Nullstellen des Polynoms 


; u) a (a;—u) 


(62) F, (u)F,(u) = [Ps ate = [] (em — 9 (a;)) 





sind. Die Koeffizienten des Polynoms sind rekursiv bestimmbar aus der 
Forderung, dais die Differentialgleichung, der das Produkt F,-F, geniigt, 
eine polynomische Lésung aufweist. Die charakteristischen Exponenten 
haben nach (61) die Gestalt 


63 k= +2 y" }45 $ (a3) 
(63) £8 le tel 








unter w eine der Grundperioden von gu verstanden. 


Fiir e, = e, = — 4 verwandelt sich (60) in die einfach-periodische 
Darbouxsche Gleichung i 
(64) FP’ (u) — [ZF + a] F(u) = 0, 
deren Koeffizient die Periode 2 besitzt. Wegen ; 
lim (¢€(u) = ctgu+ i, lim o(u) = iden’ 


BeQ=—-s 


2=e=— 


vl 


erhalten die Lésungen (61) die Gestalt 

(65) FF (u) = 1 (ctgu + ctga,e"*%, F® (u) = FO’ (—u), 
j= 

wobei der charakteristische Exponent 

(66) k= +3 ctg a; 


in seiner Abhangigkeit vom Parameter / nicht ohne weiteres bestimmbar 
ist. Dies gelingt jedoch fast miihelos, wenn man die Lésung auf andere 
Weise, nimlich unter Zugrundelegung der von Darboux gegebenen Rekur- 
sionsformel 


(67) F,.,(u) = F,,(u) — (n + 1) etg u F, (u) 
ermittelt'*). Danach ist wegen 
(68 a) F,(u) = & Vu 


1%) |e. 2, S. 198. 


(68 


ge 
vo 


—_ 
—_ 


_~ eee 
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die Lésung unmittelbar in der Form 
(68) FY (u) = el [c, ctg™ u + c,_, ctg"-'u+... +c], 

Fy” (u) = Fy (— u) 


gewonnen, die den charakteristischen Exponenten in Evidenz setzt. Durch 
volistindige Induktion bestitigt man leicht **) 


(66) z ctga,; = = = Va. 


i=1 n 





Die Eigenwerte 4, die zu periodischen Lésungen*’) der Darbouxschen 
Gleichung (64) AnlaB geben, sind also die Zahlen 


(69) A= —/y. 


B. Diskussion des Eigenwertproblems. 


Um das Eigenwertproblem, das die Frage nach periodischen Lésungen 
der Darbouxschen Gleichung 


(64) FP’ (u) —[*2F" + a] Fqw) =0 
impliziert, vollstandig diskutieren und den Zusammenhang mit dem Eigen- 
wertproblem der Integralgleichung 

+t 

j P,(ctg u ctgu’) F (u’) du’ — up F(u) =0 


2 
(sie ergibt sich durch den Grenziibergang k + 0 und Ersatz von u durch 
(F a u) aus (53), §5) durchschauen zu kénnen, ist es nétig, die den 
Eigenwerten 
(69) in? 
20) Aus der Annahme, die Beziehung (66) sei fir alle F, (u) mit » Sn be- 

wiesen, folgt 

F, (u) = ela w [c, ctg"u— Vic, ctg"—'u+...], 

F’ (u) =e!*"[— ne, otg* tut VAne, ctg™u +...) 


und daraus nach (67) 


Poa (u) = el4™ [—(2n+ lc, ctg"** u + VA(2n+ I)c, ctg"u+...), q. ed, 
21) Unter ,,periodischen Lésungen“ sollen auch die Lésungen verstanden 
werden, die sich bei Vermehrung des Argumentes um 2 mit dem Faktor (— 1) 


multiplizieren (,,halbperiodische Liésungen‘). 
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entsprechenden EKigenfunktionen naher zu bestimmen. Die aus der all- 
gemeinen Theorie Hermites flieBende Darstellung (65) erweist sich hierfiir 
nicht als geeignet, da zunaichst die Bestimmung der Koeffizienten in ihrer 
Abhangigkeit vom charakteristischen Exponenten k (= iv) erhebliche 
Schwierigkeiten bietet, und sodann noch die Trennung in Real- und 
Imaginarteil nétig ist, um die einzelnen periodischen Lésungen zu ge- 
winnen. Dies ‘gilt auch fiir die rekursive Bestimmung der komplexen 
Lésung nach Darboux. 

Aus diesem Grunde scheint es mir wichtig, auf anderem Wege ge- 
wonnene explizite Darstellungen der periodischen Lésungen zu geben. 
Wir iiberzeugen uns davon, da8 es im allgemeinen auf zwei Arten méglich 
ist, von einer Lésung der Differentialgleichung (64) mit (69) periodische 
Faktoren abzuspalten, so daB die verbleibende Funktion einer Differential- 
gleichung geniigt, die polynomische Lésungen in sin’u zula@t. Es werde 
zunachst 
(71) n—v=0O (mod 2) 
angenommen. 

Wird dann einerseits 


(71a) F (u) = sin-"u z (sin? x) 
gesetzt, so geniigt z2(¢) der Differentialgleichung 


(72a) $1 —O)2"()+[4 —+ m—1)e] 20) + ~F™ 20) =0, 


die die polynomische Lésung 
(73a) 2(0) = Gra(—m, —n +5, 6) 


2 


besitzt, unter G, (p,q, ¢) das l-te Jacobi’sche Polynom verstanden*’). 
Wird andererseits 


(71b) F (u) = sin"+'u cos u z(sin? u) 
gesetzt, so geniigt z(¢) der Differentialgleichung 


vy? — (n+ 2)? 


(72b) (1 — 2)2"() + [n+ 5 —(n 4-3) e]27 (+ ~— Eg = 0. 


die die polynomische Lésung 
(73b) 2()=Grn (mn +2,n4 5,0) 


22) Vgl. Courant-Hilbert 1, 2. Auflg., S. 77. 


bes: 
bei 


(71 


(74 
die 


vel 
da: 
(a 
(78 
ges 


y 


ha 


ly: 


eir 
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besitzt. Da der Index den Grad des Polynoms angibt, siud die folgenden 
beiden Falle zu unterscheiden: 


| FY, (u) = sin-"u G, +n(— 1”, — + 5, sin*u), 


Ly»y>n a 
| F®, (u) = sin" *+?u cosuG,_», a (n + 2,n + 3, sin® u); 
2 
1* 
ial | Fy”, (u) = sin-" uG, ta(— 1, n+ }, Sin* u) 
2 
a | = sin~'uPolyn (ctg*u) *), 
FY, (u) = 0. 
Entsprechend ergibt sich fiir 
(74) n—v=l1 (mod 2) 


die Fallunterscheidung: 


F’) .(u) = sin-" ucosuG,.,—, (—n+1,— n+ },sin*® u), 
lLvy>n 2 
| Fy,’ (u) = sin" +1 uG,_,~,(n +1, n + 4, sin? u); 
(74*) a) ; . . 
F,,,, (u) = sin'—"uctguG,,,—-.(—n+1, — n+}, sin? u) 
2 
Ilv<n | = sin~’u ctg u Polyn. (ctg* u) *), 
FY, (u) = 0. 


Wie man leicht feststellt, ist beidemal in Fall II. die nicht identisch 
verschwindende Eigenfunktion bis auf einen beiseite gelassenen Zahlfaktor 
das v-te zugeordnete Legendre’sche Polynom, gebildet fiir das Argument 
(i ctg u), das in der Form 
(75) FY’, (u) = P,, , (ietgu) 
geschrieben werde. Die Differentialgleichung (64) besitzt offenbar fiir 
vy <n keine zweite periodische Lésung, denn die von (75) linear unab- 
hangige zweite Lésung enthalt das Glied 

ictgu+ 1 . 
ictgu—1 ~ 2ou. 

Damit ist festgestellt: Das durch die Frage nach periodischen Lésungen 

der Differentialgleichung (64) implizierte Eigenwertproblem, bei dem im 


i= \9, vy = 0 (mod 2) 


xa\i= ls oureenetaal” Fir »<n ist G,_.(—™ —n-+ 4,sin*u) ein Po- 


. 
lynom vom Grade (n — vy) in sinw. Entsprechend ist fir »<n 
G,,,-,(—a+1,—n-+4 sin? x) 
aa ae 
ein Polynom vom Grade (n — y— 1) in sinu. 
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Gegensatz zu der im allgemeinen iiblichen Auffassung n der feste Para- 


meter und 4 = — »* der Eigenwert ist, besitzt 
die einfachen Eigenwerte 4 = — v*(vy < n), 
die zweifachen Eigenwerte 2 = — v*(v > n). 


Unter Heranziehung der in der Theorie der periodischen Lésungen iiblichen 
Begriffe der Stabilitat und Instabilitat**), die nur fiir die diskreten Werte 
u = +2 ihren Sinn verlieren, wiren die zweifachen Eigenwerte dem 
stabilen, die einfachen dagegen auf Grund der soeben iiber die zweite 
Lésung gemachten Feststellungen dem instabilen Typus zuzuweisen. 

Anhand dieser expliziten Darstellungen der periodischen Lésungen laBt 
sich unschwer bestatigen, was hinsichtlich des Zusammenhangs mit dem 
Eigenwertproblem der Integralgleichung allgemein festgestellt wurde. Da 
die Integralgleichung mit dem ausgearteten Kern P,(ctguctgu’) nur 
endlich viele Eigenwerte besitzt, und da andererseits nach der im II. Teil 
entwickelten Theorie beide Eigenwertprobleme aufeinander abbildbar sind, 
so miissen ,,fast‘* alie (d. h. alle bis auf eine endliche Anzahl) periodischen 
Lésungen zum Eigenwert Null der Integralgleichung gehéren. In der Tat 
ist sofort einzusehen, daB das Produkt des Kernes P, (ctgu ctgu’) mit 
F®,(u) fiir alle ganzzahligen n und y eine ungerade Funktion ist, da also 

“3 
(76) f P, (ctg u ctgu’) FS, (u’)du’ = 0 
2 . 

wird. Andererseits kann man sich davon iiberzeugen, daB das Produkt 
des Kernes mit F°’,(u) nach u integriert fiir » > n wieder eine periodische 
Funktion ergibt, so daB also 


a ; +ai 
(77) J Pa (ctguctgu’) Fn’. (u’)du’ = 0 


oi 


ia 


gilt. Mit Riicksicht auf den Pol des Integranden bei u = 0 ist das Inte- 
grationsintervall verschoben, aber dies ist nicht von Bedeutung, da fiir 
die Frage der Periodizitét der Pol unwesentlich ist. 

Lediglich fiir die geraden » <n kénnen sich von Null verschiedene 
Kigenwerte ergeben. Man bestitigt dies leicht, indem man zuerst durch 
unbestimmte Integration 


(78) j P, (ctg uctg wu’) P, , (ictgu’) du’ 
= wy Py. (ictgu)u’ + H, (ctgu, ctgu’) 


%) Vgl. hierzu G. Hamel, Uber die lineare Differentialgleichung zweiter Ord- 
nung mit periodischen Koeffizienten, Math. Annalen 73 (1912), I. Teil, § 2, 8. 380. 
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und 


(79) j P,, (ctgu ctgu’) P,,(ictgu’)du’ = H, (ctgu, ctgu’) » >0 

gewinnt *°), wobei H, ein Polynom in beiden Verinderlichen bedeutet. 
Wird als Integrationsintervall die reelie Periode gewahlt (zur Vermeidung 
des Pols bei u =O in Richtung der imaginaren Achse verschoben), 
so fallen die periodischen Glieder fort, und es ergibt sich nur fiir 
vy = 0 ein von Null verschiedener Eigenwert. Wird dagegen als Inte- 
grationsintervall die imaginare Achse gewahlt, in die sich beim Grenz- 
iibergang die andere Periode verwandelt**), so ergeben sich wegen 


(78a) lim H, (ctgu, ctgu’) = H,(ctgu, +1) = uw, P,,, (i ctg u) 


fiir » > 0 von Null verschiedene Eigenwerte yu, der Integralgleichung. 
Die Integralgleichung bringt inhaltlich im wesentlichen das Additionstheorem 
der Kugelfunktionen zum Ausdruck, fiir das man von hier aus ein neues 
Verstindnis gewinnt. 


§ 7. 
Der Fall beliebiger ». 


A. Bestimmung der charakteristischen Exponenten. 
In diesem Falle, der den in §6A geschilderten Methoden nicht mehr 
zuganglich ist, gelangt man zum Ziel, indem man die Darbouxsche 
Gleichung, die jetzt in der allgemeinsten Form 


(80) PF’ (u) — [PGE 4 mee +a] Fu) = 0 


sin? u cos? u 





angenommen werde, durch die Transformation 

(81a) ¢ = sin’ u 

in eine algebraische Differentialgleichung verwandelt und schlieBlich wie 
in §6B 

(81) P(g) = o>" (1 — Cy- mte(f) 


substituiert. Dann ist z(¢) eine Lésung der hypergeometrischen Differential- 
gleichung 


(Ble) £(1—f)2" (0) + F—n+(n+m— ge Qy—StMt* 219 = 0, 








4 
*°) Weil alle P, , fir »=0 (mod2), y+ 0 den Faktor (1 + ctg?u) ent- 
halten und 
e i, t r—1 
(otg’ w’ + etg"~?w)du’' = —“S__* 


ist, so ergibt die Integration nur periodische Glieder. 

26) Bei der Differentialgleichung ist. in diesem Fall die Periodizitatsforderung 
durch die Forderung: ,,beschrankt bleiben fiir u’ — + i oo“ zu ersetzen, die ebenfalls 
die zugeordneten Legendreschen Polynome festlegt. 

Mathematische Annalen. 112. 4 
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die allgemein durch das Symbol 
0 





1 @ 
1 +1 —A 
(81) pst ati Fs ¢ 
n m y—a 
et a Si 


reprasentiert wird. Bei der Transformation (8la) bildet sich der Parallel- 
streifen (vgl. Fig. 1) der komplexen u-Ebene auf die lings der reellen 
Achse von 0 bis — o, sowie von + 1 bis + o 
geschlitzte ¢-Ebene ab. Einer Vermehrung von u 





um z entspricht in der ¢-Ebene ein einfacher 
Umlauf im positiven Sinne um die beiden Ver- 
zweigungspunkte 0 und +-1, d. h. ein einfacher 
Umlauf um den Verzweigungspunkt o. Es ist 























also ohne Rechnung unmittelbar klar, daB die & 

charakteristischen Exponenten der Differential- 

gleichung (80) die mit 2% multiplizierten Wurzeln u-Ebene 

der determinierenden Fundamentalgleichung zur = <Q WK WK 
Stelle oo sind. Also wird CSEKKK’?Kp[\[B 
(82) k= 41 — : HAAS 
und wir finden somit auch in dem allgemeinen al 

Fall beliebiger » das in §6, A gewonnene Re- Fig. 1 

sultat wieder. 


B. Bestimmung der zugehérigen Lésungen. 


Um die Lésungen, die zu den charakteristischen Exponenten (82) 
gehéren, zu bestimmen, gehe man etwa von dem Fundamentalsystem 








2,(¢) = fe—v(t—1p-P-1(0-— edt | @= - —Q— t+ TT 
(83) (0, 5) “et wim a 
2,(¢) = fee—7(@—1y-*-1(0 — ted = 3 ; 
asp ree 


aus, wobei die Integrale je lings einer Doppelschleife um das bezeichnete 
Punktepaar in der Ebene der Integrationsverinderlichen zu erstrecken 
sind. Bei einem Umlauf von ¢ um den Verzweigungspunkt 0 erfahrt das 
Fundamentalsystem die Substitution 


6,2, = €&,2, 


(84) [e =e *78e, ¢ ttle, 6 — Ariy—A}, 


6, z, = (e, — liz, 4-2, 
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bzw. bei einem Umlauf um den Punkt 1 die Substitution 
{ 9,2, = 2, + e(e, — 1)z, 


85 
( | 0,2, = & E42. 
Fiir die gesuchten Lésungen 
(86) z* = Az,+ Bz, 
mui 
(86a) 6, 6, z* = o2* 
gelten, so daB sich 9 aus der Bedingungsgleichung 

| €8,—@, é,—1 a 
_ Jel), ea —4t+l)—e| © 
zu 

a — g—2tia — gi Viti~mtmz 

(87a) = lee, &, =e 27P = eli+iin+ mia 


berechnet. Auf Grund der Beziehung (81b) bestehen danach fiir die ent- 
sprechenden Lésungen F*(¢) die Beziehungen 


(88) 6,0, F* (2) = eF V F* (2), 
und die Lésungen selbst haben die Gestalt 


(89) (F,(c) = oP (L — C)— 9 [z, (0) + € &, 2 (2)] 
\F, (2) = ¢- "2 (1 — 0) ™*[(1 — e4)2, (2) — e (1 — ©,) 2, (0). 


(Eingegangen am 13. 7. 1935.) 


4* 








Integration von Differentialgleichungen 
vermittels der endlichen Fourier-Transformation. 


Von 


Gustav Doetsch in Freiburg i. B. 


§ 1. 
Endliche und unendliche Fourier-Transformation, 


1. Unter der Fourier-Transjermation versteht man die lineare Funk 
tionaloperation 


+s 


(1, 11) g(y) = [ e-*G(z)dz =F (Gh, 
die der ,,Objektfunktion“® G(x) die ,,Resultatfunktion“ g(y) zuordnet., 
Ihre Umkehrung wird unter gewissen Voraussetzungen iiber G oder g durch 


+o 


' ee _ 
(1, 12) G(x) = — eztv g(y)dy = F— (g} 


—x 


dargestellt. Die klassische Bedingung (Jordan) lautet, daB |G (x) |\da 
konvergiert und G von beschrinkter Variation ist. Die moderneren Be- 
dingungen werden durch das Plancherelsche Theorem und seine Ver- 
allgemeinerungen gegeben. (1,11) und (1,12) zusammen sind mit dem 
Fourierintegral 


+= +x 
* * 


(1, 13) G(r) = | e*vdy | eusG(éydé 


~” —sa 


aiquivalent. Diesem entspricht in einem endlichen Intervall —-l<ir<l 
die Fourierrethe, die wir hier entsprechend in komplexer Form schreiben: 
(1, 14) Gia) =p Det | e "tT qejdé. 
anf 
Vom Standpunkt der Funktionalanalysis wird man sie so deuten: Es 
liegt eine lineare Funktionaloperation, die ,,endliche‘ Fourier- Transformation 
+1 


(1, 15) qg(n) = { e | '"G(a)dz = f (G} 
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vor, die der Objektfunktion G(x) eine nur fiir (positive und negative) 
ganzzahblige Argumente definierte Resultatfunktion g(n), also eine Folge 
.++9—25 G1» Joo Gi» Gg--- zaordnet. Unter gewissen Voraussetzungen 
laBt diese Transformation sich durch die Operation 

(1, 16) G(2) =5 De" Tg = Kg) 

umkehren. — Giiltigkeitsbedingungen lassen sich sowohl an Hand von G (z) 
als g, angeben. Die klassischen Bedingungen lauten hier: 

I.a) G(x) ist m —1 <= x < +1 von beschrinkter Variation. 

b) g, verhalt sich fiir » —~- c@ so, daB die Reihe (1,16) in 
—-l<xiaz<x +/ gleichmaBig konvergiert. 

Die moderneren werden gegeben durch den Riesz-Fischerschen Satz 
(und seine Verallgemeinerungen): 

II. a) G(x) ist quadratisch Lebesgue-integrierbar. 

b) 2 gi konvergiert. 

Bei II muB allerdings die Gleichung (1,16) nicht im Sinne der ge- 
wohnlichen Konvergenz, sondern im Sinne der Konvergenz im Mittel 
verstanden werden. II hat aber gegeniiber 1 den Vorzug, daB a) und b) 
vollig miteinander aquivalent sind. 

2. Wie ich in friiheren Arbeiten gezeigt habe, bestehen einige der 
schénsten Anwendungen der ,,unendlichen’ Fourier-Transformation bzw. 
der sie enthaltenden (zweiseitigen) Laplace- Transformation') darin, dab 
man mit ihr auf einfache Weise (partielle) Differentialgleichungen, bei 
denen eine Variable in einem unendlichen Intervall variiert, integrieren 
und Integralrelationen (z. B. Integralgleichungen) vom sogenannten Faltungs- 
typus behandeln kann. Das kommt daher, daf die Fourier- bzw. Laplace- 
Transformation die Fahigkeit hat, gewisse transzendente Prozesse in ele- 
mentare algebraische zu ,,iibersetzen“: Sie bildet das Faltungsintegral 


f@,(@— G4, (é) dé 


1) Diese hat die Gestalt 

+2 
f(s)= § e~**F(thdt = 2 (PF). 
Fir s—x-+iy (x fest, y variabel) ist 


+% 

f(e+iy)= f emtut[e—** P(t)jdt — § (e-*' F()}. 
Die in meinen friiheren Arbeiten meist vorkommende ,,einseitige’’ Laplace-Trans- 
formation entspricht dem Fall, daB F(t) = 0 fiir t< 0 ist. Sie ist zugeschnitten 
auf Probleme in einem einseitig unendlichen Intervall. 








54 G. Doetsch. 


zweier Objektfunktionen auf das Produkt ihrer Resultatfunktionen g, (y) 
und g,(y) ab*), und der Differentiation im Objektbereich entspricht im 
Resultatbereich im wesentlichen die Multiplikation mit der Variablen‘). 

Wir wollen nun die entsprechenden Eigenschaften fiir die ,,endliche* 
Fourier-Transformation aufstellen und kénnen dann mit dieser in dem Fall. 
da8 der Definitionsbereich der transformierten Funktionen nur ein end- 
liches Intervall ausmacht, ganz analog operieren wie friiher mit der 
Laplace - Transformation, wo die Variable, nach der transformiert wurde 
(es war meist die Zeit), sich in einem wunendlichen Intervall bewegte. 
Unter anderem kénnen wir damit Integralgleichungen mit festen endlichen 
Grenzen (Fredholmscher Typ) angreifen (friiher nur die einfacheren vom 
Volterraschen Typ mit variabler oberer Grenze oder die ausgearteten mit 
unendlichen Grenzen), ferner lineare partielle Differentialgleichungen eines 
beliebigen Typs, bei denen mindestens eine Variable nur in einem end- 
lichen Intervall variiert (ein unendliches Interval] stellt immer einen viel 
einfacheren Fall dar). Die letztere Anwendungsméglichkeit wollen wir in 
der gegenwirtigen Arbeit zunichst einmal an einer einfachen Gleichung 
parabolischen Typs, der Warmeleitungsgleichung, zeigen, wobei schon alle 
wesentlichen Ideen in Erscheinung treten werden, so da® dieses spezielle 
Beispiel viel plastischer als eine allgemeine Theorie sein diirfte. An- 
wendungen auf die anderen Typen von Differentialgleichungen behalte 
ich weiteren Arbeiten vor. 


Es sei noch bemerkt, daB unsere Methode eine Begriindung des 
symbolischen Heaviside-Kalkiils im endlichen Intervall liefert*), was noch 
nirgends durchgefiihrt worden ist. Ich halte es aber fiir iiberfliissig, dies 
ausfiihrlich darzustellen, da dieser sehr unsichere Kalkiil heutzutage als 
vollstandig abgelést durch die exakte Theorie der Funktionaltransfor- 
mationen anzusehen ist und héchstens noch einen heuristischen Wert 
besitzt°). 


2) Genaueres in G. Doetsch, Der Faltungssatz in der Theorie der Laplace- 
Transformation. Annali R. Scuola Norm. Sup. Pisa (2) 4 (1935), S. 71—84. Fir 
die Anwendung auf Integralgleichungen vgl. insbesondere: Die Integrodifferential- 
gleichungen vom Faltungstypus. Math. Annalen 89 (1923), S. 192—207. 

5) Fir die Anwendung auf Differentialgleichungen siehe z. B. meine Note: 
Das Eulersche Prinzip. Randwertprobleme der Warmeleitungstheorie und physi- 
kalische Deutung der Integralgleichung der Thetafunktion. Annali R. Scuola Norm. 
Sup. Pisa (2) 2 (1933), S. 325—342 und meine dort zitierten friitheren Arbeiten 
seit 1923. 

*) Vgl. meinen Ziricher Vortrag: Die Anwendung von Funktionaltransforma- 
tionen in der Theorie der Differentialgleichungen und die symbolische Methode 
(Operatorenkalki)). Jahresber. DMV 43 (1934), S. 238—251 [S. 242]. 

6) Siehe den unter *) zitierten Vortrag, S. 251. 
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§ 2. 
Eigenschaften der endlichen Fourier-Transformation. 


1. Ein- bzw. Vieldeutigkeit der Umkehrung. 

Zu jeder integrabeln Objektfunktion G(z) gehért eindeutig eine 
Resultatfolge g,, aber natiirlich nicht umgekehrt, da z. B. solche G, die 
sich nur auf einer Nullmenge unterscheiden, dieselbe Folge g, liefern. 
Damit sind aber auch alle Méglichkeiten erschépft: Wenn zwei Objekt- 
funktionen dieselbe Resultatfolge haben, so unterscheiden sie sich héchstens 
auf einer Nullmenge. Sind sie stetig, so sind sie daher identisch. Sind 
sie bis auf endlich viele Stellen stetig, so unterscheiden sie sich héchstens 
an einigen ihrer Unstetigkeitsstellen °). 


2. Transformation der Faltung. 


G, (xz) sei n — 20 e+ 21, G,(z) n —lS ee +1 beschrankt 
und eigentlich integrabel — oder nichtbeschrinkt, aber quadratisch inte- 
grabel (im Riemannschen oder Lebesgueschen Sinn). Dann definieren 
wir als Faltung’) der beiden Funktionen das Integral 

+1 
(2, 21) G,+G, = |G, («@ — 4G, (dé. 


-1 

Im allgemeinen kommt es hier, im Gegensatz zu den Faltungen [ 
und [, auf die Reihenfolge der beiden Funktionen an, in dem fiir uns 
spiter wichtigsten Fall jedoch nicht. Es gilt nimlich der 


6) H. Lebesgue, Lecons sur les séries trigonométriques. Paris 1906, S. 37 u. 91. 
7) Die Faltung ist ein Spezialfall der Volterraschen Komposition zweiter 


b 
Art | G, (x, &) @, (&,y)d&, in den diese iibergeht wenn die Funktionen zweier 
a 


Variabeln nur von der Differenz dieser Variabeln abbingen und y — const. gesetzt 


wird. — Es gibt jetzt schon sehr viel verschiedene Arten von Faltungen: 
+900 co 2 +l 
f,s,J.]J., 


—2» oO 0 l 


+o x 
die abrigens alle als aus { entsprungen gedacht werden kénnen: Bei [ ist G, (x) = 0 
— 3 ‘ , 0 


z 

fir «<0, bei { ist G, (x) und G, (x) = 0 fiir x < 0, bei [ ist G, (x) = 0 far |x| >1. 
0 —l 

Um die verschiedenen Arten von Faltung zu unterscheiden, sollte man eigentlich 


die Integrationsgrenzen an den Faltungsstern setzen, z. B. G, VG. Woaber, wie 


in der gegenwartigen Arbeit, nur eine.Sorte zur Verwendung kommt, kann diese 
Kennzeichnung ohne Schaden wegbleiben. 
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Satz 1. Sind G, und G, periodisch mit der Periode 21, so ist 
G,+G, = G,+G,, die Faltung also kommutativ. 


Beweis: Die Substitution & = 2 — u ergibt: 


+l z+l 
J @,(2 — &)G,(&)dé = [ G,(u)G, (a — u)du. 


z—l 


z+l +1 
Da G,(u) und G,(z—u) die Periode 21 haben, so ist { = { 
ee —l 

Satz 2 (Faltungssatz): Hat G, die Periode 21, so ist*) 


(2, 22 f(G,+G@,) = f(G,| -f(@,}. 
Beweis: Es ist 


—in 


F1G,)-#1@,) = fe" "G@,uydu- [eT G(r) dv 
—! 


i a +1 
t 

- in—(ut+r) 
=f{fe"? G, (u) G, (v)dudv, 


erstreckt iiber das Quadrat —l] oc u< +l, —l< v= +l. Durch 
die Transformation 

utv=a2z, vu=é& 
geht dies iiber in 


[fe "T"@,(@— 96, (dade, 
erstreckt iiber das Parallelogramm —! <— r—-f=< +/, -lx=&éxo +l 
(ABCD in der Fig. 1). Hat G, die Periode 21, so kann man beim In- 

















Fig. 1. 
tegrieren das Dreieck FCG ersetzen durch H DL, ebenso AEH durch BKF, 
so daB das Doppelintegral iiber das Quadrat EKGL zu erstrecken ist. 
Dann la8t es sich aber durch das iterierte Integral ausdriicken: 


+l a 


, +l 
fe "T* dz [@,(@—G,()dé =F (G,+G,). 
—1 


—t 


8) Dieser Satz findet sich mit anderem Beweis bereits bei N. Wiener, The 
Fourier integral and certain of its applications. Cambridge 1933, 8. 45. 





st 
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Bemerkung: Die f-Transformation léBt im allgemeinen dem kommu- 
tativen gewodhnlichen Produkt das nichtkommutative Faltungsprodukt 
entsprechen; das liegt natiirlich an der Unsymmetrie der Voraussetzungen 
iiber G, und G,. — Sind G, und G, beide periodisch, so erhalt man 
durch Satz 2 einen neuen Beweis fiir Satz1, da dann zu f {G,}-f{G,! 
sowohl G,+*G, als G,+*G, gehért. Da aber ein Faltungsintegral immer 
eine stetige Funktion darstellt*), folgt nach dem Eindeutigkeitssatz, da8 
G,+G, = G,+G, ist. — Auf dieselbe Weise erkennt man auch, da8 fiir 
periodische Funktionen das assoziative Gesetz (G, +G,) +G, = G, *(G, +G,) gilt. 


3. Transformation der Ableitungen. 


Satz 3. Ist G(x) in —l<a< +l differenzierbar und an den 
Stellen x = +1 stetig, ist ferner G' (x) integrabel, so gilt: 


(2,31) FG") = im + F(G) +(— 1 (4M —G@(—D}. 


Die tranzendente Operation der Differentiation im Objektbereich spiegelt 
sich also im Resultatbereich im wesentlichen in der elementaren Operation 
der Multiplikation mit der Variabeln (Index) wider. 

Beweis: Durch partielle Integration findet man: 
+1 +l 

mie ae ~in= 2 +1 * nm r —in—z 
| e '' G@'(xz)dz =e ‘ G (a) +int| e '' G(a2)dz 

|—2 
=! =! 


l 
= in> f(G} +e-™*G(l) — e*G(— I). 





Satz 4. Ezistieren G(x), G’(z),...,.4°-%(z) nm —-lorst+l 
und G(x) wenigstens in —l<ar< +l, ist G°-” an den Stellen 
z= +1 stetig und G™ (x) integrabel, so ist: 


(2, 32) £(Go) = (in=)' £(G 
ey 1p [@e-» — Ge-9(—) + ins @-» ()) —Gr-9(—)) +... 
+ (in2)""(@@—@(-)]. 


%) Sind G, und G, eigentlich oder quadratisch integrabel, so ist 
D (xz, h) = G,*G, (x +h) —G, #G, (x) =F te, (z+ h— &) —G, (x — §)] G, (§) d &. 
also nach der Schwarzschen wien 
D* (2, h) = (6, (2—§+h)—@,(2—Op as je (ede. 


Wahrend das zweite Integral eine Konstante ist, strebt das erste bei festem z be- 
kanntlich mit A gegen 0. 
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Der v-maligen Differentiation von G entspricht also im wesentlichen bei 
{{G@} die Multiplikation mit n’, auBerdem tritt noch ein Polynom in n 
auf, dessen Koeffizienten von den ,,Randwerten der Objektfunktion ab- 
hingen. — Ist speziell 

G@(—1l) = G@(+1) fir a=0,1,...,»—1, 
so ist einfach 


(2, 38) FG) = (int) £14). 


Der Beweis ergibt sich dadurch, daB man Satz 3 sukzessive auf 
Go-v, G°-, usw. anwendet. 


§ 3. 
Anwendung auf die Wirmeleitungsgleichung. 


1. Das zu betrachtende Randwertproblem kénnten wir einfacher 
formulieren, wenn wir nur sog. reguldre Lésungen U suchten, d. h. solche, 
die mit —. A I aa in dem abgeschlossenen Integrationsbereich zwei- 
dimensional stetig sind (,,spezielle Problemstellung’). Wir legen aber 
Wert darauf, das Problem mit Riicksicht auf seine physikalische Anwen- 
dung viel allgemeiner anzulegen, indem wir von diesen GréBen nur ein- 
dimensionale Stetigkeit verlangen (,,allgemeine Problemstellung***)). Unsere 
Methode ist gerade dieser Formulierung des Problems besonders angepaBt, 
und wir verlangen von einer Lésung daher gerade nur so viel, wie wir 
fiir die Anwendung der Methode brauchen. 

Es sei in dem Rechteck R: Oc <l,0=<t=<T eine Funktion 
U (x, t) zu bestimmen, die die Eigenschaften hat: 


; , : ; . 0U @U #U 
Sie bes AR + Ao 
a) Sie besitzt im Innern von ® die Ableitungen “En 5 
b) Im Innern von & ist die lineare Warmeleitungsgleichung 
#U au 
(3, 11) re = ae 
erfiillt. 


c) U konvergiert bei linearem, senkrechten Vorgehen gegen den 
unteren, linken und rechten Rand von ® gegen vorgeschriebene Randwerte: 
lim U(z,t)=@(z), lim U(z,t) = 0, lim U(z,t) = Bit). 

2-0 zl 


t— 0 


@(z) und B(t) seien integrabel (wenn uneigentlich, dann absolut). 


10) Allgemeine und ausfiihrlichere Erérterung dieses Unterschiedes siehe in 
meinem Genfer Vortrag: Les équations aux dérivées partielles du type para- 
bolique, Abscbhnitt II, 1, der in L’Enseignement Mathématique 34 oder 35 er- 
scheinen wird. 
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d) = hat bei linearem, senkrechten Vorgehen gegen den linken und 
rechten a Grenzwerte "’). 
2) SS U hat bei senkrechtem Vorgehen gegen den linken Rand einen 


Greneer = 

a. — U schlieBt sich bei senkrechtem Vorgehen gegen den linken Rand 
stetig an en durch die dort definierte Randfunktion U =0 geforderten 
Wert von fo d. h. 0, an. 

g) ~" und 2% sind fir jedes feste ¢ in 0 <¢<T hinsichtlich 2 


linear integrabel. 
Vorab sei bemerkt, daB unter diesen Bedingungen die Differential- 


gleichung (3,11) auch auf dem linken Rand erfiillt ist. Denn weil im 
Innern aan = ae ist, so gilt bei senkrechtem Vorgeben gegen den linken 
Rand wegen e) und f): 

un @o 
ro 02 7 :-0 


also nach dem unter '') und '*) Gesagten: 


aU 
dx? 


exo 086 Ot Iz =o 


(3, 12) 





2. Das formulierte Randwertproblem wurde friiher'*) dadurch gelést, 
daB U (x,t) in der t-Richtung der einseitigen Laplace-Transformation unter- 
worfen wurde. (Dazu hat man sich die Rinder s=0 und «=/ des 


1) Daraus folgt in Verbindung mit c), daB hh auf diesen beiden Randern 


existiert und in 2 stetig ist, eine Tatsache, die bisher in Untersuchungen iiber 
partielle Differentialgleichungen nicht hinreichend beachtet worden zu sein scheint. 
Sie ergibt sich sofort aus dem einfachen Satz: Ist h(x) fiir z) << «= 2, differenzier- 


bar und h(x) in 2 nach rechts stetig, ist ferner lim h'(x) vorhanden und 
z-?>2r7y+0 


gleich a, so existiert A’, (z,) und ist gleich a; A’ (x) ist also itiberdies in x, nach 
rechts stetig. (Ein entsprechender Satz gilt fiir Anniherung von links.) Beweis: 
h(x) — h (x9) 


Z— XB 


Nach dem Mittelwertsatz ist = h'(%+b(ex—2z)) mit O< <1 
fir z <2=72,. Also existiert lim (so) — Bim) = h', (xo) und ist gleich a. 
2 —> t+0 z— ZX 


2 
12) Daraus folgt wieder in Verbindung mit d), dab a4 auf dem linken Rand 
Ox? 


existiert. 

13) Uber das Problem der Warmeleitung. Jahresber. DMV 33 (1925), S. 45—52; 
Probleme aus der Theorie der Warmeleitung, I.—III. Mitteilung. Math. Zeitschr. 22 
(1925), S. 285—306; 25 (1926), S. 608—626. 
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Rechtecks nach oben verlaingert und auf den Verlangerungen beliebige 
Randdaten vorgegeben zu denken. Da bekanntlich die Lésung von (3, 11) 
fiir einen Wert ¢, nur von den Randdaten in t < t, abhangt, so hat das 
auf die Lésung im Rechteck keinen Einflu8.) Nunmehr wollen wir das 
Problem dadurch angreifen, daB wir U in der z-Richtung der f-Trans- 
formation unterwerfen. Wiirden wir aber die Transformation in dem ge- 
gebenen Intervall 0 <= «=< / auf die Differentialgleichung anwenden, so 


, : ° 207 ° 
wiirden bei der Transformation von — entsprechend zu Satz 4 in § 2 


nicht bloB die Randwerte von U, sondern auch die von oo auftreten, 


iiber die wir nicht verfiigen. Hier hilft uns aber folgender Kunstgriff, der 
fiir alle Anwendungen der Methode auf Differentialgleichungen fundamental 
ist: Wir setzen U(z,t) und ®(z) in das links anstoBende Intervall 
—l=2<=0 als ungerade Funktionen fort: 


U(— 2,t) = — U(z,t), @(-—- xz) = — D(z). 
Dann ist, ea = U, und and = U,, gesetzt, 
U,(— z, t) = U, (z, t), U.2(— x, t) acl U..(2,t), 


und fiir jedes feste ¢ ist in dem ganzen Intervall -l<= x< +! die 
Funktion U in z stetig (wegen U(0,t) = 0) und U, vorhanden, wahrend 
U,, wenigstens in —1 << 2< +1 existieri (wegen U,,(0,t) = 0); die 
Differentialgleichung ist wegen (3,12) in —l<2< +1 erfiillt. Unser 
urspriingliches Problem ist also gelést, wenn es gelingt, U (x,t) so zu be- 
stimmen, daB es in dem Rechteck ®’: —lorxi+l, 0St<sT 
folgende Eigenschaften hat: 

au av wu 

Ox’ Ot’ Ox* 

b’) Im Innern von &’ ist die Gleichung (3,11) erfiillt. 

ce’) U hat die vorgeschriebenen Randwerte 


a’) U besitzt im Innern von §’ die Ableitungen 


(3, 21) lim U (x,t) = ®(z) = ungerade Funktion, 
>o 
(3, 22) lim U(z,t) = — Bit), lim U(z,t) = B(t). 
z—~>-l z~>d+il 


(Hieraus ergibt sich, daB U eine in x ungerade Funktion ist.) 
d’) - = U, hat fiir z + +1 Grenzwerte, existiert also fir z = + 1, 
und es ist U,(—l) = U,(+)). 
g) at und a sind fiir jedes feste ¢ hinsichtlich z linear integrabel. 
3. Wenden wir nun auf die Gleichung (3,11) in —l1 <= tx< +1 die 
{-Transformation an (wegen g’ ist das méglich), so ergibt sich, wenn wir 
f(U (z,t)) = u(n, t) 


Endliche Fourier-Transformation. 61 
setzen, nach Satz 4 fiir sie folgendes Abbild im Resultatbereich: 


P aU 
(in + y u(n, t) + (— lrin > -2B(y = FFF}. 
Machen wir jetzt die Voraussetzung, daB die j-Transformation mit der 


Ableitung nach ¢ vertauschbar ist: 


(V) (=H =. 
so ergibt sich: 

3 W 
(3, 31) = ec eee eee 


A : d a . ° — . 
(wir schreiben a statt 3° weil andere Differentiationen nicht mehr vor- 


kommen). Die partielle Differentialgleichung ist also in eine gewohnliche 
iibergegangen, in die sogar die Randbedingungen (3,22) eingetreten sind. 
Die Randbedingung (3,21) mu8 in eine solche fiir u iibergefiihrt werden. 
Nehmen wir an, da") 


(V,) f{ lim U} = lim {(U} 
t—o0 t—o0 
ist, so bedeutet das: 
(3, 32) lim u(n, t) = f({®) = p(n). 
t—>o0 


Hinsichtlich der beiden Voraussetzwngen (V,) und (V,) wollen wir gleich 
hier bemerken, da8 unsere Endlésung von ihnen ganz unabhingig sein 
wird: Wir werden auf jeden Fall eine Funktion bekommen, die die Be- 
dingungen unseres Problems erfiillt. Wenn es Funktionen gibt, die jene 
Voraussetzungen nicht erfiillen, die wir daher mit unserer Methode nicht 
erfassen, so ist das also nur dann méglich, wenn es aufer unserer ge- 
fundenen Lésung noch weitere gibt. Das ist in der Tat der Fall. Fiir 
eine ausfiihrliche Erérterung dieser Verhiltnisse mu8 hier auf die unter '°) 
zitierte Arbeit (Abschnitt III) verwiesen werden. Die unter ™“) erwihnte 
singulire Lésung erfiillt die Bedingung (V,) nicht. Bei ihr ist 


bi 
z 


f(G(2,t)) = 2i tne" 
also lim f{G! = 21 7” , wahrend f {| lim G| = 0 ist. 
t—o t— 0 





14) Ist ®(x) und U (a, t) hinsichtlich x quadratisch integrabel, so ist die 
Voraussetzung (V,) automatisch erfiillt, wenn U (2, ¢) fiir t - 0 im Mittel gegen 
@® (x) konvergiert. Denn dann ist nach der Schwarzschen Ungleichung 


+l a 
[f (U (x, #)) — 110 (a)1P = | fe" * (0G, )—o(a)az} 


l a +1 
[je "T*P az | 0 oom dx > 0 firt — 0. 


+ 
. 


~ 


[Fortsetzung auf folgender Seite.) 
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Wir haben nun nichts anderes zu tun, als die Gleichung (3,31) unter 

r ,,Anfangsbedingung (3,32) zu integrieren. K6énnen wir dann zu der 

Resultatfunktion u die zugehérige Objektfunktion U feststellen, so ist die 
Lésung des urspriinglichen Problems gefunden. 


Schematische Darstellung: 


I II 
Objektbereich : Part. Diff. Gleich. ——_———> Lésung U 
‘ 4 
a 5 | 
ee | 
— Ss ' } 
t Ill IV 
Resultatbereich: Gewdhnl. Diff. Gleich. —-_———+ Lésung u 


Statt des direkten Weges I - II geht die Methode den Weg 
I+ It +IV + Il. 
4. Die Lésung im Resultatbereich \autet: 


a u(n, t) = u, (m,t) + uy (n, t), 
(3, 42) u, (nt) = p(n)k(n,t) mit k(n,t)) =e” ®', 
8,45) yin, =2(—1in Ff BE "Fas 


0 
(u, ist die Lésung der homogenen Gleichung, also fiir B(t)=0, u, die 
der inhomogenen mit der Anfangsbedingung u (n, 0) = 0, also fiir ® (x) = 0.) 
Zu k(n,t) gehért die Objektfunktion 


(3, 44) K (2, t) =+ D a hice: ial 


ia=-—o 








Ich méchte mich aber nicht von vornherein auf diesen engeren Umkreis von 
Funktionen festlegen, da bei unserer, der physikalischen Deutung des Randwert- 
problems entnommenen ,,allgemeinen Problemstellung’* die Konvergenz von U gegen 
® so ungleichmaBig vor sich gehen kann, da8 keine Konvergenz im Mittel zustande 
kommt. So ist es z. B. bei der in vieler Hinsicht sehr interessanten ,,singularen“ 
Lésung 


‘) 
pees 005 (5-3) ee inte m Fe 
eset 
m= — oo 
die iiberall die Randwerte 0 hat. Bei ihr strebt 
+1 


j [G (zx, t) — O(x)P dz 


=I 
sogar gegen co. Siehe die unter '*) zitierte II. Mitteilung, S. 300. 
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da diese Reihe fir ¢>0O in a gleichmaBig konvergiert (Bedingung Ib, 
§1,1). Ubrigens ist wegen 


(3, 45) #, (v, T) = > et nizv—niatr. 
(3, 46) K (2,t) = 5,6,(s, 5). 


Da K in « die Periode 21 hat, so gehért nach dem Faltungssatz zu u, 
die einzige stetige Objektfunktion 


+1 
(3, 47) U,(2,t) = j K (x — &, t) ®(é)d€. 
—l 


Diese la8t sich, da ® eine ungerade Funktion ist, durch leichte Um- 
formungen auf die bekannte Gestalt bringen: 


i ‘ 
(3, 48) U,(2,) = 7 | o@) Se" ®'sinn + 2 sin n+ Edé. 
0 1 


Natiirlich hatte man unter Umgehung des Faltungssatzes dem u, auch 
die Objektfunktion 


1 pong ine 
U,(2,t) = 5 a, p(n)k(n, the ! 
+e a az +l — 


=}, LS eT TS oat 


zuweisen kénnen, denn auch diese Reihe konvergiert gleichmaBig in z, da 
nach dem Riemann-Lebesgueschen Lemma g(n) — 0 ist. 


Zu u, gehért die Objektfunktion 


t 


+c a <i 
79 = in > (—1)"ne" ¢* | Bie "Far, 


0 


da diese Reihe, die man auch in der Gestalt 
: +o yp x2 
in—2z—n? —(t—t 
(3, 49) U, (z, t) = iF | B(r) 2 (= 1)"ne l ? (t " Be 
0 --@ ° 


schreiben kann, fiir festes ¢ in x gleichmaBig konvergiert. 
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DaB die Funktion U (x,t) = U, (x, t) + U, (a, t) tatsiachlich eine Lésung 
unseres Randwertproblems darstellt, ist eine bekannte Tatsache'’). 


Bemerkung. Man sieht unmittelbar, daB, wie schon in §1, 2 hervor- 
gehoben wurde, die Methode, die Lésung der partiellen Differential- 
gleichung (3, 11) durch die hinsichtlich der Variablen x ausgeiibte f-Trans- 
formation auf die Lésung einer gewéhnlichen Differentialgleichung zu 
reduzieren, sich auf lineare Differentialgleichungen eines beliebigen Typs 
anwenden laBt, deren Koeffizienten Konstante oder auch reine Funktionen 
von ¢ sind — gerade so wie die in §1, 2 erwihnte Methode, die Gleichung 
hinsichtlich ¢ der Laplace-Transformation zu unterwerfen, auf beliebige 
lineare Gleichungen, deren Koeffizienten Konstante oder reine Funktionen 
von z sind, anwendbar ist. 


§ 4. 
Ableitung des Additionstheorems der Greenschen Funktion 
dureh das Huygenssche Prinzip und durch die {- Transformation. 

1. Wir wenden auf die Lésung U, das Huygenssche Prinzip an, indem 
wir U, einmal vermittels (3,47) fiir ein ¢ = ¢,+-t, direkt, das andere 
Mal unter Einschaltung einer Zwischenstation bei /, sprungweise berechnen: 
erst wird U, (z,t,) bestimmt und dann U,(z,t, + ¢,) als aus dieser Rand- 
funktion resultierend aufgefaBt. Das ergibt eine Relation fiir die Greensche 
Funktion A, die man noch kiirzer nach dem ,,reflexiven Prinzip“") er- 
halten kann: KA(z,t) ist selbst eine Lésung der Gleichung (3,11) und 
eine in x gerade Funktion, also A(—l,t) = K(+1/,t). Ihre Ableitung 


‘ + oo 2 7 
OK iz Vv —n? pitin—-2 
— == n , 
Ox 22 2, ° 
a= a 
'S) Vgl. die unter '*) zitierte II. und iII. Mitteilung. — Unsere Theorie zeigt 


iibrigens die bekannte, z. B. von Fourier benutzte und nur auf spezielle Rand- 
bedingungen zugeschnittene Integrationsmethode durch Fourierreihen (Methode der 
Partikularlésungen) in einem neuen Licht und la8t erkennen, warum diese Methode, 
exakt durchgefiihrt, so viele Voraussetzungen machen muB und warum es bei ihr 
so schwer fallt, die Lésung den Randbedingungen anzupassen, was bei der oben 
entwickelten Theorie gerade besonders einfach ist. — Ganz analog liefert unsere 
friihere Methode der Laplace-Transformation (vgl. § 1) die Fundierung fir die in 
vielen Untersuchungen seit Cauchy benutzte Integration durch Fourierintegrale, bei 
der dieselbe Schwierigkeit hinsichtlich der Randbedingungen auftritt. Vgl. den 
unter ‘) zitierten Vortrag, S. 249—251. 

16) Wegen dieses und des Huygensschen Prinzips siehe G. Doetsch, Theta- 
relationen als Konsequenzen des Huygensschen und Eulerschen Prinzips in ‘er 
Theorie der Wiarmeleitung. Math. Zeitschr. 49 (1935), Abschnitt I, 1 und 2. 
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verschwindet an den Stellen z = +1. Wendet man auf eine solche 
Funktion unsere Methode aus §3 an, so ist wegen 
U(l,) —U(—lLo)=0, U,(l.)—U,(—1) =0 
die (3, 31) entsprechende Gleichung homogen, und im Objektbereich wird U 
durch die Formel (3,47) dargestellt. Wenden wir diese jetzt fiir 
t(=t, +t,) > ¢t, stact fiir ¢ > 0 auf K an, so ergibt sich"): 
+1 
(4, 1) K(2,4,+4,) = { K(e—&,t)K(é,t)d6. 
-l 
2. Diese Relation la8t sich nun aber auch auf ganz anderem Weg 
ableiten: Die Resultatfunktion k von K_ geniigt dem algebraischen 
Additionstheorem 
(4, 2) k(n, t, + t,) = k(n, t,)- k(n, t,). 
Diese Relation iibersetzt die f-Transformation, da K in x die Periode 2/1 
hat, vermittels des Faltungssatzes gerade in das transzendente Additions- 
theorem (4, 1). 
3. Driicken wir K durch #@, aus, so erhilt (4,1) die Gestalt: 
+1 


Lg (t tte) l z—é t,\ 1 § & : 
a1%s(a7 ae) = | 379: (“S7-> ) 91% (a7> ee) a. 





—! 


Setzt man hierin 5 = 0, 31 = u, z = 1, so ergibt sich fiir #,(v, t) das 
transzendente Additionstheorem hinsichtlich r: 

+4 
(4, 31) 0, (v, t, + tT) = j 0, (v — u, t,) 0, (u, t,) du, 
das trotz seiner Einfachheit noch nicht bemerkt worden zu sein scheint 
und sich auch leicht direkt verifizieren laBt: 


+. 


+4 + ox 
j Dy e2 Mitr —U) —m? 7 ry > ern itu—n ry dy 


u= — oo i—— ow 


+4 


+ 


oc 


—_ | Ps ermize et(n mi TH e—(m? 7, + n272)77 day 
; ‘4 m, n= — ow 
+ o 
= p ef ni te—n? 2? (4, +72) 
n= — oo 


17) Damit man K mit dem nach (3,47) erhaltenen Ausdruck gleichsetzen 
kann, mu8 natiirlich die Eindeutigkeit der Lésung feststehen. Diese laBt sich hier 
leicht mit dem Satz von Gevrey beweisen; siehe hierzu die unter ') zitierte 
Arbeit, Abschnitt I, 3. 
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wegen 


+4 l fiir m = n, 
J et in—mizndy — 
— 0 fiir m + n. 


Man sieht hieraus einerseits, daB dasselbe Additionstheorem wie (4, 31) 
auch fiir die allgemeinere Thetafunktion 


S k a2 
0, (v, T) =_ Bs et nizte—n* a*r 
n= —oo 
mit beliebigem positiv ganzzahligen k gilt, die Hardy und Littlewood in 
ihren Untersuchungen zum Waringschen Satz verwendet haben und die 
sich bei der Differentialgleichung 
au au 
axe Ot 
als Greensche Funktion einstellen wiirde; andererseits, daB die tibrigen 
Thetafunktionen 


+o 
8, (v, T) = Pj (- ])"e2nize ni ate 


+ 2 


b, (v, T) = + 4 fia 1" 8+ Oise -(n + })* x2r, 


a= 
+= , 2 _» 
#, (v, rt) = 7 eitnt iar —(n+$) at 


Additionstheoreme von folgender Gestalt '*) haben: 


+4 

(4, 32) 8,(v, t, + 7,) = | 0, (v — u, t,) B, (u, r,) du, 
+4 

(4, 33) 8,(v,t, +t) = j d, (v — u,t,) 0, (u, t,) du, 
—4 
+4 

(4, 34) 8, (v,t, + 1) = | %, (v — u, t,) B, (u, t,) du, 
-4 
+4 

(4, 35) — 0,(v, t, + 7,) = j 8, (v — u, t,) 8, (u, t,) du, 


**) Vgl. hiermit die in der unter ™) zitierten Arbeit sowie in: Transzendente 
Additionstheoreme der elliptischen Thetafunktionen und andere Thetarelationen vom 
Faltungstypus. Math. Annalen % (1923), S. 19—25 angegebenen Additionstheoreme 
hinsichtlich rv. 
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+4 
(4, 36) (1 +%) = J (0—w,1,) 9 (u, t,)du. 
4. Statt K(z,t) kann man wegen (3,48) auch 
2 = n2 * Pe a rd si n 
(4, 41) I'(z, €,t) = > e #* sin n> 2 sin n= & 
als Greensche Funktion des Problems (bei B(t)=0) bezeichnen. Fiir 


diese wurde friiher*’) vermittels des Huygensschen bzw. reflexiven Prinzips 
das transzendente Additionstheorem 


U 
(4, 42) P(z,y,t) = f1'(2, 84) PE, yt dé 


hergeleitet, und in einer neueren Arbeit*®) wurde behauptet, daB dieses 
sich auch durch eine Funktional-Transformation aus einem algebraischen 
Additionstheorem ableiten lasse. In der Tat entsteht es aus 


22 a x2 
n? — (t; + ty) —n? — ty —n? —t 
-é 


(4, 43) : “sinn ty =e e “ *sinn+y 


durch Umkehrung der f-Transformation und Anwendung des Faltungssatzes: 


-n? = ty + ty) 1 in +2 
n x sin n—- ye 
> 1 
je 2 « 


n2 ety +in~ @—3 l = iad in —¢ 
e # PY o, * sinn tye od. 
I co 


Denn wenn man in den Reihen die + und — n entsprechenden Glieder 
zusammenfaBt : 


+1 + 


k 


3 


ic —nt Sh +t). x . n 
T ye san, yanns,s= 
1 


2 —" n 
j ghseSe “* cos n ¥ (2-2) TD © “T* sin n> ysinn= ; ~édé 
1 


l L 
schreibt, so verschwindet beim Integrieren der Bestandteil, der die geraden 


PB: 3 ma . nm . B: 4 os nm 
und dann cosn > acosn7F+sinn—-a#sinn+& fiir cos n + (x — §) 


Funktionen cos n—é enthalt, weil der zweite Faktor im Integranden un- 


gerade ist, und es bleibt (4,42) iibrig. 


1%) In den unter 1%) zitierten Arbeiten (DMV und III. Mitteilung). 
*0) In der unter '*) zitierten Note, Abschnitt III, 3. 


5* 
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Da J eigentlich eine Verstiimmelung von K (namlich fiir den Fall 
eines in — 1 <= x <= -++ | ungeraden ®) darstellt, so 14Bt sich sein Additions- 
theorem auch aus dem von K ableiten. Schreibt man dieses fiir K (x — y,¢) 
statt fiir K(z,t) an: 


+l 


(4,44) K(xa#—y,t, +4) = | K(z# —y — §,t) K(&,t,)dé 


—1 
+l 
= f K(x —£,t) K(é—- y,t,)dé, 
-!' 
setzt fiir K die reelle Darstellung 
(4, 45) K (z,t) = sii+2 Se” *' cosm Fa} 


ein und trennt die geraden und ungeraden Bestandteile, so erhalt man 
nicht nur (4,42), sondern auch noch fiir die Funktion 


(4, 46) I'(z, y, t) = i} +2 de . - cos n = x cos n+ y! 
=1 


l 


die entsprechende Relation: 
i 


(4, 47) F(a, y, t, + t,) = { P(x, &, t,) Fé, y, t) dé. 
I’ ist iibrigens die Greensche Funktion fir in —l<2< +l gerade 
Losungen. 


(Eingegangen am 30. 7. 1935.) 


Uber die Lésbarkeit 
einiger nicht-Abelscher Einbettungsprobleme. 


Von 


Hans Richter in Leipzig. 


Einleitung. 


Ist ein Normalkérper K, mit der Galoisschen Gruppe G iiber dem 
algebraischen Zahlkérper K, gegeben, § eine Gruppe, die einen Normal- 
teiler N mit H/N = G enthilt, so versteht man unter dem durch K,, 
K,, § und ® gegebenen Einbettungsproblem die Aufgabe, einen K, um- 
fassenden Normalkérper AK, mit der Gruppe § zu finden, so daB K, zu 
der Untergruppe ® von § gehért. Diese Aufgabe wird hier fiir einige 
spezielle Fille angefaBt. Obgleich sich unter denselben auch einige Abelsche 
Fille mit befinden, wird avf diese jedoch kein Gewicht gelegt, da sich 
die Behandlung des Einbettungsproblems fiir beliebige Abelsche Gruppen 
lediglich mit Hilfe der Klassenkérpertheorie durchfiihren laBt'). 

Die Betrachtungen dieser Arbeit fuen auf einer Abhandlung von 
R. Brauer*), wo die Einbettbarkeit in gewissen speziellen Fallen auf den 
Zerfall eines hyperkomplexen Systenis zuriickgefiihrt wird, und einer Arbeit 
von H. Hasse*), wo gezeigt wird, daB dieser Zerfall bei algebraischem 
Grundkérper aus dem an jeder Primstelle geschlossen werden kann. Einer 
Anregung von Herrn van der Waerden folgend, werden die Ergebnisse 
dieser Arbeiten im §1 zum Beweis des Einbettungsmonodromiesatzes fiir 
diese speziellen Gruppen herangezogen; d. h. dem Einbettungsproblem im 
GroBen werden Kinbettungsprobleme im Kleinen zugeordnet, so da8 fiir 
die Méglichkeit der Einbettung im GroBen die Lésbarkeit der entsprechenden 
lokalen Einbettungsprobleme notwendig und hinreichend ist. Diese Zu- 
ordnung von Einbettungsproblemen wird dabei unabhingig von dem be- 
sonderen Charakter der hier behandelten Gruppen definiert. 

Im §2 und §3 wird der Monodromiesatz angewandt auf das Problem, 
einen biquadratischen oder einen quadratischen Kérper in einen nicht- 


1) Siehe eine demnachst erscheinende Arbeit des Verfassers. 

*) R. Brauer, Konstruktion von Schiefkérpern, die von endlichem Rang in 
bezug auf ein gegebenes Zentrum sind. Journ. f. r. u. ang. Math. 168, S. 44 ff. 

5) H. Hasse, Die Struktur der R. Brauerschen Algebrenklassengruppe iiber 
einem algebraischen Zahlkérper. Math. Annalen 107, S. 731 ff. 
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Abelschen Normalkérper achten Grades einzubetten. Fiir den Fall der 
Einbettung in einen Kérper mit der Quaternionengruppe als Galoisscher 
Gruppe iiber dem rationalen Grundkérper stehen die gefundenen Ergebnisse 
in Parallele zu den Resultaten einer Arbeit von Herrn E. Rosenbliith‘), 
von dem ich daher zweckmaBig einige Bezeichnungen iibernahm; auf dem 
von Herrn Rosenbliith eingeschlagenen Wege konnte jedoch das Hinreichen 
der von ihm gefundenen Bedingungen fiir EKinbettbarkeit nicht gezeigt 
werden. 


§ 1. 
Hyperkomplexe Einbettungstheorie. 

Uber dem Grundkérper K, sei ein einfaches normales hyperkomplexes 
System A gegeben, das den Kérper XK, iiber K, als reguliren*) Zer- 
fallungskérper besitzt. Die Galoissche Gruppe von K, iiber K, heibe 6, 
ihre Elemente seien A, B, C,.... Das Faktorensystem von A in K, sei 
dabei c, » ¢; es bestehe aus n-ten Einheitswurzeln. Durch das Faktoren- 
system c, »,c wird eine Erweiterung § der zyklischen Gruppe ® der 
Ordnung n mit Hilfe von 6 definiert gemaB den Relationen: 


(1) Za°Zy = Zana. B, > 
(1”) -Z, = 24-04; 
wenn ¢ die Erzeugende von ® ist, und Z,, Zz, ... zusammen mit ¢ 


die Gruppe § erzeugen sollen. Dabei wird ® mit der Gruppe der n-ten 
Einheitswurzeln identifiziert, so daB die c, , ~ Elemente von ® werden. 
Umgekehrt definiert jede Erweiterung § von ® mit Hilfe von G em 
Faktorensystem, sofern die Bedingung (1) bei Identifizierung von RN mit 
der Gruppe der n-ten Einheitswurzeln gilt. Ist nun weiter § reduziert, 
d. h. gibt es keine Untergruppe §' mit der Eigenschaft §'-N = §, so 
heiBt der Hauptsatz der zitierten Brauerschen Arbeit: 

Genau dann ist c, » ¢ dem Einheitssystem assoziiert, wenn sich K, 
in einen Normalkérper K, mit der Galoisschen Gruppe § so einbetten lapt, 
dap K, zum Normalteiler RN gehért. 

Es ist nun fiir unsere Zwecke wichtig zu wissen, daB c, » ¢ auch 
dann dem Einheitssystem assoziiert ist, wenn man bei méglicher Einbettung 
die Reduziertheit von § nicht voraussetzt. Obwohl man diese Behauptung 
auch aus dem Brauerschen Beweis entnehmen kann, wollen wir den Haupt- 
satz noch einmal beweisen, wobei wir auf eine etwas iibersichtlichere Schreib- 
weise der ,,direkten Ubertragung der Gruppe § auf G* als erweiternde 
Gruppe”*) kommen werden, als dies bei Brauer mit Hilfe von Gruppen- 


*) E. Rosenbliith, Monatshefte f. Math. u. Phys. 1934, S. 85. 
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r 


homomorphismen geschieht. Der Grundgedanke des Beweises ist natiirlich 
noch der gleiche. 

Ist K* ein K, umfassender Normalkérper mit der Galoisschen Gruppe 
G*, N, die zu K, gehérige Untergruppe, so ist das Faktorensystem 
C4+, p+,ce von A in K* gegeben durch: 


Ca*, Bt, C* = C4, B, C5 
wenn A* und A einander im Sinne des natiirlichen Homomorphismus 


entsprechen. 
§* ist also definiert durch die Relationen: 


‘ee =a 
Zae Zp = Z 4+ ne Ca’, B,E> 


CZae = Zyl. 


Wir bilden nun die Untergruppe § des direkten Produktes von 6* 
mit §, bei der genau die Elemente miteinander multipliziert erscheinen, 
die zum selben Element der fiir 6* und § gemeinsamen Faktorgruppe © 
gehéren; mit anderen Worten: § ist die Galoissche Gruppe des Kompositums 
von K* und einem fiktiven Normalkérper K, mit der Gruppe § iiber A,, 
wobei (K* ~ K,) = K, ist. Wir driicken dies dadurch aus, daS wir § in 
der Gestalt schreiben: 


(2) 


5 = (G* x G)s. 
GemaB (1) und (2) sind nun §* und § ersichtlich (1)-isomorph vermége 
der Beziehung: 
Zar C0 «—> (A* x Z,-C°). 
Dabei wird der Normalteiler (¢) auf (1 x (¢)) abgebildet. In der Gestalt § 
haben wir nun §* explizit in der Hand, so da8 sich der Beweis des Haupt- 
satzes sehr einfach gestaltet: 

a) Ist cs », ¢ ~ 1, so gibt es nach Brauer, a. a. O., einen umfassenden 
Normalkérper K*, in dem c, » ¢ eng assoziiert zu 1 wird. Ist G* die 
Galoissche Gruppe von K*, so muB also §* eine Untergruppe N* der 
Form (A* x h4-) enthalten, so daB jedes A* genau einmal vorkommt und 


(3) (A* x hy+)-(1 x N) = H* 


ausfillt. Die h,. bilden eine Untergruppe ’ von §; A* erscheint durch 
A* <>» (A* x has) +hy- auf §' bezogen. Bei diesem Homomorphismus 
werden genau solche Elemente auf (H'~®) abgebildet, die in H* mit 
Elementen von ® multipliziert erscheinen; diese bilden aber die zu K, in 
©* gehérige Untergruppe. Es gibt also in K* einen K, umfassenden 
Normalkérper K’ mit der Gruppe §’, so daB K, in K’ zur Untergruppe 
(H' ~N) gehért. Nun folgt aber aus (3) §'-M = H, so daB bei redu- 
ziertem § tatsiichlich 5’ = § und (§’ AN) = N wird. 


4 
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b) Ist nun § wieder nicht als reduziert vorausgesetzt, so beweisen 
wir das Hinreichen der Bedingung. Ist namlich K, in ein K* mit G@* ~ § 
einbettbar, so daB K, dabei N entspricht, so haben wir: H* = (H x H)s. 
Diejenige Untergruppe U von (§ x §)e, bei der immer gleiche Elemente 
miteinander multipliziert erscheinen, erfiillt offenbar die Bedingungen: 
U-(1 x N) = H* und U ist (1)-isomorph zu §; womit alles bewiesen ist. 

Damit sind gewisse Kinbettungsprobleme auf die Untersuchung der 
zum Faktorensystem gehérigen Algebra zuriickgefiihrt. Fiir diese letzteren 
gilt aber nun der folgende von H. Hasse bewiesene Satz‘): 

Eine normale einfache Algebra A iiber dem algebraischen Zahlkérper 
K, zerfalit genau dann, wenn fiir jedes p — endlich oder unendlich — 
aus K, A-K, zerfillt, wenn K, den p-adisch abgeschlossenen Kérper von 
K, bedeutet. Dabei kann eine beliebige Primstelle auBer Betracht ge- 
lassen werden. 

Diese letzte Bemerkung folgt nimlich aus dem a. a. 0. bewiesenen 


Satze, daB fiir die Invarianten (3) gilt : = (2) =0 mod 1. 
D 


Es sei nunmehr eine reduzierte Gruppe § mit zyklischem Normal- 
teiler MN = (¢) von der Ordnung n, sowie ein Normalkérper K, iiber 
dem algebraischen Zahlkérper K, mit der Galoisschen Gruppe © ~ §/N 
vorgelegt, so daB die Relationen (1) erfiillt sind. Denken wir uns K, 
bereits in einem K, mit der Gruppe § enthalten, sind p, cinander ent- 
sprechende Primideale aus K,, so erscheint fiir die p,-adischen Erweiterungen 
K, nunmehr K, iiber K, in K, eingebettet. Die Galoissche Gruppe von 
K, iiber K, ist dann die Zerlegungsgruppe 3, von p,. 3, ist dadurch 
charakterisiert, daB sich 3, N/M = 3, ergibt, wo 3, die Zerlegungsgruppe 
von Pp, in © bedeutet; zu K, gehért in 3, dann die Untergruppe (3, >). 
Wir verstehen nun unter einem dem Einbettungsproblem im GroBen zu- 
geordneten Problem im Kleinen die Forderung, K, iiber K, in ein K, mit 
einer Gruppe 3, c § derart einzubetten, daB K, zur Untergruppe (3, 4) 
gehért. An 3, wird dabei die Bedingung 


(4) 3, K/N = 3, 
gestellt. Wir behaupten nun den 


Satz 1: Ist § reduziert und geniigt den Bedingungen (1), so ist K, 
mit der Gruppe $/N genau dann in ein K, mit der Gruppe § so einbettbar, 
dap K, zu N gehért, wenn fiir alle p aus K, wenigstens ein entsprechendes 
lokales Einbettungsproblem lésbar ist. 

Beweis: Die durch § definierte Algebra A hat K, als Zerfallungs- 
kérper. Ist D eine Darstellung von A in K, mit den Konjugierten 
D= De, Ds, Dz, ..-, dann léBt sich D erginzen zu einer Darstellung 


we we ) Be) 


i ad 
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D von A = A-K, inK,. Die Konjugierten zu D sind nunmehr D = Dg, 
Bz, Dz, --. wenn E, Z,, Z,, ... die Elemente von 3, bedeuten. Da 
beim Ubergang von D zu D nur Diagonalmatrizen hinzugenommen werden 
bleiben die Transformierenden’*) 
Pz, Zo mit P; 22° Dz, . P;,, a = Dz, 

gleich den Transformierenden Pz, z,. Das Faktorensystem von A in 
K, wird somit cz, z,,z,- Bildet man nun die Gruppe § gema&B den Rela- 
tionen (1), so sieht man, da®B § die durch 3, = $/® definierte Untergruppe 
von § ist. Wegen (4) ist also 3,- = §, so daB das durch 3, definierte 
Faktorensystem eng assoziiert zu dem von § definierten ist. Ist nun 
K, tiber K, in ein K, mit der Gruppe 3, einbettbar, dann folgt somit 
aus dem Brauerschen Satz in der von uns bewiesenen Verallgemeinerung 
das Zerfallen von A = A-K,. Wenn also fiir alle p ein lokales Ein- 
bettungsproblem lésbar ist, so zerfaillt A iiberall und damit iiberhaupt. 
Aus dem Brauerschen Satz folgt nunmehr die Behauptung. 

Aus der weiter oben gemachten Bemerkung iiber die Invarianten 
der A ergibt sich 

Satz la: Bei Satz 1 kann eine endliche oder unendliche Primstelle 
unberiicksichtigt bleiben. 

Die an die Gruppe § durch (1) gestellten Bedingungen sind besonders 
dann sehr einschriankend, wenn ¢4 + ¢ ist, da damit iiber die Natur des 
einzubettenden Kérpers spezielle Aussagen gemacht werden. Es sind fiir 
die Anwendung daher besonders die Fille wichtig, wo N sogar element- 
weise invariant bleibt. Fiir solche Gruppen werden wir nun beweisen, 
da8 man von der Reduziertheit von § absehen kann und auch von ® nur 
za verlangen braucht, daB es Abelsch ist. Es gilt nimlich 

Satz lb: Enthdlt die Gruppe § eine elementweise invariante, Abelsche 
Untergruppe N vom Typus (I, Tt, ..., Tf"), und liegen in K, alle 
l*-ten Einheitswurzeln, so lapt sich ein Kérper K, tiber K, mit der Gruppe 
© ~ §/N genau dann so in ein K, mit der Gruppe § einbetten, dap K, zu N 
gehért, wenn fiir alle p aus K, wenigstens ein zugehériges lokales Einbettungs- 
problem lésbar ist. 


Beweis: Es ist nur zu zeigen, daB aus der Kinbettbarkeit im Kleinen 


die im GroBen folgt. Sind r1,, t,, ..., t die Basiselemente von &, so 
werde §/(r,, Ts, «++, T;—a» Ti+ 1) «++» Tr) Mit H bezeichnet. Schreibt man § 
in Restklassen nach ® mit den Reprisentanten Zp, Z,4, ..., 80 ist er- 


sichtlich § ~ (§ x H® x ... x H”)@ vermége des Isomorphismus 
Zag tit th)... the > (ZY. 18) (ZY 8)... (Z-RO), 


*) R. Brauer, Math. Zeitschr. 28, S. 677. 











74 H. Richter. 


wo Z\? das Z, in §" entsprechende Element ist. ® erscheint dabei als 


(R™ x R® x... x R™), wo N° zyklisch von der Ordnung 1” ist. Es [| 


sind also die den § entsprechenden Einbettungsprobleme 2 K,< K, < Ky 
zu lésen, derart daB K{’ mit Ky... K¥-" den Durchschnitt K, hat. 

Eine véllig reduzierte Untergruppe von 5 sei mit R® bezeichnet; 
ebenso seien wie im Beweis zu Satz 1 die Gruppen § < §, 5° < 9” 
und R® < RY durch H/N = 3,, HY/N® = 3, und R/(N A R®%) = 3, 
eingefiihrt, wo 3, die Zerlegungsgruppe einer Primstelle p von K, ist, an der 
die Einbettbarkeit von K, in ein K, wit der Gruppe 3, vorausgesetzt 
wird: nach (4) ist dabei 3, eine Reduzierte von § Es gilt nun 
5° = H/(z,, To) «+5 Ti— a» Ti 4 1» «++» Ts); DEH diesem Homomorphismus werde 
3, abgebildet auf eine Untergruppe 3° von 5“; wegen 3,-N = §H gilt da- 
bei 3 -N© = H. 3 ist somit eine Reduzierte von H®. Die zu K, in 3, 
gehorige Untergruppe (3,%®) ist dabei Obergruppe des abbildenden 
Normalteilers von 3, und wird auf (3M) abgebildet. K, ist tiber 
K, also auch in ein KY mit der Gruppe 3{° einbettbar, so daB K, zu 
(3°) gehért. Das zu 3 gehdrige Faktorensystem ist demnach 
dem Einheitssystem eng assoziiert. Nun sahen wir, daB 3 eine Reduzierte 
von §® darstellt; ebenso ist R® eine Reduzierte von §®, da ja R® 
Elemente aus allen Restklassen von § nach N® enthalt, was dann 
natiirlich auch fir R gilt. Die zu 30°, § und R® gehédrigen Faktoren- 
systeme sind also alle untereinander und damit dem Einheitssystem asso- 
ziiert. Die durch ®” definierte Algebra zerfallt also an der Primstelle p. 
Da dies fiir alle p und ¢ gilt, folgt aus den Satzen von Hasse und 
Brauer, daB die den R” entsprechenden Einbettungsprobleme F alle 
lésbar sind. Es ist also noch zu zeigen, daB aus der Lésbarkeit von F” 
die von E mit der geforderten Nebenbedingung folgt. 

Es sei also K, tiber K, in ein K{ mit der Gruppe R eingebettet, 
so daB K, zu (RON) gehért. Ist nun C® mit der Galoisschen 
Gruppe (¢,) ein zyklischer, zu K{® fremder Kérper iiber K, vom Grade 
lL)", so hat Ke ow die Galoissche Gruppe (R x (o;)). Das erzeugende 


Element of von (R® RNR) werde mit o; bezeichnet. (R” x (o;)) wird 
nun isomorph auf §® bezogen durch die Abbildung 


2 
Z® a »b al; +b 
4°01, °0; > Za-% : 


Der abbildende Normalteiler ist dabei (9; - 0; “ ), die zu K, gehérige Unter- ~ 


gruppe (o;)x(o;) wird auf R® abgebildet. In Ko C® liegt also ein K, 
umfassender Normalkérper KY mit der Gruppe §, so daB K, zu KR 
gehért. 


—-- oo &, —™ oe 


< 


aS —  o——_~ 
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or 





Wir betrachten jetzt KY, K®, ..., KY, KY und K,C als Kérper 
iiber K, und verlangen, daB KY zu K* = K®...K%~» fremd wird. 
Wir unterscheiden nun die Fille: 


_a) xz; > 9: Ist KY zu K* nicht fremd, so liegt der durch (0; -¢; fi z a;') 
in KY C® definierte Unterkérper von KY in K*. Derselbe ist aber wegen 


(04-0; we oi) = (0;, a1) Unterkérper von C® K,. CK, wiire also nicht 
fremd zu K* iiber X,. 

b) z; = 0: Es ist E® = FO, Ist Ke fremd zu A*, so kann KY’ = Ky 
gewahlt werden. Enthilt dagegen K* den durch (g/) in R®, also durch 
(oi, o;) in (R® x (o,)) definierten Unterkérper, und auBerdem noch den 


durch (0;-0; i oi!) = (o;-0; °, a!) definierten Unterkérper von K{, so 
auch das Kompositum dieser Unterkérper, das durch (ol, o,) definiert 
ist. Dann enthalt aber A* erst recht den durch (9,, ai) definierten Unter- 
kérper von C® K,. 

Da es nun aber iiber K, beliebig viele C® gibt, laBt sich C® so 
wahlen, daB (CK, K*) = K, und damit (K* \ K®) = K, wird, wie 
behauptet. 


§ 2. 


Einbettung normaler biquadratischer Kérper in solche achten Grades. 

Als Anwendung unserer Betrachtungen wollen wir nunmehr zusehen, 
unter welchen Bedingungen sich ein Normalkérper K, vom Grade 4 in 
ein K, mit (K,:K,) = 2 einbetten laBt. Die Abelschen Fille schlieBen 
wir dabei, wie in der Einleitung bemerkt, aus. § ist also die Dieder- 
gruppe oder die Quaternionengruppe. Wegen n = 2 ist die Theorie des 
§ 1 stets anwendbar, sofern § reduziert ist. 

a) Die Diedergruppe werde erzeugt durch S, = (1234) und S, = (12)(34). 
Das erzeugende Element von ® sei tr = S¢-S%. Dann ist also: 


t = §,-r-Sy! = &¢-S,-S;-Sy>', woraus wegen S,-S,- S71 = S}-S, 
folgt: + = S¢ und, wegen t? = 1, tr = S?. Im Sinne der Zerlegung von 
§ in Nebenklassen nach ® wird somit: 

§ = (1, S}) + (S,, S}) + (S,, 8, St) + (S8,8,, 8, 8}). 
§/N ist also Abelsch vom Typus (2,2). § ist offenbar reduziert. 


b) Die Quaternionengruppe sei erzeugt durch j,k und / mit den 
Relationen j-4 = —k-j =l, 7 =k =? = —1. Das einzige Element 
der Ordnung 2 ist —1, und dieses erzeugt auch einen Normalteiler N. 
Die Zerlegung von § nach ® lautet: 
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§ = (1,—) + Y.-J) +.—H+(,—). Offenbar ist wieder 
reduziert und §/® ist Abelsch vom Typus (2, 2). 

Fiir die Einbettung in Dieder- oder Quaternionenkérper, d. h. Korper 
mit der Dieder- oder Quaternionengruppe als Galoisscher Gruppe, kommen 
also nur Kérper K, vom Typus (2,2) in Frage, deren quadratische Unter- 
kérper Q,, Y, und Q, heiBen mégen. Die beiden fiir K, in Frage kom- 
menden Typen kénnen dann in folgender Weise charakterisiert werden: 

Satz 2: a) Bin K, umfassender Normalkérper K, achten Grades ist 
genau dann ein Diederkérper, wenn er nicht Abelsch und in bezug auf genau 
ein Q, zyklisch ist. 

b) K, ist genau dann ein Quaternionenkérper, wenn er nicht Abelsch 
und in bezug auf alle Q, zyklisch ist. 

Der Beweis dieser Tatsachen ergibt sich unmittelbar aus der oben 
angefiihrten Zerlegung von § nach ®. 

a) Lésung im Kleinen. Nach diesen Vorbereitungen behandeln 
wir das vorliegende Einbettungsproblem zunichst fiir den Fall, daB K, 
ein Lokalkérper mit der Primstelle p = (x) ist. Die Lésung geschieht 
hier mit Hilfe der Klassenkérpertheorie im Kleinen. Die Normklassen- 
gruppe eines zyklischen Kérpers C vom Primzahlpotenzgrade 1" wird dabei 
durch einen Charakter y von der Ordnung /” definiert, von dem man y (u,) 
fiir die Basiselemente der Restklassengruppe nach dem p-Fiihrer von C 
und ¥(z) anzugeben hat. Zum Trigheitskérper W gehért dann 7" = y°; 
nach der Maximaleigenschaft des Tragheitskérpers ist dies die kleinste 
Potenz, fiir die y* mod p® erklirbar wird. Die Verzweigungsordnung e 
von p in C ist also gleichzeitig die Ordnung von (a) fiir die zu p 
fremden «a. Geht p in / nicht auf, so ist der p-Fiihrer gleich p® oder p', 
so daB das einzige u als (N(p) — 1)-te Einheitswurzel gewahlt werden kann. 
Wir zeigen zunichst 

Satz 3: Es gibt fiir pt2 tiber K, genau einen Normalkérper K, vom 
Typus (2, 2). 

Beweis: Bezeichnet 7 eine primitive (N (p)— 1)-te Einheitswurzel, also 
gleichzeitig das erzeugende Element der Restklassengruppe mod p, so sind 
die einzigen Charaktere der Ordnung 2: 

ti (n) = +1 mit x,(7) = — 1; x(q) = —1 mit x, (2) = +1: 
%s(n) = — 1 mit x,(z) = — 1; 
dabei gilt y,- 7, = 73; q. e. d. 

Weiterhin beweisen wir folgenden 

Satz 4: Es sei pt2, Q der wnverzweigte quadratische Kérper iiber K,, 
also Q = K, (Cwi2)—,:) = K,(¢). Dann wird der Automorphismus S von 
Q tiber K, gegeben durch [ +" mit n = N(p) (mod 4). 





co -=s eM ss 
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Beweis: Ist Q, ein verzweigter quadratischer Kérper iiber K,, so ist 
Q,Q iiber Q verzweigt, so daB fiir die Charaktere y von Q, iiber K, und 
y von Q,Q iiber Q gilt: 

y(¢) = ~(n) = —1, wenn ¢ und » wie oben definiert sind. 

Nach dem Verschiebungssatz ist nun: 

v(o) = 4(0-0") = x (9°); 
also wegen p(C) = — 1: 
cnt) = yt = (2-\Y®) +) mit ungeradem a. 
Also ist: 
n+ 1 =(N(p) + 1)-a(mod N (p*) — 1) 
und damit wegen N (p)* — 1 = 0 (8) erst recht: 
n = (N(p) + 1)-@ — 1 (mod 4); 
fir N(p) = 1 (4) folgt n = 2a—1=1 (mod 4), 
fiir N(p) = -- 1 (4) folgt m= —1 (mod 4); q.e.d. 

Nunmebr kénnen wir die Einbettungsfrage fiir pt+2 beantworten durch 

den folgenden 


Il 


Satz 5: Fiir pt 2 lapt sich der — einzige — Kérper K, vom Typus (2,2 
genau dann in einen Dieder- oder Quaternionenkérper K, einbetten, wenn 
N(p) = — 1 (mod 4) ist. Im Falle der Einbettung in einen Diederkérper 
ist notwendig der unverzweigte quadratische Teilkérper von K, derjenige, 
iiber dem K, relativ zyklisch ist. 

Beweis: Wir zeigen zunichst den zweiten Teil der Behauptung. K, 
enthalt zwei verzweigte quadratische Unterkérper Q,,Q, und den unver- 
zweigten Q,. Es sei nun K, in einen Diederkérper K, eingebettet, so dab 
K, iiber Q, relativ zyklisch ist; wir wollen diese Annahme ad absurdum 
fiihren. Nach Satz 2a wire K, iiber Q, vom Typus (2,2), gehérte also 


notwendigerweise zu den Charakteren y,(¢) = 1 mit y,(z) = —1 und 
%(¢) = —1 mit y,(z) = +1; dabei ist y, der zu K, iiber Q, gehérige 
Charakter, der ja y,(¢) = —1 haben muB, da A, iiber Q, verzweigt ist. 


Da nun y, 20 Q, (vs) -1) gehért, wire K, das Kompositum von K, (fy: «p — ) 
und K,, also Abelsch, was einen Widerspruch darstellt. 

Ist also K, iiberhaupt in ein obiges K, einbettbar, so ist A, zyklisch 
iiber Q,. Der definierende Charakter von K, in Q, sei y mit y* = x. 
Wir sahen schon, daB y,(¢) = —1 sein mu’. Wahit man 2 aus A,, 
so ist weiter y,(7) = +1 nach dem Verschiebungssatz, da n(x) = 2° 
Norm aus Q, in K, ist. Es gilt also: 


y(0) =i mit y(x)=4+1. 


Wir haben also zu sehen, ob diese beiden Charaktere y den Bedingungen 
von Satz 2a oder 2b geniigen. Jedenfalls definieren sie Kérper A, und 
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Ky, die in bezug auf K, Galoissch sind; bei einer Zahl « = (¢-2* mit 
y(«) = +1 muB namlich ¢ in einer durch 2 teilbaren Potenz vorkommen, 
so da8 sich bei Anwendung von S ergibt: 

vy (a) = p(CSPe'- pla) = x, (E> pz)" = 20 (0 - p(2*) = yp (a) = + 1. 
Notwendig und hinreichend dafiir, daB K, nun nicht Abelsch wird, ist die 
Tatsache, daB sich p(f%) = p(t") + w(¢) ergibt; d. h. m = — 1 (mod 4) 
und damit nach Satz 4 N(p) = —1 (mod 4). Wir haben also noch 
nachzuweisen, da8 in diesem Falle der eine der beiden Kérper K, und 
Ky ein Dieder-, der andere ein Quaternionenkérper ist. Dies ist aber 
klar: K, und Ky sind verschiedene Kérper; nach Satz 3 kénnen sie also 
iiber Q, nicht beide vom Typus (2,2) sein. Sie sind aber auch beide von 
der Verzweigungsordnung 2 iiber Q, und somit nicht beide iiber Q, zyklisch, 
da es iiber Q, nur einen zyklischen Kérper vierten Grades mit der Ver- 
zweigungsordnung 2 gibt; naimlich »(y) = —1 mit p(x,) =+%, wo (x,) 
die Primstelle von Q, ist. 

Fiir p/2 gelten entsprechende Satze nicht. Wir kénnen hier nur 
ein allgemeines Verfahren angeben, das uns erlaubt, die Einbettungs- 
frage im einzelnen Falle wirklich zu beantworten. Sind y,, x,, x; die 
Charaktere von Q,, Q, und Q, in K,, so bestimme man mit Hilfe des 
Verschiebungssatzes die Charaktere 7; und y, von K, iiber Q, und Q,. 
Es gibt nun in Q, nur endlich viele Charaktere y der Ordnung 4. Man 
hat also festzustellen, welche dieser y Galoissch, aber nicht Abelsch sind 
und der Bedingung y*® = x; geniigen. Gibt es kein solches y, dann ist 
die Einbettung in einen Quaternionenkérper unméglich. Bei der Ein- 
bettung in einen Diederkérper hat man noch zuzusehen, ob es zu yx; noch 
ein yj der Ordnung 2 gibt, so daB der durch zy, und yf zusammen defi- 
nierte Kérper Galoissch und nicht Abelsch ist. 

Gibt es dagegen ein obiges y, so suche man eine Zahl « in Q, mit 
z%2(«) = —1. Notwendig und hinreichend dafiir, daB K, iiber Q, vom 
Typus (2,2) ist, ist dann: 

a ist Norm aus K, in Q,; also nach dem Verschiebungssatz: « ist 
Norm aus K, in K, und damit ist 6 = n¥ (a) Norm aus K, in Q,. Ist 
also y(8) = + 1, so handelt es sich um einen Diederkérper, im anderen 
Falle um einen Quaternionenkérper. 

b) Lésung im GroBen. Es sei nunmebr K, ein algebraischer Zahl- 
kérper; die quadratischen Unterkérper von K, seien Q, = K,(VD,) mit den 
Diskriminanten D,. In D, gehen Primstellen p mit p/2 in erster Potenz 
oder gar nicht auf. Geht ein p in D, nicht auf, so laBt sich D, so 
wahlen, daB auch D, +0 (p) ist. D, ist dadurch bis auf ein Quadrat, 
das quadratische Restsymbol ( 2) also eindeutig bestimmt; dieses ein- 
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¥ 


, : ‘D — , aan 
deutig bestimmte (=) bezeichnen wir mit ( =). Ist ein p in K, vollig 


unverzweigt, so ist (>) (>) = (>) Fiir pf2 ist (=) = +1 Aqui- 


D 
valent mit der Aussage, daB p in Q, voll zerlegt ist, wahrend (=) =-—l 


die Unzerlegtheit von p in Q, ausdriickt. Ist p72, so gilt fiir wenigstens 
ein D,:D, = 0 (p) 

Wir fragen nun, wann &, in einen Quaternionen- oder Diederkérper K, 
einbettbar ist, wobei im Falle der Einbettung in einen Diederkérper noch 
bestimmt sei, daB Q, derjenige quadratische Unterkérper von K, werden 
soll, iiber dem K, zyklisch ist. Wir haben nun Satz 1 in Anwendung zu 
bringen, wobei wir darauf achten, daB in den Bezeichnungen des Beweises 
zu Satz 1 lediglich 3,-M = § zu gelten hat. 


1. Reelle unendliche Primstellen p..: Ist bei Einbettung im einen 
Diederkérper p.. in K, verzweigt, so sei etwa Q, der Zerlegungskorper. 
Das zugehérige § ist die Untergruppe (1, S?) + (S,,S%), also zyklisch vom 
vierten Grade und reduziert. Das lokale Einbettungsproblem ist nicht 
lésbar. Ist dagegen fiir p.. Q, der Zerlegungskérper, so ist § die Unter- 
gruppe (1,8?) + (S,,S8,S?), wovon (1, 8,) eine Reduzierte darstellt, so 
da8 gar keine Forderungen gestellt werden. 

Bei Einbettung in einen Quaternionenkérper mu natiirlich p. 
in K, unverzweigt sein, da K, als der cinzige biquadratische Unterkérper 
von K, auf jeden Fall Zerlegungskérper wird. In allen Fallen, wo eine 
Primstelle in K, voll zerlegt ist, werden an sie keine Forderungen gestellt, 


da das zugehérige § = (1, S?) ist, was sich zu (1) reduzieren lift. 
, ; , : . (Ds\ _ (De\ _ (Ba) 
2. “— p mit pt2D,D,: Es ist (3) = ( a] on ( >) = +] 
oder ein (=) = + 1, wihrend die anderen = — 1 sind. Im ersten Falle 


ist p in K, voll zerlegt, so da® sich keine Bedingungen ergeben. Im 
zweiten Falle ist die Reduzierte zu § entweder zyklisch von der Ordnung 4 
oder besteht nur aus der Gruppeneins. Die letzte Méglichkeit liefert keine 
Bedingungen, wahrend bei der ersten der unverzweigte quadratische Kérper 
iiber K, in einen zyklischen Kérper vierten Grades einzubetten ist, was 
etwa durch den unverzweigten biquadratischen Kérper geleistet wird. 

3. Endliches p mit p+2 und p/D, D,: GemaB den obigen Erorterungen 
gibt es ein D, mit p?D,, wahrend p/D, fiir u + v. 


Es sei y = 2. Ist nun (2) = +1, so ist 9 zyklisch von der Ord- 


nung 4 und es ist somit ein verzweigter quadratischer Kérper iiber K, in 
einen zyklischen vierten Grades einzubetten. Dafiir ist notwendig und 
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D, 


hinreichend, daB N (p) = 1 (mod 4) ist. Ist dagegen (>) = — l, so ist 


§ = § und nach Satz 5 ist das lokale Einbettungsproblem genau denn 
lésbar, wenn N(p) = — 1 (mod 4) ist. ZusammengefaBt: Es ist genau 
( 22) = N (p) (mod 4) erforderlich. 


Es sei dagegen v = 1 (oder 3). Im Falle der Einbettung in einen 
Quaternionenkérper bedeutet dies nur eine Umnummerierung. Beim Dieder- 


Ii 


kérper ist fiir ( >) = +1 die Reduzierte zu § die Gruppeneins, so dab 


keine Bedingung entsteht; fiir (>) = — 1 dagegen ist § = § und nach 
Satz 5 ist das Lokalproblem unlésbar. 

Bezeichnet man die in A, verzweigten ungeraden Primstellen (d. h. 
pt2) mit p,, wenn p,fD,, so kénnen wir nun zusammenfassend sagen: 

Satz 6: Notwendiq und hinreichend fiir die LEinbettbarkeit eines 
Kérpers K, vom Typus (2,2) in einen Diederkérper ist bei passender 
Numerierung der Q,: 

a“) px in Q, unverzweigt; 

B) (2) =()= +1, (2) = Moy) (mod 4); 

y) Lésbarkeit eines zugehdrigen Lokalproblems fiir die p / 2. 

Satz 7: Notwendig und hinreichend fiir die Einbettbarkeit eines 
Korpers K, vom Typus (2,2) in einen Quaternionenkérper ist: 

a) px m K, unverzweigt; 

D. 

8) (5) = Nip.) (mod 4); 

y) Lésbarkeit eines zugehérigen Lokalproblems fiir die p/2. 

Die etwas unangenehme Bedingung y) wird sich im allgemeinen Fall 
nicht vermeiden lassen, so daB man das am Ende des vorigen Abschnitts 
angegebene Loésungsverfahren anzuwenden hat. In einigen Fallen laBt 
sie sich jedoch umgehen; es gilt nimlich 

Satz 6a und 7a: 1. Ein p/2 kann unberiicksichtigt bleiben; insbesondere 
ist y) iberfliissig, wenn es nur ein p/2 gibt. 

2. Ist p/2 in K, unverzweigt, so ist das zugehérige Lokalproblem lésbar. 

3. Ist bei Einbettung in einen Diederkérper p/2 in Q, voll zerlegt, so 
ist das Lokalproblem lésbar. 

4. Ist p/2 in Q, voll zerlegt, so ist das Lokalproblem dquivalent zu der 
Forderung, daB —1 Norm aus K, in Q, ist. 


Beweis: 1. Siehe Satz la. 
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2. p ist nicht unzerlegt, da sonst K, iiber K, zyklisch sein miBte; 
also ist p in wenigstens einem Q, voll zerlegt. Die Reduzierte zu § ist 
zyklich von der Ordnung 4 oder die Gruppeneins. Im letzteren Falle ist 
nichts zu zeigen, im ersteren ist wegen der Unverzweigtheit von K, iiber 
Q, die Lésbarkeit des Lokalproblems klar. 

3. Die Reduzierte zu § ist die Gruppeneins. 

4. Fir in K, unverzweigte p ist die Behauptung klar. Ist dagegen 
p verzweigt, so ist erforderlich, daB sich der Charakter 7 von K, iiber 
Q, = K, als x = y’ schreiben laSt. Dies ist nur eine Forderung fir die 
z(u,;), WO u,; Basiselement der Restklassengruppe mod p* fiir geniigend 
hohes r ist. Aus 7 = y® folgt aber 7(— 1) = y?(—1) = y(1) = 1. Ist 
umgekehrt 7(— 1) = 1 erfiillt, so wahlen wir t so hoch, daB fiir jedes 
B =1 (mod p*) folgt: 8 = y*. Ist nun u, ein Basiselement der Ordnung 2 
mod p* — fiir alle anderen Basiselemente ist ja die Erklarbarkeit von p 
klar —, so ist also ut = y* oder u, = +7. Es gilt somit y(u,) = (+ 1) 
-4(y*) = 1, so daB sich y durch p(u,) = + 1 erkliren laBt. 

Es gilt demgema8 speziell fiir den rationalen Grundkérper R, wo wir 
D, und D, als gleich ansehen diirfen: 

Satz 6b: K, vom Typus (2,2) tiber R ist genau dann in einen Dieder- 
kérper einbettbar, wenn bei passender Numerierung gilt: 

D, > 0 nebst (3) = (72) =1 und (>) = p, (mod 4). 

Satz 7b: K, ist genau dann in einen Quaternionenkérper einbettbar, 
wenn gilt: 

D 
D, > 0 nebst (=) =p, (mod 4) fir »v = 1,2,3. 


§ 3. 
Einbettung quadratischer Kérper 
iiber R in nicht-Abelsche Normalkérper achten Grades, 
Soll Q in einen Diederkérper eingebettet werden, und ist D = + 2¢ 
“P,P, «++, 80 Wahlen wir eine Primzahl g, welche in R (i, ¥2, Vp,, Vp,, ---) 


voll zerlegt ist. Es gilt dann: 
ey as a - 
(2)=4+1, (F)=+h (F)=41 


\q q 
so daBS wir auf Grund des quadratischen Reziprozititsgesetzes haben: 
D\ _ - - (2) as + 
(7) = +1=q (mod 4); (+) = +1. 


Setzen wir nun D = D, oder D, und g = D,, so sind die Bedingungen 
des Satzes 6b erfiillt. 
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Wir haben also 
Satz 8: Jeder quadratische Kérper Q tiber R lift sich in eimen 
Diederkirper einbetten, wobei man beliebig vorschreiben kann, welcher Unter- 
kérper Q werden soll. 

Zur Untersuchung der Einbettbarkeit in einen Quaternionenkérper K, 
stellen wir zunichst die méglichen Typen der K, auf, wie sie durch die 
Diskriminanten D, gekennzeichnet werden. Enthalt nun ein D, die Zahl 4 
als Faktor, so schreiben wir D, = 4-d,, im anderen Falle D, = d,. Der 
Satz 7b bleibt erhalten bei Ersetzung der D, durch die d,. Weiterhin 
fiihren wir GréBen y, durch y, = J] p, bei festem y ein. 

a) Sind alle d, ungerade, so haben wir d, = “~>-*, so daB Satz 7b 


’ 


ergibt: 
(5) (—=).(=++) =», (mod 4), 


Vy Vy 


wenn wir » mod3 rechnen. Multiplizieren wir die Gleichungen (5) unter 
Beachtung des quadratischen Reziprozitatsgesetzes, so erhalten wir: 
Yy—1 %y—1 


(6) (—1yr<* *  * sey,-y,+y, (mod 4). 








Die Lésungen von (6) lauten bei passender Numerierung: 
(Yrs Yor Ys} = (1, 1, 1) oder (3, 3, 3} (mod 4), 
woraus sich ergibt, daB 


d, =d,=d,=1 (mod 4) 
ist. 
8) Sind nicht alle d, ungerade, so ist wenigstens eines von ihnen, 
etwa d, ungerade, so da wir haben: 


dy = ¥y°F33 dy = 2-753 dy = 2M 7p 
Analog zu Gleichung (6) erhalten wir: 
Yr!) YW! 


2 2 
(7) (z=) (- "=<" = 71-72°7, (mod 4), 





woraus sich die Lésungen ergeben: 


(z) = +1 nebst {y,, y» 74} ={1, 1, 1} oder (3, 3, 3} (mod 4), 


2 
(F) = —1 nebst (7, 0 75) = (1, 1, 8), (8 1, 1, 


{3, 1, 3}, {1, 3, 3} (mod 4). 
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Die Ergebnisse von «) und f) fassen wir zusammen zu dem 
Satz 9: Es gibt folgende Typen von Quaternionenkérpern, eingeteilt 
nach dem Kongruenzwert der d, mod 8 in passender Numerierung: 
{d,, dy, ds} = (6,, 6,, 5,} (mod 8), 


wo 
{5,, 5,, 65} = {1, 1, 1}, {1, 5, 5}, {1, 2, 2}, (3, 6, 2}, (5, 6, 6}. 


Beweis: Es wurde oben gezeigt, daB jeder Quaternionenkérper 

einem dieser Typen angehért. Man hat nimlich zu beachten, daB stets 
6,-6, = 6, (mod 8) gelten muB, wenn 6, ungerade ist. Der Existenzbeweis 
wird durch den folgenden Satz erbracht werden. 
f Die genannten 5 Typen seien im folgenden mit a—e_ bezeichnet. 
Satz 10: Notwendig und hinreichend dafiir, daB sich ein quadratischer 
' Kérper Q mit der Diskriminante D = 4-d oder D=d in einen Quater- 
nionenkorper K, einbetten lapt, ist: d >0; d#7 (mod8). Dabei lapt 
sich der Typus fiir K, beliebig vorschreiben mit der Einschrinkung, daB 
der Kongruenzwert von d bei diesem Typus vorhanden ist. 

Beweis: Es sei d und ein dazu passender Typus vorgelegt. Wir 
numerieren die 6, des betreffenden Typus so um, daB d = 4, (mod 8) 
ist; handelt es sich um die Typen c—e und ist d gerade, dann soll auch 
' 6, gerade sein. Wir unterscheiden nun: 

a) Typen a und 6:d =p,...p,. Wir suchen eine Primzahl qg, die 


den Bedingungen geniigt: (3) = p; (mod 4) nebst g = 46, (mod 8). Dies 
liefert eine bestimmte Klasse mod 8d, so daB nach dem allgemeinen Satz 
von der arithmetischen Progression die Existenz eines derartigen q sicher- 
gestellt ist. 

: Setzt man nun d, = d, d, = q, so hat man: 


. (2) - (2) = p; (mod 4) nach Konstruktion; 
(2) = ( +) = d, = q (mod 4) nach dem quadratischen Reziprozitits- 
1 


: gesetz. Satz 7b liefert nun die Behauptung. 
B) Typen c—e; also {6,, 6,, 6,} = {1, 2,2}, (3, 2, 6},.(5, 6,6}. Es 
sei d = p,...p,, wo die p; ungerade sind. Wir suchen ein primes 4, 
das den Bedingungen geniigt: 
q\ _ (2 
(,) = (p,)-% (mod 4), 


2q = 4, (mod 8), was wie oben erfiillbar ist. 





STS ST 
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Setzen wir nun d, = d, d, = 2q, so haben wir: 
d. 2) 
(7) = (p,)"(p,) = vs (mod 4), 


d, ¢ 4—1 43 o=3.4-8 2 5 
(F)=(g%) (© =(- 0. (F) = B (nod 4, 
wie man durch Einsetzen leicht verifiziert. Aus Satz 7b folgt die 
Behauptung. . 

y) Typen c—e und d= 2-p,...p, =2-y. Wir suchen ein primes 
q, das den Bedingungen geniigt: 


q\__ /2 
(F,) = (p,) 7 (mod 4, 
2-q = 6, (mod 8), 
a=?,1—? 
(=) =(—1) © ®-y.(2).% (mod 4). Die beiden letzten Bedin- 
gungen geben zusammen eine Bedingung mod 8, so daB qg mod 8y zu 
bestimmen ist. Wir setzen nun d, = d, d, = 2q und haben: 


(2) =p, (mod 4), 
—1q 1 


B-F-BH-Gigyew 


z—!,4-3 
= (=) (=) -7-( -l)*' * = ; =q (mod 4), 


so daB auch hier alles bewiesen ist. 


(Eingegangen am 23. 6. 1935.) 
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Uber die Beziehungen 
zwischen den Faktorensystemen und der Norm- 
klassengruppe eines galoisschen Erweiterungskérpers. 


Von 


Tadasi Nakayama in Osaka (Japan). 





Die Gruppe der Klassen assoziierter Faktorensysteme eines zyklischen 
Erweiterungskérpers ist bekanntlich, bei Zugrundelegung der Normierung, 
mit der Normklassengruppe identisch. Ich untersuche in der vorliegenden 
Arbeit die Beziehungen zwischen den Faktorensystemen und den Norm- 
klassen einer allgemeinen galoisschen Erweiterung. 


§ 1. 
Faktorensysteme und Normklassengruppe. 


Es sei K/k eine beliebige separable galoissche Erweiterung vom 
Grade » und © sei ihre galoissche Gruppe. Unter einem Faktoren- 
system (a) von K/k verstehen wir wie iiblich ein System von n* von 


Null verschiedenen Elementen ag (R, S,... €G) aus K mit den n° 
Relationen 
(1) ar, st 4s, 7 = Gps, rh, s- 


Satz 1. Fiir jedes R ist J] ap, 5 im Grundkérper k enthalten, wo- 
se6 


bei S alle Elemente von © durchliduft'). 
Beweis: Aus (1) folgt 
IT 42,87 J] 4s,7 = [1 4es,7 Il ah, s- 
Ss Ss Ss §8 
Da aber ersichtlich [7 as, 7 = J] aps, 7 ist, so gilt JJ aps = (J7 ap,s)". 
Ss 8 Ss 8 
Hieraus folgt J] ap,s€k, wie behauptet. 
Ss 
Diese Funktion des Automorphismus R und des Faktorensystems (a) 
bezeichnen wir im folgenden mit F(R; (a)). F(R; (a)) ist also ein Element 
in k. Die multiplikative Gruppe der von Null verschiedenen Elemente 
von k bezeichnen wir mit k*. Es sei dementsprechend N%, die multi- 


plikative Gruppe, die aus den Normen (beziiglich K/k) aller nichtver- 
schwindenden Elemente von K besteht. Dann ist k*/N%, die sogenannte 


1) Man bemerke, daB bs aps nicht notwendig in k enthalten zu sein braucht. 
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Normklassengruppe von K/k. Wir bezeichnen noch die F(R; (a)) ent- 
haltende Normklasse mit §(R; (a)): §(R; (a)) = F(R; (a)) Ni». Dann gilt 

Satz 2. Sind zwei Faktorensysteme (a) und (b) von K/k zueinander 
assoziiert, so ist §(R;(a)) = §(R3(b)) fiir jeden Automorphismus R 
aus ©*). D.h. &(R;(a)) ist eine Funktion von R und der Klasse des 
Faktorensystems (a). 

Beweis: Es seien (a) und (6) assoziiert, d. h. es gebe n Elemente 
lp, ls,... aus K derart, daB 





1S, 
(2) bes = 4z,8 * a 
RS 


fiir jedes Paar R, S aus & gilt. Dann ist 
IT bx, s = IT 4x,s IT ti, 
denn RS durchliuft mit S alle Elemente von ©. Also ist 
F(R; (6)) = F(R; (a))N (ly) doh. &(R; (6)) = F(R; (@). 

Insbesondere gilt 

Satz 2’. Ist (a) mit dem Einssystem assoziiert, so ist F(R; (a))E Ni» 
fiir jedes R. 

Satz 3. Es ist &(R; (a)) ¥(S; (a)) = F(RS; (a) fiir jedes Paar R, 8 


aus ©. 
Beweis: Aus (1) folgt 

IT 4x, s7 1] 4s,7 = I] ans, r IT ah,s; 

T T T T 
also ist nach Definition 

F(R; (a)) F (S; (a)) = F (RS; (a)) N (ae, s), 
oder, was dasselbe ist, 
& (RB; (a)) &(S; (@)) = F(RS; (@)). 

Satz 4. Durch die Abbildung von R auf die Klasse §(R; (a)) erhalt 
man einen Homomorphismus der Faktorgruppe ©/G' nach der Kommutator- 
gruppe ©’ von © auf eine Untergruppe der Normklassengruppe k*/Ni.. 

Beweis: Die Abbildung R + %(R;(a)) bedeutet nach Satz 3 einen 


Homomorphismus von © auf eine Untergruppe von k*/N%,. Es gilt 
aber dabei 


§(RS R-'S—*; (a)) = F(R; (@)) F(S; (a) F(R-; (@) F (S—'; (@)) 

= ¥(R; (a)) &(S; (@)) F(R; (@)-* F(S; @)-' = Nin, 
also entspricht jedem Element von ©’ die Hauptklasse N%,. Daraus 
folgt unser Satz unmittelbar. 


2) Die Umkehtung der Saétze 2 und 2’ gilt im allgemeinen nicht. 
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Es sei nun § eine Untergruppe von ©, und 2 der zu § gehérige 
Unterkérper. 
Satz 5. Es sei REG. Versteht man unter F.(R; (a)) das Produkt 
[Tans so ist F(R; (a)) = Nox [Fo(R; (a))). 
Beweis: Es sei 6 = H7,+ HT,+...+H7;. Aus (1) folgt 
IT@z,s7 [Tas,7 = [1 aers,7 IT ah, s- 
SED SED Se seh 
Da aber IT 4s,7 = IT 4es,7 ist, so ist IT az, s7 = ( [7 4,8)". 
SES SE SED SEH 
Daher gilt 
t 
F(R; (@))= TTarns= IT( IT 4p, s 7;) 
seG i=1 Sch 
-~ Il ( HT 4e, s)Tt = Now (14x, s) = Now [Fo(R; (@))), 
denn J] apz,5 liegt nach Satz 1 in Q. 
SEH 


§ 2. 
Abelscher Fall. 

In diesem Paragraphen beschrinken wir uns auf die abelschen 
Erweiterungen K/k, nimlich auf den Fall 6G’ = €, wo € die Einheits- 
gruppe ist. 

Satz 6. Es sei K/k abelsch. Ist der Exponent des verschriinkten 
Produktes (a, K, G) gleich dem Grad (K:k) =n‘), so erhalt man durch 
R-> §(R; (a)) einen Isomorphismus zwischen © und einer Untergruppe 
von k*/Niix- 

Zum Beweis benutzen wir den folgenden Chevalleyschen 

Hilfssatz‘). L/k sei eine separable galoissche Erweiterung end- 
lichen Grades, deren galoissche Gruppe © ist. Es sei © ein direktes 
Produkt © = §, X§,, und L, bzw. L, sei der zu §, bzw. $, gehérige 
Zwischenkérper. Ist (a) ein Faktorensystem von L/k und (L:L,) = m, so ist 

(a, L, G)" ~ (a’, L,, Hy), 
wo (a’) ein Faktorensystem von L,/k bedeutet, das durch 
a7, 7 = Nyx, (47,1); T, T’€ 9, 
definiert ist. 

Beweis des Satzes 6: Es sei 6 = G6, xG,x...x@G,, wo die G; 

zyklische Gruppen sind: G; = {S,}.  K; sei der zu 
G, x...xG;- 1X Gi 4... XG, 

8) Dann muB (a, K, G) eine Divisionsalgebra sein. 

*) C. Chevalley: La théorie du symbole de restes normiques, Journal fir Math. 
169 (1933), S. 141—157, Lemme 5. 
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zugehérige Unterkérper. Dann ist die galoissche Gruppe von K,/k die 
zyklische Gruppe 6;, und K das direkte Kompositum von K,, K,, ..., Kn. 
Setzt man n,; = (K,:k) = (G,:€), so ist J7n,; = n. Es sei noch 

i 


K, = K, .... Ki; Ki41... Kp und Mm; = NM, ~~. M—1M41--+ M- 
In dem verschrinkten Produkt 
S = (a, K, ©) = ugK+usK+uy K+ eee 


setzen wir fiir jedes Element S aus © 


"1 4,72 


r 
A 
s, Ms, °°°™ 


Us >= U 8)? 


wenn 
8 = S'S... 8; 0<745,-1 
ist. Das zum System von Operatoren us gehérige Faktorensystem (a) 
ist assoziiert mit (a). Nun sei ¢ = uit = uti(i = 1, 2, ..., A), so ist 
“— “9 


Fx, (S;; (@)) = mil s,s =. © liegt also in K, und es gilt nach Satz 5 
= 


F(S;; (@)) = N,n(¢:). Wendet man andererseits den Chevalleyschen Hilfs- 


satz auf §, = 6,x...xG;_,xG;,,x...xG, und §, = G an, so 
erhailt man 
S™ ~ (Naik, (¢;), Ki, 8) = (N ke (i), Ki, 8). 
Der Exponent von S™ ist m,, da der Exponent von S nach unserer 
Annahme gleich n ist. Die niederste Potenz von Nz, (¢;) = F (S;; (a)), 
die in NX, liegt, ist also die n-te. Da aber nach Satz 2 
& (Si; (@)) = & (Sis (@)) 
ist, so liegt F(S;,;(a))’ dann und nur dann in N%,, wenn y durch n, 
teilbar ist. Ferner ist §(S,;(a)) = Ni (¢) Nix ersichtlich in NE je 
enthalten. 
Ist nun §(S; (a)) fiir S = SS"... S'* die Hauptklasse, d. h. ist 
& (S,; (@))"* & (8,5 (a)... F (Sas (@))™ = NEw, 
& (Si; (a))"' S Nive (t« = 1,2,..., A), 


da §(S;; (a))S Ni, cS Nit fiir jedes 7 +1 ist. Also mu8 r; durch n, 


so ist 


ik = 
teilbar sein. Dann ist aber natiirlich S = EZ. Jetzt ist unser Satz eine 
unmittelbare Folgerung von Satz 4. 
Etwas allgemeiner gilt 


Satz 7. K/k sei abelsch. Der Exponent von S = (a, K, G) sei e. 
Ist %(S;(a)) = Nin, so ist S¢ das Einselement E. 
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Beweis: Wir behalten die — im Beweis des Satzes 5 
bei. Dann ist der Exponent von S™ gleich — my =1,2,...,h). Also 


ist 8G: (a))’ dann und nur dann in Mt enthalten, wenn » durch 


teilbar ist. Ist also 
(e, cz 
&(S; (a)) = Niu: S = S'S? ... 8", 





, also a durch _—~ teilbar. Daher ist S¢ = EB. 


so ist r; durch —_s “= @ a 


§ 3. 
Beziehung zu der Klassenkérpertheorie im Kleinen °). 

Satz 8. (Eine neue Fassung des Isomorphiesatzes der Klassen- 
kérpertheorie im Kleinen). Es sei k ein p-adischer Zahlkérper und K/k 
sei abelsch. Ist (a, K, ©) eine Divisionsalgebra*), so erhilt man durch 

= (S; (a)) einen Isomorphismus von G mit k*/Niy. 

Beweis: Es ist bekanntlich (k*:N%,.) = (K:k)"). Unser Satz folgt 
also unmittelbar aus Satz 6, da der Exponent einer einfachen Algebra 
iiber einem p-adischen Zahlkérper gleich ihrem Index ist. 

Satz 9. Es sei k ein p-adischer Zahlkérper und K/k abelsch. Ist 
die Hassesche Invariante der Algebrenklasse von S = (a, K, G) gleich 


: mod 1, so ist 


rar) 
(2%) =s fiir BE R(S; (a)), 
insbesondere 
(7 (S; (a)), =) = 
p ’ 


wo p das Primideal von k bedeutet. 


Beweis: Wir gebrauchen dieselben Bezeichnungen wie im Beweis 
des Satzes 6. Dann gilt wie dort (i = 1, 2, ..., h) 


S™ —~ (NE ye (Ci), Ki, Si) = (F (S;; (@)), Ki, 8). 





5) Fiir das Folgende vgl. H. Hasse: Die Struktur der R. Brauerschen Algebren- 
klassengruppe iiber einem algebraischen Zahlkérper, Math. Annalen 107 (1933), 
S. 731—760 (zit. H.) und die in der Anmerkung *) zitierte Arbeit von C. Chevalley 
(zit. C.). 

6) Es gibt stets ein Faktorensystem (a) von K/k derart, daB (a, K, G) eine 
Divisionsalgebra ist. Siehe z. B. C. Théoréme 0. 

1) Fir den Beweis unseres Satzes 8 reicht die Teilbehauptung (k*: Nim) =(K:k) 
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Andererseits ist die Hassesche Invariante der Klasse von S™ nach H. (5. 11) 
oder C. Lemma 3 gleich = mod 1, also gilt 
i 
F (8,5 (@) Ky _ 
( P ) = a. 
Da aber F (S,; (a)) = Nzx(c)) in NE» liegt, d. h. da 


‘a ee *.) _E 


ist, so folgt unmittelbar 
(7086 @) K 


p ) =&,, 


also 
_K . - . 
(PX) = 8, fir pex(Ss @) = (Ss (@), 
und daher ist 
(AS)=S fir pes (S;(@) 
fiir jedes S aus 6. 
Satz 10. Es sei k ein p-adischer Zahlkérper und K/k abelsch. Ist die 


Hassesche Invariante der Algebrenklasse von (a, K, ©) gleich —— (Ki b 5 mod 1, 


so ist 


(Be) = S« fiir Be &(S; (@)). 


Beweis: Ist (b) ein Faktorensystem von K/k —. daB die Hasse- 


sche Invariante der Klasse von (b, K, G) gleich [KiB i mod | ist, so ist 
& (S; (6))* = §(S; (a)). Daher folgt unser Satz aus Satz 9. 

Satz 11. Es sei k ein algebraischer Zahlkirper endlichen Grades, und 
K/k sei abelsch. Es sei noch p ein Primideal von k und S ein beliebiges 
Element der Zerlequngsgruppe 3 von p. Ist die ae Invariante der 


Algebrenklasse von (a, K, ) beziiglich p gleich iK; BH mod 1, so ist 
F 8; , K 
CS) == §*. 
P 
Beweis: Z sei der Zerlegungskérper von p. 4,,4,,..., 4, seien die 


verschiedenen Primteiler von p in Z, und $, sei der Primteiler von q, 
in K. ay Hassesche Invariante der Algebrenklasse von (a, Ky,, 3) ist 





gleich —“'mod1l, wo mp, der p-Grad von K/k ist. Also gilt 


(Kk: 5 = < 
nach Satz 10 





(73 oe = _ ea = =") a 
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fiir jedes i = 1, 2,..., 9. Da aber nach Satz 5 
F(S; (@)) = Nz [Fz (S; (@))) 
ist, so folgt aus C. IX. 5) 


F (S; (a)), K 5 /Fz(8; (a), K 4 
(os j= Ce ) = Se. 

[Zusatz bei der Korrektur (28. 9. 1935).] Man kann die oben 
betrachtete Funktion F(R;(a)) als die sogenannte ,,Verlagerung“ V (uz) 
VOD Up aus (ug K*, up K*,...,u7K*} zu K* ansehen’). 

Vor kurzem hat Y. Akizuki Satz 6 folgendermaBen verallgemeinert: 
Es set K/k galoissch. Ist der Exponent von (a,K,G) gleich (K :k), so 
erhalt man durch R-> § (R;(a)) einen Isomorphismus von G/G’ auf eine 
Untergruppe von k*/N%,., wo ©’ die Kommutatorgruppe von © ist*). 





8) §.Iyanaga: Zum Beweis des Hauptidealsatzes, Abh. Math. Sem. Hamburg 10 
(1934), S. 349 —357. 

%) Y.Akizuki: Eine homomorphe Zuordnung der Elemente der galoisschen 
Gruppe zu den Elementen einer Untergruppe der Normklassengruppe, erscheint 
demnachst in Math. Annalen. 


(Eingegangen am 2. 7. 1935.) 











Uber einige Siitze der Gruppentheorie. 
Von 


Serge Tchounikhin in Moskau. 


In seiner Arbeit ,,Ein neues Kriterium der Einfachheit einer end- 
lichen Gruppe’) hat W. K. Turkin den folgenden Satz bewiesen: 

Sei G eine Gruppe der Ordnung » und sei § eine Untergruppe der 
Ordnung g. Sei n = gm (g und m seien teilerfremd). Sei die Kom- 
mutatorgruppe von §. Ist in §, aber nicht in R ein Element A ent- 
halten, fiir welches aus jeder Gleichung vom Typus 


TA°-T=G 
(T ist ein Element von ©, und @ ein Element von §) eine Gleichung 
vom Typus X14 xX =G 


(X ist ein Element von §) folgt, so hat © eimen Normalteiler, dessen 
Ordnung durch m teilbar ist“. 

In der vorliegenden Arbeit beweise ich zunichst den folgenden all- 
gemeineren Satz: 

Satz I. Set § eine Untergruppe vom Index k der Gruppe © und 
sei R die Kommutatorgruppe von §. Ist in §, aber nicht in & ein Ele- 
ment A von zu k relativ primer Ordnung enthalten mit der Eigenschaft, 
daB fiir jedes 4 alle Elemente von §. die mit A’ in G konjugiert sind, 
dem System S A’ angehdren, so ist die Gruppe © nicht einfach*). 


Beweis. Sei $= R4+ RB, +... + KB, 
eine Zerlegung von § nach S, und sei die Zerlegung von © nach § in 
folgender Form geschrieben: 


6 =$+HD,+$D,A+...+$D,A%™ 
+$§D,+$D,A+...+5D,A%- 








+$D,+$D,4+...+$D,A%~'. 


Die Zahlen a,, a,, ..., a, sind offenbar die Teiler der Ordnung von A. 
Die unterklammerten Glieder dieser Formel gehen bei Multiplikation von 
rechts mit dem Element A zyklisch ineinander iiber. 


1) Math. Annalen 111 (1935), 281—284. 
*) Der Satz gilt auch, falls R eine beliebige Untergruppe von § ist, welche 
die Kommutatorgruppe von § enthalt, und wenn A in & nicht aufgeht. 
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Der Kiirze wegen fiihren wir die folgende Bezeichnung ein: 
T, = D,, T, = D,A, ..., T, = D,A*~’. 

Betrachten wir das System 
(1) ye ees vss OE 
Multiplizieren wir jedes Element des Systems (1) von rechts mit einem 
beliebigen Element G von ©. Dann haben wir fiir jedes 7; 

T,G = KB,T;, 
wo K ein Element von & ist, und dann folgt 
RT,G = B,&KT; = B,KKT;. 

So erfihrt das System (1) eine monomiale Substitution, deren Sym- 
bole Faktoren vom Typus B,8 von links bekommen. 

Die Determinante einer solchen monomialen Matrix wird gleich dem 


Produkt aller dieser auftretenden Faktoren, d.h. wird auch vom Typus B; &. 
Aus den Gleichungen: 


KT,C, = B,KXT; 
und 

KT; C, = BKT, 
(C, und C, sind beliebige Elemente der Gruppe ©) folgt 

RKT,C,C, = B, BysKT,. 

Daraus bekommen wir 

|C, 2,| = |¢,||¢,| 
(|C| ist die Determinante, die einem Element C der Gruppe 6 entspricht). 

So bekommen wir eine Darstellung der Gruppe © durch die Abel- 


sche Gruppe 3. Enthalt © ein Element, welchem ein von §& ver- 


schiedenes Element der Gruppe $ entspricht, so ist die Gruppe © nicht 
einfach. 

Beweisen wir jetzt, daB A ein solches Element ist. Die monomiale 
Substitution, die dem Element A entspricht, enthailt nur die Zyklen, 
deren Ordnungen die Teiler der Ordnung des Elementes A sind. Die 
Summe der Ordnungen aller dieser ein- und mehrgliedrigen Zyklen ist 
gleich k. Sei 

(RDRDA...RDA*~') 


ein soleher Zyklus der Ordnung a. Bei Multiplikation mit dem Element A 
von rechts gehen die Elemente D A‘ in D A‘+! (i + a— 1) und DA*—! 
in B,K,D iiber. Wir haben also D A* = B,K, D, woraus 


DA*D- = B,K,. 
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Also erhalten die Elemente unseres Zyklus von links Faktoren, deren 
Produkt gleich DA* D~'§ ist. Daraus bekommen wir fiir die Determi- 
nante |A| des Elementes A die folgende Formel: 


|A| = 4D, A" D;'D, A" D;*...D, AD; ' &. 
Nach den Bedingungen des Satzes mu8 das Element D,; A‘ D;* in 
A“ & auftreten und wir erhalten 
|A|) = A**R=AAKR+R 
(weil k zu der Ordnung von A relativ prim ist), was den Satz beweist. 
Satz Il. Set § eine Untergruppe vom Index k der Gruppe © und 
sei KR die Kommutatorgruppe von $. Sei in §, aber nicht in K ein Ele- 
ment A von Primzahlpotenzordnung p” enthalten (k und p sind teilerfremd), 
fiir welches keine Potenz A* (A = p”) in & auftritt. Wenn alle Elemente 
von $, die mit A in © konjugiert sind, dem System KA angehdren, so 
ist die Gruppe © nicht einfach. 
Beweis. Die Determinante des Elementes A ist gleich 
|A| = AD, A* D,* D, A* D;* ... D, AD, 8, 
wo a, Potenzen von p oder 1 sind und LYa,;=—k. Also sind o — die 
Anzahl der eingliedrigen Zyklen der monomialen Substitution, die A ent- 


spricht — und p zueinander prim. Nach den Bedingungen des Satzes 
bekommen wir 


|A| = A°D,,,A%+* Dey... D,A*D,'S. 
Bezeichnen wir mit o die kleinste der Zahlen a,,,, @) 2, .-., @. Weil 


o o 
o— Pp 


— a oe a 
A * Dy: 4°*** Diy,...DA°°D, =A? 
nicht in & auftritt, so ist |A| von R verschieden, was den Satz beweist. 

Wenn & = 1, erhalten wir die folgende Verallgemeinerung des _ be- 
kannten Satzes von Frobenius %): 

Satz III. Enthélt eine Abelsche Untergruppe § vom Index k der 
Gruppe © ein Element A von Primzahlpotenzordnung p”, wo (p, k) = 1, 
wobei kein Element von § mit A in G konjugiert ist, so ist die Gruppe G 
nicht einfach. 

Moskau, den 15. April 1935. 


8) ,,Uber auflésbare Gruppen III“, Berl. Sitzungsber. 1901. Die Formel fir 
die Determinante des Elementes A zeigt, daB unsere Saétze I und II auch gelten, 
falls alle Elemente von $, die durch Transformation von A? (fir Satz II: ,,von A‘‘) 
mit beliebigem D> ' entstehen, dem System K A’ (fir Satz II: ,,dem System & A“) 
angehéren. 


(Eingegangen am 28. 4. 1935.) 











Uber einfache Gruppen. 
Von 
Serge Tchounikhin in Moskau. 


Sei G eine Gruppe der Ordnung p‘1 p}? ... p°", wo p, << py <<... < Mn: 
und sei $% eine von ihren Sylowschen Untergruppen der Ordnung p%'. 

Wir beweisen zuerst den folgenden Hilfssatz: 

Hilfssatz I. Fiir jedes Element X der Gruppe © ist die Gleichung 
X-'AX = A*, « = 1(mod p™), unméglich, wenn A ein Element der Ord- 
nung p™ des Zentrums der Gruppe $ ist. 

Beweis. Es ist offenbar, daB « und p, teilerfremd sind. 

1. X ist ein Element der Ordnung p’. 

Der Normalisator 8 der zyklischen Gruppe {A} enthalt die ganze 
Gruppe ® (da A ein Element des Zentrums ¥ ist). Das Element X 
geht auch in &@ auf. Aber X kann nicht der Gruppe $ angehéren, 
weil « + 1(modp™) ist; dann mu8 X in eine andere Sylowgruppe $, 
von B eingehen. Nach dem Sylowschen Satze sind die Gruppen $ 
und $, in B konjugiert: Y-'$ Y = P,, wo Y ein Element von B ist. 
Daraus folgt, daB das Element Y mit {A} vertauschbar ist: 


Y-!{A) Y = {A}. 
Sei € das Zentrum der Gruppe f, dann ist Y~'€ Y das Zentrum von §,. 
Nach den Bedingungen des Hilfssatzes haben wir {A} Cc €, daraus folgt, 
daB 
Y-'{A} Y = {4} c Y-'€Y, 
und wir finden, daB {A} dem Zentrum von $, angehért. Aber das ist 
unméglich, weil « += 1(modp™) ist. Damit ist der Fall 1 bewiesen. 
2. X ist ein Element der Ordnung B, wo B und p, teilerfremd sind. 
Aus der Gleichung X-'AX = A*, «+1(modp™), erhalten wir 
X-7AXi = A. Ist X” die kleinste Potenz von X, die mit A ver- 
tauschbar ist, so bekommen wir A = A®@’, oder A®’—! = 1; d.h. 
a’ — 1 =0(mod p™). 
Daraus folgt, daB y und m(p™) = p™—'(p,— 1) einen von der Einheit 
verschiedenen gemeinsamen Teiler haben. Aber das ist unmdglich, weil y 


ein Teiler von # ist (f und. p, teilerfremd sind) und p, die kleinste 
Primzahl ist, die in der Ordnung der Gruppe © aufgeht. 
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3. X ist ein Element der Ordnung p’e, wo e nicht durch p, teilbar ist. 
Aus der Gleichung X~'AX = A*, a = 1(mod p™), folgt 

) 

xX-" AXP? = at 


wo X* ein Element von der Ordnung ¢, und ¢ relativ prim zu p, ist. 
In diesem Falle ist, wie wir oben gezeigt haben, die Gleichung 


x-laxe — 40 
nur méglich, wenn X"! mit A vertauschbar ist. Auf ahnliche Weise 
erhalten wir, daB das Element X* von der Ordnung p? mit dem Element A 
vertauschbar sein mu8. Seien r und s die ganzen Zahlen, fiir welche 
die Gleichung re + sp? = 1 gilt, so bekommen wir, daB X = X"*. xX", 
aber X* und x" mit A vertauschbar sind, daher das Element X auch 
mit A vertauschbar ist, was unméglich ist, weil « + 1(modp™). Damit 
ist der Hilfssatz I fiir alle Fille bewiesen. 

Hilfssatz II. Die Gleichung X-' A*X = A’, wo a = B(mod p*), 
ist unméglich, wenn A ein Element von der Ordnung p™ des Zentrums der 
Gruppe & ist. 

Beweis. Die Zahlen « und f miissen offenbar von der Form 
a = pyu und B = piv, 7 > 0 sein, wo u und v zu p, relativ prim sind. 
(Dieses folgt aus dem Umstand, daB die Ordnungen A* und X~—'A* X = A? 
gleich p”~" sind.) Sei uz =v(modp”~"), dann haben wir 


X-'Ae2X = A**, oder X~1A"i"* X = A’*, oder X-1 A? X = AP: 


aber A’ liegt auch im Zentrum der Gruppe $ und nach dem Hilfssatz I 
ist die Gleichung X~-'A’X = A’* unméglich, was den Hilfssatz II 
beweist. 

Hiernach beweisen wir den folgenden Satz: 

Satz. Sei G eine einfache Gruppe der Ordnung 


DP. Py? --- Pa™s Pr < Pe ee» < Pas 
und sei J eine von ihren Sylowschen Untergruppen der Ordnung p;'. 
Dann enthilt das Zentrum der Gruppe % nur solche Elemente, deren Ord- 
nungen Vp" nicht tibertreffen. 


Beweis. Wir wollen beweisen, da8 die Gruppe © nicht einfach ist, 
wenn das Zentrum von $ ein Element A enthalt, dessen Ordnung p™ 


gréBer als Vp" ist. Es ist méglich, die Zerlegung der Gruppe © nach 
{A} in folgender Form zu schreiben: 
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@ = {A} + {A} D, + {A] D,A+...+{A} D,Av-! 
+ {A} D,+ {A} D,A +... + {A} D, Au-? 


+ |4)D,+ {4} D,A+...+ {A} D,A%~' 

Wie ich in meiner Arbeit ,,Uber einige Sitze der Gruppentheorie“ ') 
gezeigt habe, erhalten wir eine Darstellung der Gruppe 6 durch die 
zyklische Gruppe {A}, in welcher dem Elemente A ein neues Element 


|A| = AD, A" D>! D,A%D>*... D, AD," 
entspricht. (Alle D;A“‘D;' gehéren der Gruppe {A} an und die Summe 
aller Zahlen a, + a,+ ... + a, = k ist gleich dem Index der Gruppe {A} 


in bezug auf ©.) Nach den Hilfssiitzen I und II miissen alle D, A" Dj ' 
gleich A“ sein und wir bekommen |A| = A‘. Weil die Ordnung p™ des 


Elementes A gréBer als V p,? ist, ist k nicht durch py teilbar. Dann ist 
|A| = A* von dem Einheitselement verschieden, was den Satz beweist’). 

Auf ihnliche Weise ist es méglich, einen allgemeineren Satz zu be- 
weisen : 

Enthalt eine Gruppe © ein Element A der Ordnung m, von welchem 
keine Potenzen miteinander in © konjugiert sind, und ist die Ordnung 
der Gruppe © nicht durch m? teilbar, so ist die Gruppe © nicht einfach. 

Moskau, den 11. Mai 1935. 


!) Dieser Band, 8. 92—94. 
2) Der Satz gilt nicht nur fiir den Fall, wenn p, die kleinste Primzahl ist, 


die in die Ordnung der Gruppe © aufgeht, sondern auch, wenn p, — 1 zur Ordnung 
der Gruppe © teilerfremd ist. 


(Eingegangen am 27, 5. 1935.) 
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Klassifikation der antilinearen Transformationen. 
Von 


J. Haantjes in Delft (Niederlande). 


§ 1. 
Die invarianten Unterraiume. 


Eine hermitische GréBe P*7(x,...,c=1,...,; %..., 7=1,...H) 
bestimmt eine antilineare Transformation") in einem n-dimensionalen affinen 
Raum E,, 

(1) ‘= PS? . 

Neben dieser GréBe betrachten wir den gemischten Affinor der Va- 
lenz Zwei 
(2) Gis PP, 
wo die beiden Affinoren P und P zueinander konjugiert sind (d. h. die 
Bestimmungszahlen von P und P sind konjugiert komplex). 

Im folgenden werden die Indizes unterdriickt. Wir fiihren die folgende 
abgekiirzte Bezeichnung ein: Mit u, v, usw. sind immer Vektoren erster 
Gattung*) gemeint, also u*,v*. Die konjugierten Vektoren %* und 0 (also 
Vektoren zweiter Gattung) werden mit & und V angedeutet. Vektoren zweiter 
Gattung werden immer mit einem iiberstrichenen Buchstaben angegeben. Die 
mit P*; gleichartigen GréBen werden mit einem kursiven, die mit Q”, gleich- 
artigen GréB8en mit einem vertikalen Buchstaben angegeben. Mit dem Produkt 
PR ist gemeint P*; R";. Man hat also PR =T; PR hat keinen 
Sinn. Mit Pi ist gemeint P*z @; dieses Produkt ist also ein Vektor 
erster Gattung. Pu hat keinen Sinn. Wir kénnen in dieser Arbeit 
diese abgekiirzte Bezeichnung verwenden, weil die Uberschiebungen immer 
recht einfach sind. Fiir (i) bzw. (2) schreiben wir also 

x = PX baw. Q= PP. 

Die Elementarteilertheorie lehrt nun folgendes*): 

a) Zu jeder Wurzel der zu Q gehérigen charakteristischen Gleichung 
(3) Det (Q°; — «Aj) = 0; kurz: Det (Q— A) = 0 


1) Vgl. E. Cartan, Lecons sur la géométrie projective complexe, Paris, Gauthier- 
Villars (1931), 325 S. 

*) Vgl. J. A. Schouten und D. J. Struik, £infiihrung in die neueren Methoden 
der Differentialgeometrie I, Groningen, Noordhoff (1935), S. 8. 

8) Vgl. L. E. Dickson, Modern algebraic Theories, Chicago 1926; J. A. Schouten 
und D. J. Struik, |. c. 8. 39. 
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(Aj ist der Einheitsaffinor), also z. B. der r-fachen Wurzel j, lassen sich 
r linear unabhangige Vektoren wahlen, von denen ¢, > 1 von der Ord- 
nung 1, d. h. Eigenvektoren sind, also durch Q— «A zu Null gemacht 
werden, 

6, 4, von der Ordnung 2 sind, d. h. durch (Q — wA)*, aber nicht 
durch Q— A zu Null gemacht werden, usw. 

6, S9,—, von der Ordnung q sind, d.h durch (Q— wA)?, aber 
nicht durch (Q— 4 A)’—' zu Null gemacht werden. 

Die von den Eigenvektoren, sowie die von den Vektoren erster und 
zweiter Ordnung zusammen, usw. gebildeten Unterriume sind invaviante, 
durch Q vollistindig festgelegte Gebilde. 

b) Jeder Vektor des zur Wurzel ~ gehérigen Unterraumes wird 
durch siimtliche Operatoren (Q— AA)’ nicht zu Null gemacht, wenn die 
Wurzeln « und A ungleich sind. Die zu den Wurzeln w und A gehérigen 
invarianten Unterriume haben also keine Richtung gemeinsam. 

Der Koeffizient von (— u)"~" in der charakteristischen Gleichung (3) ist 
(4) yp = QM, ...Q%) = PM... Park Pu... Ber, 


r 


— psy Pr! * x, — 
_ oa tah alk al re ae ee 


iy : ip 
also reell [vgl. 1. c.*) 8.39]. Wir haben daher den Satz erhalten: 

Die Wurzel der charakteristischen Gleichung (3) sind entweder reell oder 
in Paaren konjugiert komplex. 


Es sei u ein zur Wurzel « gehériger Vektor g-ter Ordnung. Wir 
definieren dann 


v= Pa (= PR), w= PY—pu =(Q—pA)u; 

Y=PY=Q-—BAy, Y= PY—ny=—Q-HA) ys 
(5) usw. usw. 

v= Pu = (Q—ZA)'"'y, PV — nu = (Q-— Ayu = " 

q { 4 4 


0= (Q — pA)‘ Y, 
Hieraus schlieBt man folgendes: 


Die Vektoren u,..., u sind zur Wurzel « gehérige Vektoren q-ter, 
q : ; 
.., erster Ordnung; die Vektoren v,...,v sind, wenn « + 0 ist, zur 
1 q “ 
Wurzel ~ gehérige Vektoren q-ter , ..., erster Ordnung, denn v + 0, weil 


wu+0 ist. Verschwindet m, so ist die Ordnung von v entweder q oder 
q “1. Auch fir Vektoren niedrigerer Ordnung kann man eine derartige 
Kette bilden und wir haben somit den Satz erhalten: 

Ist w ein zur Wurzel uw gehériger Vektor p-ter Ordnung, so ist PW 
ein zur Wurzel i gehdriger Vektor p-ter Ordnung, wenn u + 0 ist, wihrend 
fiir « = 0 die Ordnung von PW entweder p oder p — 1 ist. 

7* 
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§ 2. 
Die nicht-positiven nicht-verschwindenden Wurzeln. 

Es sei jetzt u« eine nicht-positive nicht-verschwindende r-fache Wurzel 
der charakteristischen Gleichung von Q. Wir bilden die Kette von Vek- 
toren (5) und beweisen: 

Die 2q Vektoren u und v (¢ = 1,....,q) sind linear unabhédngig. 

Fiir « + p folgt ‘dies aus der ne ABE SN Fir «=7 
geniigt es zu zeigen, daB die beiden Vektoren u und v linear unabhangig 
sind, denn jede lineare Beziehung zwischen den 2q Vektoren geht durch 
Uberschiebung mit einer geeigneten Potenz von Q— 4A in eine lineare 


Beziehung zwischen u und v iiber. Aus 
q 


(6) au - By =0 

folgt, indem man die sitiaieieiel Gleichung mit P iiberschiebt, nach (5) 
(7) av + uBu = Q. 

Aus (6) und (7) geht hervor 

(8) upp = ae, 


und dieser Gleichung wird nur geniigt von « = 8 = 0, da nach der Vor- 
aussetzung uw negativ ist. 
Man kann nun mit einem von. u und v in bezug auf Vektoren niedrigerer 


Ordnung unabhiangigen, zur W urzel iT gebizige en Vektor q-ter Ordnung u 


anfangen und wieder eine Kette von 2q¢ Vektoren ‘u und ‘v bilden. Wir 
beweisen nun, daB die Systeme von Vektoren u,v, ‘u und ‘vy linear un- 
abhingig sind. Fiir negative mw geniigt es zu zeigen, daB aus 


(9) au+pv+yu+dv=0 
q 4 


q 
hervorgeht 6=0. Uberschiebung der zu (9) gehdrigen konjugierten 
Gleichung mit P ergibt 
(10) av+Ppuutyvinwd u=0. 

q q q " 

Ein Vergleich mit (9) lehrt, daB 56 = 0 ist. Ist ~ + a, so hat man nur 
zu zeigen, daB v und Vv linear unabhingig sind. Dieser Beweis verlauft 
wie oben. 

Man fahrt so fort, bis keine linear unabhangigen Vektoren g-ter Ordnung 
(in bezug auf Vektoren niedrigerer Ordnung) mehr vorhanden sind, und 
bildet dann Ketten mit einem Vektor (q — 1)-ter Ordnung anfangend, usw. 
Die Unabhangigkeit der Vektoren der gebildeten Ketten wird genau wie 
oben bewiesen. So bekommt man m linear unabhangige Vektoren im zu 
der Wurzel u (u negativ) oder dem Wurzelpaar u, u gehérigen Gebiet der E,,, 
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wenn die Dimension dieses Gebietes m ist. Nimmt man diese Vektoren 
als MaBvektoren 


(11) e=u;e=V; e=u; €e=Vv;...;5 e@ =U, usw. 
1 1 2 1 3 2 * 2 2q+1 1 


und werden die n — m iibrigen MaBvektoren in dem Gebiete der anderen 
Wurzeln gewablt, so kann das zur Wurzel uw oder zu dem Wurzelpaar u, i 
gehérige Quadrat der Matrix der Bestimmungszahlen von P”j{ (die so 
geschrieben wird, daB der linke Index die Zeilen, der rechte die Spalten 
numeriert) mit Hilfe von (5) angegeben werden. 
Beispiel: fiir negative wu: q = 3, o, = 2, o, = 6, o, = 8, r = 16, 
fiir “e+u: q=3, o, = 1, o, = 3, 6, = 4,7r =8. 
Alle nicht besetzten Stellen sind mit Nullen auszufiillen. 


0 « 
1 0 


1 0 « 
1 0 


;:¢ Bw 
1 0 





(12) 








0 mw 
1 0 


7:38 @ 
1 0 








0 « 
1 0 














Bemerkung: Definiert man statt der Vektoren v Vektoren w mittels 


(13) ow= Pu; of =u 

und nimmt man die Vektoren v und w als Maivektoren, so ist im Quadrat 
(14) ) 4 durch r 4 

zu ersetzen. 


Kollorar. Ist r die Multiplizitat einer negativen Wurzel der charakte- 
ristischen Gleichung von Q= P P, so ist r gerade. 


§ 3. 
Die positiven nicht-verschwindenden Wurzeln. 

Es sei jetzt « = »* eine positive nicht-verschwindende Wurzel der 
charakteristischen Gleichung von Q, und p ein zu dieser Wurzel gehériger 
Vektor héchster Ordnung q. Ferner sei 
(15) q= Pp. 
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Wegen des in $1 bewiesenen Satzes ist q ein zur Wurzel » gehériger 
Vektor g-ter Ordnung. Nun kann man zwei Fille unterscheiden. 

a) Die Vektoren p und gq sind linear abbangig in bezug auf Vektoren 
niedrigerer Orduung, d. h. wenn man einen beliebigen Vektor p-ter Ordnung, 
P=7—1, mit 0,_, andeutet, 

(16) q=op+o,_,. 

Aus (15) und (16) folgt 
(17) 6q+0,-, = Pq = Qp = up + 0,-1. 

Wird fiir q der Ausdruck (16) eingesetzt, so folgt ~ = o6. Man kann p 
mit einem skalaren Faktor e’” multiplizieren, derart daB o reell, also 
gleich v, wird. Nennen wir diesen Vektor u, so gilt 


(18) Pu — vl = Oy). 


b) Die Vektoren p und q sind linear unabhingig in bezug auf Vek- 
toren niedrigerer Ordnung. Aus (15) folgt 


(19) Pq= yup+0,-_,. 
Setzen wir 
(20) u= p+ q; u = i(vp — q); +=/Y)-l1, 
so sind wegen v + 0 auch die Vektoren u und u linear unabhangig und 
: : 
es gilt 
Pu =vq+ *p+0,-, = vu+0,-,, 
(21) : . y 
Pu = —1t(vq— *p)+0-, = vu + 0,-1- 


Betrachten wir jetzt einen von den schon eingefiihrten Vektoren u 
in bezug auf Vektoren niedrigerer Ordnung unabhangigen Vektor q-ter 
Ordnung r. Es sei 


22) Pr=s. 

In der oben angegebenen Weise kann man aus rf und § wieder zwei 
Vektoren konstruieren, welche einer Gleichung wie (18) geniigen. Von diesen 
zwei Vektoren ist wenigstens einer von den schon eingefiihrten Vektoren u 
unabhingig (in bezug auf Vektoren niedrigerer Ordnung). So fortfahrend 
bekommt man go, linear unabhangige Vektoren u (i= 1, ..., o), fiir die gilt 


(23) Pu =vu+ 0,_,. 

Es sei v ein Vektor q-ter Ordnung und 
(24) (Q—wA)v = v; (Q— wA)v = Vives (Q— wA)-'v =e. 
Wir beweisen jetzt den Satz: Wenn fiir den Vektor v gilt 


(25) PV = V+av+...+av+z, 
p 





| 
| 


<tare~, 
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wo die « reell sind und die Ordnung von z kleiner oder gleich q — p — 1 
ist, so gilt fiir den Vektor 


(26) Vo=v+ ne Z, 

daB P’V linear in ‘v, ‘, dese ati ausdriickbar ist mit reellen Koeffizienten 
bis auf Vektoren der Ordnung g—p—2. (Die Vektoren v, eer mA 
werden definiert wie die Vektoren v, ar va 


Beweis. Aus (25) und (26) folgt: 
’ “ 1 1 ee pr 
(27) PV =v(vV+g,2)+aV+...+aV+ 52+ 9, PR. 
Da is a ie 
(28) P(Q— ywA)W=(PPP—uP)Ww= (Q-- nA) Pw 
ist, d. h. die Operatoren P und Q — “A vertauschbar sind, folgt aus (25), 
indem man die konjugierte Gleichung mit P iiberschiebt, dab 


(29) Pi+ Zz 
sich bis auf Vektoren der Ordnung s(s < q — p — 2) linear in Vywees ae 
ausdriicken la48t mit reellen Koeffizienten. Beachtet man nun, da8 
(30) vurvt+e p-2 (a = 1,...,¢g- 1) 
ist, so geht aus (27) hervor 

1 pti 
(31) PV= vv+ BV +...+ 8B pv, 1% — 


wo die f reell sind. 
Dieser Satz erméglicht es uns, aus den Vektoren u (23) durch Addi- 


tion von Vektoren niedrigerer Ordnung Vektoren w zu konstruieren, fiir die 
gilt, daB PW — vw linear in den Vektoren 
(32) (Q—wA)w; (Q—HA/)w;...;5 (@— HA! WwW 


ausdriickbar ist mit reellen Koeffizienten. Es sei jetzt 


e =w, 

1 1 

e=Pé#- re, 

2 1 1 
(33) e=Pé- re, 

3 2 2 

usw 
e= Pe —ve 
q q-1 q=3 


Wir beweisen: 
a) Pe — ve verschwindet. 


q q 
b) die Vektoren €,...,€ sind linear unabhingig. 
q 
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e laBt sich als eine lineare Summe von reellen Vielfachen der q — 1 


Vektoren (32) schreiben. Ersetzt man in der Formel 

(34) e = Pe —Y € 

e durch diese Summe und beachtet man, ‘dab die Operatoren P und 
Q — A vertauschbar sind (vgl. (28)), so stellt sich heraus, daB e sich 


linear in den Vektoren 


(35) (Q — w A)’ €, --- (Q—u A)—'e 
ausdriicken la8t mit reellen Koeffizienten. In derselben Weise zeigt man, 
da8 e (a = 1,...,q) sich linear mit reellen Koeffizienten in den Vektoren 
(36) (Q — A) 'e, ..., (Q— mA) re 


ausdriicken laBt und da der unter a) genannte Ausdruck verschwindet. 
Nun sind die Vektoren (32) linear unabhingig und deshalb auch die 
Vektoren e, ate e, denn auch die Vektoren (32) kénnen linear in 
Caco ausgedriickt werden, was aus (33) hervorgeht. 

j Did q Vektoren, die man in dieser Weise aus w konstruiert, sind 


von den Vektoren e,..., € unabhangig, da die zwei Systeme von Vektoren 
1 q 

w, (Q— “A)w, ..., (Q— - 4 A)? rn 

w, (Q— “A)w, ..., (@— nA) w 


linear unabhangig sind. Die Vektoren (q — 1)-ter Ordnung werden in 
gleicher Weise behandelt. Nimmt man die Vektoren e als MaSvektoren, 
so kann das zur Wurzel « gehérige Quadrat der Matrix der Bestimmungs- 
zahlen von P sogleich angegeben werden. 
Beispiel: ¢=4; o,=1; o,=2; o, =2; o, = 4; 7 = 9. 
Alle nicht besetzten Stellen sind mit Nullen auszufiillen. 


(37) 





’ 
1 
0 


' 
2 
®o© o1-F 





(38) 


ou 
~ 
- 























§ 4. 
Die Wurzel Null, 
Es sei jetzt « = 0 eine Wurzel der charakteristischen Gleichung von 
Q, und es seien u (¢ = 1,...,6¢,) @, zu dieser Wurzel gehérige, in bezug 
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auf Vektoren niedrigerer Ordnung linear unabhangige Vektoren héchster 
Ordnung q. In der von diesen Vektoren aufgespannten Z, bilden die 
Vektoren v, fiir die gilt, daB Pv ein Vektor (g — 1)-ter Ordnung ist 
(vgl. den § 1 bewiesenen Satz), einen invarianten Unterraum E£,,(m<<@,). 
Es sei p ein nicht in E£,, gelegener Vektor der E,,. Wir bilden das 
System von Vektoren 


p= Ph 
1 
‘jiciieit Hane 
(39) usw. 
=r = Q-'p+0 
2q-1 1 
p= P55 =~ @ p= 0. 
2q 2q--1 


Da p (q — 1)-ter Ordnung ist, ist p in £,, gelegen. Bildet man nun 
2 


1 
eine derartige Kette, ausgehend von einem nicht in £E,, gelegenen 


Vektor q der EH, , welcher von p linear unabhingig ist in bezug auf 
die Vektoren der E,,, so sind p, q, p und q Vektoren q-ter Ordnung, 
1 1 


die linear unabhangig sind in bezug auf Vektoren niedrigerer Ordnung. 
Um dies zu beweisen, braucht man nur die Unabhingigkeit der Vektoren 


p und gq nachzuweisen. Aus 
2q-1 2q-1 


(40) ap +hq =0 
2q—1 2q—1 

und (39) folgt, daB ap + Bq ein Vektor der EZ,, ist, was im Widerspruch 
ist mit der Voraussetzung, daB q und p linear unabhingig sind in bezug 
auf die Z,,. Auch die anderen in den Ketten auftretenden Vektoren 
sind dann linear unabhingig. Man kann so o, — m Ketten bilden, aus- 
gehend von Vektoren der E,,, die linear unabhangig sind in bezug auf 
die Vektoren der E,,, und die in den Ketten auftretenden Vektoren sind 
linear unabhangig. Es ist also m >o,—m oder 2m >a,. Wir bilden 
nun Ketten von Vektoren, ausgehend von 2m—o, Vektoren der £,,, 
die von den in den vorigen Ketten auftretenden Vektoren g-ter Ordnung 
linear unabhangig sind in bezug auf Vektoren niedrigerer Ordnung. Die 
Unabhangigkeit der Vektoren der 6, —-m+2m—o,=m _ gebildeten 
Ketten kann in genau derselben Weise bewiesen werden, wie oben die 
Unabhingigkeit der aus den Vektoren p und q konstruierten Vektoren 
gezeigt wurde. Die von den schon eingefiihrten Vektoren unabhiangigen 
Vektoren (q — 1)-ter Ordnung werden in derselben Weise behandelt. Wahlt 
man die in den Ketten auftretenden Vektoren als MaBvektoren, so be- 
kommt das zur Wurzel Null gehérige Quadrat der Bestimmungszahlen 
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von P eine einfache Gestalt. Fiir q = 2; o, = 3; o, = 6; m= 2 be- 
kommt man das Quadrat (38), wenn man darin » durch 0 ersetzt. 

Die so erhaltenen Formen fiir P sind die Normalformen. Wir haben 
somit eine Klassifikation von antilinearen Transformationen bekommen. 
Zwei Transformationen gehéren zu derselben Klasse, wenn die zwei Normal- 
formen gleich sind. 


§ 5. 
Hermitisch umkehrbare GroBen. 


Eine hermitische GréBe P vom Range n heiBt hermitisch positiv bzw. 
negativ umkehrbar*), wenn 


—1 a 
(41) P=:P 
ist, also 
a= —j 
(42) Q= PP=+PP=+4A 


ist. Die Wurzeln der charakteristischen Gleichung von Q sind also + 1 
und —1. Daraus folgt (vgl. § 2), daB eime negativ umkehrbare GréBe 
nur existieren kann fiir gerades n. Die Normalformen sind (z. B. fiir 
n= 4): 

a) fiir eine hermitisch positiv umkehrbare GréBe wegen (38) 


1 
1 


1 | 
(Alle nicht besetzten Stellen mit Nullen auszufiillen.) 

b) fiir eine hermitisch negativ umkehrbare GréBe wegen (12) 

0 —1] 

+1 0 

0 —1 
+1 0 
Diese Normalformen fiir hermitisoh umkehrbare GréBen hat E. Jacobs- 

thal schon angegeben °). 








*) J. A. Schouten und J. Haantjes, Konforme Feldtheorie II, Rg und Spinraum, 
Annali R. Scuola Norm. Sup. di Pisa (2) 4 (1935) 175—190. 
*) E. Jacobsthal, Sitzungsber. Berl. math. Ges. 33 (1934) 15—34. 


(Eingegangen am 20. 7. 1935.) 








Der lokale Dimensionsbegriff. 
Von 
B. Kaufmann in Leeds (England). 





I. Einige Anschauungswahrnehmungen der Dimension. 
Die lokalen Definitionen und die Ergebnisse einer neuen Theorie’). 


1. Betrachtet man die allgemeinsten Raumgebilde im gewéhnlichen 
euklidischen Raume, wie z. B. die geschlossenen Flachen, so ist es rein 
anschaulich unverkennbar, daB trotz ihrer Homogenitét — im Sinne der 
Brouwer-Menger-Urysohnschen Theorie — die verschiedenen Stellen der 
Flachen einen verschiedenen dimensionellen Charakter haben kénnen. In 
der Umgebung einer ihrer Stellen kann eine n-dimensionale Flache in 
uvendlich viele paarweise nichtzusammenhangende Teile zerfallen, welche 
gegen eine r-dimensionale (r < n) Grenzmenge konvergieren, diese letztere 
ist je nach dem Wert r anschaulich ,,r-dimensional“ geartet und dieser 
,r-dimensionale‘ Anschauungsinhalt geht keineswegs verloren, wenn man 
sich die ganze Flache vergegenwartigt. Auf der anderen Seite, wenn man 
konvergente Folgen paarweise nichtzusammenhingender Gebilde ,,einwand- 
freier“, aber fiir verschiedene Folgen verschiedener Dimension betrachtet, 
so kénnen die Hiaufungsmengen dieser Folgen dimensionell gleichen 
Anschauungsinhalt vermitteln, obwohi je nach der Folge die Grenzstellen 
verschiedenen Dimensionsindex (im Menger-Urysohnschen Sinne) haben. 
Man vergleiche z. B. die gegen eine Strecke im dreidimensionalen Raume 

1) Diese Arbeit stellt eine volilstandige Neubearbeitung eines friher (im 
Sommer 1934) bei den Annalen (unter dem gleichen Titel) eingereichten vorwiegend 
programmatischen Artikels dar. — Sie enthait den ersten Teil einer Untersuchung 
der allgemeinsten n-dimensionalen Flachen, in welchen neue, mit kombinatorischen 
Invarianten eng zusammenhangende, infinitesimale Eigenschaften der Flache auf- 
gezeigt werden. 

Inzwischen konnte ich die entsprechenden Eigenschaften bei abgeschlossenen 
Mengen beliebiger Dimension nachweisen. Die Filachen stellen aber einen wich- 
tigen Spezialfall dar, insbesondere methodisch, weil man — wohl] nur in diesem 
Falle — mit dem (Brouwerschen) Abbildungsgrad (einer besonderen — harmonisch 
genannten — Abbildung der Komplexe) allein auskommt. Im allgemeinen Fall 
von Mengen beliebiger Dimension schlieBt sich die infinitesimale Theorie metho- 
disch an die Untersuchungen im GroBen von Alexandroff, Lefschetz und anderen 
an, welche auf Dualitatssitzen und Approximationstheorie (durch Zyklen) beruhen. 
(Vgl. meine Note in Comptes rendus vom 12. August 1935.) 

Der urspriingliche Artikel enthielt eine Reihe von Hypothesen, welche inzwischen 
bewiesen wurden; ein Teil dieses Artikels ist — in der urspriinglichen Fassung — 
am Anfang der Einleitung wiedergegeben. 
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sich haufenden Folgen von dreidimensionalen Zylindern, zweidimensionalen 
Viereckflichen und eindimensionalen Strecken. Eine jede Stelle P der 
Grenzstrecke hat in allen drei Fallen einen verschiedenen Dimensionsindex 
(je nach der Folge 3, 2 und 1), obwohl anschaulich die gleiche, ein- 
dimensionale Individualitét der P enthaltenden Grenzstrecke in allen drei 
Fallen unverkennbar ist. 

Der obige Sachverhalt ist nur ein Spezialfall der nachstehenden 
allgemeineren Aussage, welche sich unmittelbar aus den Definitionen der 
Dimension und der Cantorschen Mannigfaltigkeit ergibt: 

Ist ®" eine abgeschlossene n-dimensionale Menge in einem kompakten, 
metrischen Raum, und gibt es in ®" eine iiberall dichtliegende Punkt- 
menge @ so, daS jeder Punkt der Menge ¢ in einer Cantorschen Mannig- 
faltigkeit mit einem Durchmesser > d (d eine beliebige positive Zahl) 
enthalten ist, so ist ®* eine homogene n-dimensionale Menge, d. h. in 
jedem Punkt n-dimensional. 

Es ist nun bemerkenswert, da8 die Dimension einer Grenzstelle nur 
dann von der Dimension der Mannigfaltigkeiten einer konvergenten Folge 
abhangt, wenn diese einen Durchmesser >d haben. Ist dies nicht der 
Fall, besteht z. B. eine abgeschlossene Menge aus einer Folge paarweise 
zueinander fremder n-dimensionaler Cantorscher Mannigfaltigkeiten und 
einem einzigen Hiaufungspunkt P, so ist der Dimensionsindex dieses 
letzteren immer Null. Man nehme z. B. je eine Folge konvergenter drei- 
dimensionaler Kugeln, Kreisflichen und Punkte: in allen drei Fallen ist 
die Dimension der Grenzstelle P Null, unabhingig von der Dimension der 
sich hiiufenden Gebilde. Gerade in diesem Fall deckt sich die Dimension 
an der Grenzstelle mit der Anschauung vollstindig. 

Diese Anschauungswahrnehmungen veranlaBten mich zu versuchen, 
neben der fiir Gebilde im GroBen so trefflichen Brouwerschen Definition 
der Dimension, die Dimension auch im Kleinen zu fassen. Unter diesem 
Gesichtspunkt erscheint es viel zweckmiBiger, die Dimension einer Menge 
zuerst im GroBen zu detfinieren — in Abweichung von Menger und Ury- 
sohn —, um dann erst zu der Dimension an einer Stelle der Menge zu 
gelangen. Tatsiichlich laBt sich eine mit der Menger-Urysohnschen Fassung 
des Dimensionsbegriffes iibereinstimmende Definition der Dimension einer 
abgeschlossenen Menge angeben, ohne daB man die Dimension in einer 
Stelle im voraus festlegen muB. Eine solche ist z. B. die Alexandroffsche 
Definition auf Grund des bekannten Pflastersatzes. Hat man die Dimension 
eines (homogenen) Raumgebildes, so gelangt man sofort zu dem Begriff 
der Cantorschen Mannigfaltigkeit. Mit Hilfe dieses Begriffes kann man, 
wie ich giaube, zu einem anschaulich einwandfreien, wesentlich tieferen 
lokalen Dimensionsbegriff gelangen. 
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2. Wir erwihnen zunichst einige bekannte Definitionen und Sitze 
und fiigen einige diesbeziigliche Bemerkungen hinzu. 

Eine geschlossene Flache F ist eine abgeschlossene Punktmenge, welche 
den n-dimensionalen euklidischen Raum in nur zwei Teile zerlegt und 
deren gemeinsame Berandung bildet. Eine reguldre Flache F ist eine 
abgeschlossene Menge, welche den Raum in eine beliebige Anzahl von 
Gebieten zerlegt und die gemeinsame Berandung mindestens zweier Gebiete 
bildet. Unter einem reguldren Schnitt F eines zusammenhingenden Gebietes 
verstehen wir eine (beziiglich des Gebietes) abgeschlossene Menge, welche 
das Gebiet zerlegt und die gemeinsame Berandung mindestens zweier Teile 
bildet. Die Erweiterung der Begriffe einer geschlossenen Flache bzw. 
eines irreduziblen Schnittes eines Gebietes durch Einfiihrung der Begriffe 
einer reguléren Fliche bzw. eines regularen Schnittes dient insbesondere 
praktischen Zwecken: wiihrend die Topologie der irreduziblen und der 
reguliren Flichen im wesentlichen dieselbe ist, muB man nicht auBer acht 
lassen, daB ein Schnitt eines Gebietes durch einen Teil einer irreduziblen 
Flache zwar regulire, aber nicht notwendig irreduzible Schnittmengen 
enthilt *). 

Eine Cantorsche Mannigfaltigkeit ist eine n-dimensionale Menge, welche 
nur durch eine mindestens (n — 1)-dimensionale Menge zerlegt werden kann. 
Im nachfolgenden wollen wir unter Mannigfaltigkeiten immer Cantorsche 
Mannigfaltigkeiten verstehen. Die reguliren (und insbesondere geschlossenen) 
Flichen sind Mannigfaltigkeiten (Urysohn, Alexandroff). Der regulire 
Schnitt einer n-dimensionalen Vollkugel ist ebenfalls eine Cantorsche 
Mannigfaltigkeit*). Eine jede n-dimensionale abgeschlossene Menge ent- 
hilt n-dimensionale Cantorsche Mannigfaltigkeiten (Menger-Hurewicz). 

Eine abgeschlossene Teilmenge Z einer reguliiren Fliiche F (oder eines 
reguliren Schnittes einer Kugelumgebung) nennen wir einen Schnitt von F, 
wenn F —Z nicht zusammenhingend ist. Einen Schnitt Z der Fliche 
nennen wir irreduzibel, wenn keine Teiimenge von Z die Fliche zerlegt. 
Ein irreduzibler Schnitt einer n-dimensionalen Fliche kann auch n-dimen- 
sional sein. Ein Beispiel einer solchen Fliache erhilt man durch Rotation 
der folgenden (in euklidischen Koordinaten gegebenen) Kurve um die 


x-Achse: 
y = 2+ cos—, 0<|z|<1, 
0< ysl, z=1, —1, 
lsys3, z = 0. 


*) Man vgl. hinzu eine im, Oxford Quarterly Journal [6, Nr. 21 (1935)] er- 
scheinende Note iiber irreduzible Zerlegungen von H. D. Ursell und mir. 
8) Vgl. die unter *) zitierten Arbeiten. 
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Die Spur der Kurvenpunkte fiir z = 0 liefert einen zweidimensionalen 
irreduziblen Schnitt einer zweidimensionalen Fliche. Nach den obigen 
Definitionen und Satzen gibt es natiirlich immer (n — 1)-dimensionale 
Schnitte von n-dimensionalen Flichen und Cantorschen Mannigfaltigkeiten. 
Aus der Definition einer Cantorschen Mannigfaltigkeit folgt keineswegs, 
da8 die Punkte eines Schnittes der Mannigfaltigkeit in beliebig kleinen 
Teilmannigfaltigkeiten enthalten sind. Man kann vielmehr sehr einfache 
Beispiele von n-dimensionalen Mannigfaltigkeiten angeben, welche durch 
eine (n — 1)-dimensionale Menge Z zerlegt werden, wobei iiberhaupt keine 
kleineren Teilmannigfaltigkeiten existieren, welche durch Z oder einen Teil 
von Z zerlegt werden. 


3. Einen Punkt P eines kompakten metrischen Raumes ® nennen 
wir an sich n-dimensional oder einen n-dimensionalen Mannigfaltigkeitspunkt 
(kurz M-Punkt), wenn n die gréBte Zahl ist derart, dap beliebig ‘leine 
n-dimensionale Cantorsche Mannigfaltigkeiten in ® existieren, welche P 
enthalten. 

Mit dieser Definition ist eine natiirliche Fallunterscheidung verbunden, 
je nachdem die betreffenden Mannigfaltigkeiten eine ineinandergeschachtelte 
Folge bilden kénnen oder nicht. Im ersten Fall nennen wir den Punkt P 
einen konzentrischen Mannigfaltigkeitspunkt. 

Einen n-dimensionalen Mannigfaltigkeitspunkt P wollen wir auch als 
einen r-dimensionalen M-Punkt betrachten, insbesondere dann, wenn P 
nicht nur in beliebig kleinen n-dimensionalen, sondern auch in beliebig 
kleinen r-dimensionalen Mannigfaltigkeiten enthalten ist. Ist die letztere 
Bedingung erfiillt, so sagen wir auch: P ist ein r-dimensionaler M-Punkt 
an stch*). 

Es sei nun F eine homogene n-dimensionale Menge. Z-sei eine 
(nm — 1)-dimensionale Schnittmenge von F, d. h. es ist 


F-Z=F'+F", 


wobei F’ und F” offene Teilmengen von F sind und F’ +0, F” +0, 
F’F” =0. 

Ist nun f eine beliebig kleine n-dimensionale Mannigfaltigkeit auf F, 
so sagen wir, / wird durch Z zerlegt oder ,,zerrissen“, wenn 


f=f+ze+"( +0, z+0, f +0), 


*) Die Frage, inwiefern ein n-dimensionaler M-Punkt auch ein r-dimen- 
sionaler M-Punkt an sich ist, Jassen wir hier auBer acht. Die obige Definition 
erméglicht uns von einer ,,Gesamtheit aller r-dimensionalen M-Punkte“ zu sprechen, 
wo es sich eigentlich um die , Gesamtheit aller mindestens r-dimensionalen M-Punkte“ 
handelt. 
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wobei ff’ c F’, zc Z, f’ c F”. Ist ein Punkt P von Z ein Durchschnitts- 
punkt einer ineinandergeschachtelten Folge solcher Mannigfaltigkeiten f,, 
fa, -++s fms -++, Geren Durchmesser fiir m - o gegen 0 abnehmen, so 
nennen wir P einen n-dimensionalen Rifpunkt der Fliche. 


Die Definition der Mannigfaltigkeitspunkte stellt eine wesentliche, 
gewissermaBen ,,infinitesimale‘‘ Verfeinerung eines sehr naheliegenden 
Gesichtspunktes dar: Ist ® ein kompakter metrischer Raum und 6 eine 
gegebene positive GréBe, so kann man nach der Gesamtheit von Punkten 
von ® fragen, welche auf r-dimensionalen Mannigfaltigkeiten mit Durch- 
messern <6 liegen. Fiir ein festes 6 und verschiedene r kénnen wir r 
solche Gesamtheiten definieren. 

Eine unmittelbare — und sehr niitzliche — Verschirfung der Defini- 
tionen der Mannigfaltigkeits- und Ri®punkte erhalt man durch Verwendung 
der, von Alexandroff eingefiihrten, Kernmengen’). Setzen wir also voraus, 
daB die Folgen von Mannigfaltigkeiten /,, f,, ..-, fm, ... direkte Kern- 
mengen sind, so nennen wir die durch diese Folgen bestimmten Durch- 
schnittspunkte K-Mannigfaltigkeitspunkte bzw. K-Rifpunkte. 

Die Einfiihrung der neuen Definitionen legt uns sofort die Ver- 
pflichtung auf, nach ibrer Rechtfertigung und Tragweite zu fragen. Im 
giinstigen Falle miifSten durch die neuen Begriffsbildungen gestaltliche 
Eigenschaften aller, oder mindestens einer sehr allgemeinen Klasse von 
Gebilden, welche von den Definitionen betroffen werden, ausgedriickt 
werden kénnen*). Unter diesem Gesichtspunkt habe ich gleichzeitig mit 
der Einfiithrung der obigen Begriffe eine Reihe von Vermutungen und 


5) Vgl. P. Alexandroff, Dimensionstheorie, Math. Annalen 106. Die Kernmengen 
werden von Alexandroff im Sinne seiner Dimensionsdefinitionen mod m eingefiihrt. 
Eine r-dimensionale Menge F enthalt eine Teilmenge F’, welche mit einem (n — r —1)- 
Zyklus relativ einer Kugelumgebung U verschiungen ist. Dabei werden ein Zyklus z 
und eine Menge F” als verschlungen betrachtet (beziiglich U), wenn z + 0 in U —F 
und fiir jede echte Teilmenge F"” von F z ~ 0 in U—F". Der Durchschnitt F’- U 
ist, wie Alexandroff zeigte, eine Mannigfaltigkeit bzw. tine ,,direkte Kernmenge*‘. 

®) Fir die Einfihrung von neuen Definitionen kénnten, wie ich glaube, zwei 
Gesichtspunkte maBgebend sein. Der eine ist der oben erwahnte. Man kénnte 
aber auch — wie es oft geschieht — auf Grund der in einer Definition enthaltenen 
Bedingungen eine Klasse von Gebilden festlegen: im letzteren Falle wiirden somit 
die Objekte der Untersuchung von den Definitionen abhangen. Denn ganz allgemein 
scheint ja die Tragweite einer Begriffsbildung um so gréBer zu sein, je schdrfer 
einerseits die Begriffsbildung — und andererseits je allgemeiner und unabhangiger 
(von der Begriffsbildung) die Klasse der Gegenstande ist, deren wesentliche Eigen- 
schaften auf Grund der Begriffsbildung erfaBt werden. — Dies sei hier nur deshalb 
erwahnt, weil gerade die Scharfe der obigen Definitionen (Mannigfaltigkeitspunkte, 
insbesondere RiBpunkte) eine Gefahr in sich bergen kénnte: durch ihre Scharfe 
kénnten diese Begriffe fiir die allgemeinsten Gebilde bedeutungslos werden. 
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Hypothesen ausgesprochen, welche alle abgeschlossenen Mengen und ins- 
besondere die allgemeinsten reguliren Flaichen betreffen. Schon rein 
gedanklich sieht man sich einer ganz verschiedenen Lage gegeniibergestellt: 
in der allgemeinen Dimensionstheorie beruht ja alles auf der Zerlegung 
eines Raumgebildes durch eine niedrigerdimensionale Schnittmenge, wodurch 
die iiblichen Induktionsschliisse erméglicht werden. Die Punkte, welche 
den Schnitt der Menge bilden, werden zusammengefaBt, ohne daB man 
sich um ihre individuelle Stellung und den Zusammenhang mit ihrer Um- 
gebung im Gebilde kiimmert. Unter dem neuen Gesichtspunkt erscheinen 
die Punkte der Schnittmenge als ,,selbstiindige Individuen“, deren Indivi- 
dualitit keineswegs aus dem Aufbau der Schnittmenge (im allgemeinen 
eines niedrigerdimensionalen Gebildes) selbst, sondern aus ihrer Stellung 
im ganzen gegebenen Raumgebilde abgeleitet werden muB. 

Die nachfolgenden Sitze umfassen verschiedene Etappen einer Theorie 
der n-dimensionalen geschlossenen Flichen. Sie wurden von mir, wie 
gesagt, zuniichst als Vermutungen ausgesprochen und inzwischen durch 
meine und H. D. Ursells Untersuchungen zu einem wesentlichen Teil 
bestatigt ’). 

lL. Ist Z eine beliebige Schnittmenge der n-dimensionalen reguldren 
(geschlossenen) Fliche F, so gibt es eine beliebig kleine n-dimensionale 
Mannigfaltigkeit auf F, welche Punkte von Z enthdlt. 

Il. Jede Schnittmenge Z der Fliche F enthilt mindestens einen n-dimen- 
sionalen Mannigfaltigkeitspunkt. Aus II folgt 

Ill. Die Gesamtheit aller n-dimensionalen Mannigfaltigkeitspunkte auf 
etncr n dimensionalen Fliche F ist mindestens eindimensional. 

I*. Ist Z eine (n — 1)-dimensionale Menge, welche die Fliche F in 
zwet Teile F’, F’ zerlegt, so gibt es eine beliebig kleine Mannigfaltigkeit 
f=f+f', f +9, f +0, woba ff cF, f’ cF". 

Il*. Jede (n- 1)-dimensionale Schnittmenge Z der Fliche F enthalt 
Rifpunktle beziiglich Z, d. h. Durchschnittspunkte (gegen 0 abnehmender) 
Mannigfaltigkeiten f,, {,, ... von der in I* gegebenen Struktur. Aus 
II* folgt 

Il1*. Die Gesamtheit aller n-dimensionalen RiBpunkie der Flache F 
(beziiglich beliebiger (n — 1)-Schnittmengen) ist mindestens eindimensional. 





*) B. Kaufmann, Sur les surfaces fermées générales et la dimension locale, 
Comptes rendus de |’Ac. des Sciences 198 (1934); B. Kaufmann, Cantor Manifolds 
lying on a closed surface, Proc. Camb. Phil. Soc. 30 (1934); H. D. Ursell, Cantor 
Manifolds lying on a closed surface Part II. Ibid. 31 (1935), sowie B. Kaufmann 
und H. D. Ursell, The Dissection of Closed Surfaces and the Phragmén-Brouwer- 
Alexandroff Theorem, Proc. N. A. S. (U. S. A.) 20 (1934). 
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Die Konstruktionen, welche zur Lésung der Probleme I und II 
fiihrten, lieferten einige andere topologischen Ergebnisse, welche im nachsten 
Paragraphen erwahnt werden. 


Aus den Sitzen J* und II* ergibt sich insbesondere ein lokales 
bzw. eine Art ,,infinitesimales“ Analogon des verallgemeinerten Brouwer- 
Phragménschen Satzes und verwandter Sitze. Diese lokalen Sitze be- 
gleiten den verallgemeinerten Brouwer-Phragménschen Satz und gelten 
immer dann, wenn der letztere gilt. 


-—- OO mw We «se 


4 Uber die gbigen Siitze hinaus stellen wir die folgenden Behauptungen 
1 auf, deren Beweise in Balde veréffentlicht werden. 


5 IV. Die Menge aller r-dimensionalen (r < n) Mannigfaltigkeitspunkte 
au/ F ist mindestens (n — r +- 1)-dimensional. 


In diesem Satz kommt die Dualitdt zwischen der Dimension 7 eines 
M-Punktes und der Dimension der Gesamtheit der r-dimensionalen M-Punkte 
zum Ausdruck. 


V. Fiir jede hinreichend feine e-Uberdeckung einer n-dimensionalen 
Fliche F, so dag je k Teile (2= k <= n+ 2) einen héchstens (n — k + 1)- 
dimensionalen Durchschnitt haben, gibt es eine beliebig kleine n-dimensionale 
Mannigfaltigkeit auf F, welche mit mindestens n + 1 Teilen der Uberdeckung 
gemeinsame Punkte hat. (Erste Verschirfung des Pflastersatzes.) 


VI. Unter den Bedingungen des Satzes V gibt es auch n-+-1 Teile 
der Uberdeckung von F, welche einen n-dimensionalen Mannigfaltigkeitspunkt 
gemeinsam haben. (Zweite Verschirfung des Pflastersatzes.) 


Mit der vorliegenden Veréffentlichung bezwecke ich zuniichst die 
Erklérung der Griinde, welche mich zum Versuch einer Verschirfung der 
Dimensionsbegriffe veranlaBt haben. Im nachfolgenden wird eine neuere, 
wesentlich ergiinzte Darstellung von meinen und H. D. Ursells Ergebnissen 
gegeben. Der zweite Teil enthilt einen kurzen neuen Beweis (gemeinsam 
mit Ursell) der Satze I, IJ, III, aus welchem sich allerdings verschiedene 
Spezialergebnisse der friiheren Beweise nicht gewinnen lassen“). Dieser 
Teil enthalt auch eine schirfere Charakterisierung der n-dimensionalen 
Mengen in (n+ 1)-Riumen. Der dritte Teil enthilt eine vollstiandigere 
Darstellung und eine in einem wesentlichen Punkt neue Lésung von I*, 
II*, III*, nebst einigen Ergiinzungen*). Neu insbesondere ist die Kon- 
struktion der beliebig kleinen Teilmannigfaltigkeiten unter Verwendung 
des Abbildungsgrades. Diese Konstruktion liBt sich insbesondere aus- 





5) Vgl. die zweite und die dritte der unter’) zitierten Arbeiten. 
*) Vgl. H. D. Ursells und meine unter’) zitierte Arbeit in Pr. Nat. Ac. Sc. 
Mathematische Annalen. 112. 8 
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bauen und findet ihre Verwendung bei den (noch nicht verdéffentlichten) 
Lésungen der weiteren Probleme’). 


Il. Die dualen Membranen, 
Die Mannigfaltigkeitspunkte auf Flichenschnitten. 

1. Die Satze I, IT und III wurden von mir zuniachst im dreidimen- 
sionalen Raume und anschlieBend daran von H. D. Ursell in héherdimen- 
sionalen Raumen hewiesen"'). Wir wollen hier ganz kurz iiber die Lésungs- 
methode referieren, deren Stufen — selbst unabhangig von dem eigentlichen 
Zweck — erwihnenswert zu sein scheinen und deren Verallgemeinerung 
und Weiterentwicklung zur Lésung der weiteren Probleme fiihrte. Die 
Lésung beruht auf einer Konstruktion eines endlichen zweidimensionalen 
Komplexes (in hdherdimensionalen Raumen) und eines unendlichen zweidimen- 
sionalen Komplexes K? (im dreidimensionalen Raume), welcher die (n — 1)- 





1) Urspriinglich sprach ich die Vermutung-aus [vgl. meine unter’) zitierte 
Note in C. R.j, daB die Menge aller n-dimensionalen Mannigfaltigkeitspunkte 
n-dimensional ist. Diese Vermutung trifft (auch fiir Ri®punkte) nur unter Ver- 
wendung einer geeigneten Definition der Dimension fiir (im allgemeinen) nicht ab- 
geschlossene Mengen zu. Der tatsaichliche Aufbau der Flachen scheint eine solche 
Definition zu rechtfertigen. 

Wir sagen, eine Menge € ist r-dimensional beziiglich einer n-dimensionalen 
abgeschlossenen Menge A, falls r die kleinste Zahl ist mit der Eigenschaft, daB je 
zwei (disjunkte) abgeschlossene Teilmengen A’ und A" von A durch einen héchstens 
(n — 1)-dimensionalen Schnitt B getrennt werden kénnen, wobei € héchstens (r — 1)- 
dimensional beziiglich B ist. — Falls € A — 0, so nennen wir € (—- 1)-dimensional 
beziiglich A. Besteht eine Menge A aus einem einzigen Punkt, so ist € 0- oder 
(— 1)-dimensional beziiglich A, je nachdem der Punkt A in € enthalten ist oder nicht. 

Eine besonders anschauliche Definition der relativen Dimension erhalt man 
im Zusammenhang mit den Pflastersitzen. — Wir betrachten nur solche ¢-Uber- 
deckungen von A, welche zu je k& Teilen (2 = k = n+ 2) (n—k+ 1)-dimen- 
sionale Durchschnitte haben. Wir nennen € r-dimensional beziiglich A, falls r die 
kleinste Zahl ist, so da8 fiir jedes ¢ eine e-Uberdeckung von A existiert, fiir welche 
r+ 1, aber keine r+ 2 Teile einen gemeinsamen Punkt von € enthalten. — Im 
Sinne dieser beiden Definitionen gilt der Satz, daB die Dimension aller n-dimensionalen 
Mannigfaltigkeitspunkte auf einer Flache genau n-dimensional ist. 

Der Beweis dieses Satzes wie auch des Satzes VI beruht auf einer weit- 
gehenden Verallgemeiaerung der Methoden des § 3. Durch geeignete Teilung der 
Flache in 2 Teile entsteht eine harmonische Teilung des Raumes und der n-dimen- 
sionalen Komplexe in 2n-+-2 Teile. Der Grad der (harmonischen) Abbildung 
dieser Komplexe auf einen n-dimensionalen Wiirfel erméglicht die Konstruktion 
von beliebig kleinen Mannigfaltigkeiten, welche alle 2n Teile der Flachen treffen. 
Diese Konstruktion erméglicht den Beweis der Satze, welcher in der Fortsetzung 
dieser Arbeit dargestellt wird. 

11) Vgl. die unter’) zitierten Arbeiten von H. D. Ursell und mir in Proc. Camb. 
Phil. Soc. 
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dimensionale Schnittmenge Z der Flache F nur nulldimensional schneidet 
und lediglich von einem (in dem zu Z komplementiren Raum R* +! — Z 
liegenden und dort nicht nullhomologen) Polygon A berandet ist. Diesen 
Komplex oder auch — im Falle eines unendlichen Komplexes — seine 
Grenzfliche nennen wir eine in bezug aui den Schnitt Z duale Membran. 
In einem fiinf- oder héherdimensionalen Raume kann man eine zwei- 
dimensionale Zelle als duale Membran konstruieren; im vierdimensionalen 
Raume treten die ersten Knotenschwierigkeiten auf, und man erhilt in 
diesem Falle eine zweidimensionale Zelle mit Singularititen. Hingegen 
lassen sich die groBen Knotenschwierigkeiten im dreidimensionalen Raume 
nur durch eine Konstruktion eines unendlichen Komplexes iiberwinden 
und die Membran selbst ist die bereits erwiahnte Grenzflache des 
Komplexes. Im letzteren Falle ist die Membran zusammenhangend im 
Kleinen und somit — mindestens mengentheoretisch — ein einfaches 
Gebilde. 

Der zweite Schritt besteht in der Bestimmung einer Folge von Teil- 
komplexen auf der Membran K?, deren (kombinatorische) Rinde: je eine 
zusammenhangende Kurve enthalten, welche einen festen Punkt im Aufen- 
gebiet der Fliche mit einem festen Punkt im Innengebiet verbindet. Die 
Existenz dieser Kontinua ergibt sich aus der kombinatorischen Struktur 
der Membran. Auf dem Grenzkontinuum dieser Kurven 1aBt sich dann 
ein einfacher Bogen J bestimmen, welcher die beiden erwihnten Punkte (im 
Aufen- und im Innengebiet) verbindet und die Fliche F nur in der 
(n — 1)-dimensionalen Schnittmenge Z und lediglich in einer nulldimen- 
‘sionalen Menge von Punkten trifjt. 

Der dritte Schritt besteht schlieBlich in der Bestimmung einer be- 
liebig kleinen n-dimensionalen Mannigfaltigkeit f auf F, welche einen auf J 
liegenden Punkt von Z enthilt. Diese Flaiche f erhalten wir durch Kon- 
struktion eines reguliren Schnittes einer Kugelumgebung. Durch sukzes- 
sive Wiederholung der Konstruktion erhailt man eine absteigende Folge 
f, Df, >... Df... von Teilmannigfaltigkeiten, deren Grenzpunkt der 
gesuchte (konzentrische) Mannigfaltigkeitspunkt auf Z ist. 

Ziehen wir hier die in I gegebene Verschlingungsdefinition in Be- 
tracht, so folgt sofort, daB jedes f,, mit einem 0-Zyklus verschlungen 
ist. Die / sind somit Kernmengen auf F und ihr Durchschnittspunkt 
ein K-Mannigfaltigkeitspunkt. Die Sdtze I, Il, II behalten ihre Giiltigkeit 
auch fiir Kernmengen und K-Mannigfaltigkeitspunkte. 

2. Die Satze I, II, III, welche fiir regulire Flichen ausgesprochen 
wurden, kénnen auf beliebige n-dimensionale Mengen @ in einem (n +- 1)- 
dimensionalen Raume R"+? iibertragen werden. Man erhilt dadurch eine 
neue Eigenschaft dieser Mengen. Unter den in sich kompakten Mengen 
8* 
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in R"*+! sind nach einem Ergebnis von Frankl'*) (fiir n+ 1 > 3) und 
Frankl-Pontrjagin™*) (fiir »-+1 = 3) die n-dimensionalen dadurch aus- 
gezeichnet, daB sie Teilmengen enthalten, welche (m + 1)-dimensionale 
Umgebungen zerlegen. Darnach gibt es insbesondere eine Kugelumgebung 
W"*' eines Punktes P einer beliebigen Menge ®, welche durch eine 
Teilmenge von ® zerlegt wird. Diese Schnittmenge enthaJt insbesondere 
einen reguliren Schnitt ®@* von W"+'. Die reguliren Schnitte einer 
Kugelumgebung kénnen genau wie Flaichen F in Ziffer 1 behandelt werden. 
Es mu8 somit jede Schnittmenge Z von ®* n-dimensionale Mannig- 
faltigkeitspunkte enthalten, und wir kénnen den Satz aussprechen: 

Es ist unméglich, ein jedes Punktepaar einer in sich kompakten n-dimen- 
sionalen Menge ©" in R"*? durch Schnitte der Menge zu trennen, welche 
nur O-, 1-,... und (n — 1)-dimensionale Mannigfaltigkeitspunkte enthalten. 
Es gibt mindestens ein Punktepaar in ©" mit der Eigenschajft, dap jede 
Trennungsmenge dieser beiden Punkte n-dimensionale (konzentrische) M- Punkte 
enthiilt. 


3. Durch Verwendung endlicher singulirer Komplexe wollen wir eine 
wesentlich allgemeinere Art von Membranen konstruieren, welche insbesondere 
die Lésung der weiteren Probleme erméglichen. 

Es sei A ein in R"+!— Z liegendes und dort nicht berandendes 
Polygon"*). E* sei eine von A berandete (im allgemeinen singulare) 
2-Zelle, welche man durch geradlinige Verbindung eines Punktes 0 mit 
allen Punkten von A erhilt. £* sei in Dreiecke vom Durchmesser e, 
unterteilt und der dadurch gegebene 2-Komplex auf H* mit K? bezeichnet. 
Von K?} ausgehend, bilden wir einen Komplex Kj durch folgende Ope- 
rationen: 


(1) Alle Simplexe von Kj, welche keine Punkte von Z enthalten, 
werden beibehalten. 


(2) Jeden Eckpunkt P von Kj, welcher auf Z liegt, ersetzen wir 
durch einen Punkt P’ auBerhalb Z, dessen Entfernung von P < ge, ist. 


(3) Jede Kante PQ von K? ersetzen wir durch einen Polygonzug 
P ...Q, welcher Z nicht trifft und dessen Entfernung von PQ ebenfalls 
< e, ist. 

(4) Ein jedes Dreieck A, dessen Rand | nach (1) und (2) durch ein 
geschlossenes Polygon l’ ersetzt wurde, ersetzen wir durch eine von l’ be- 
randete singulire 2-Zelle, deren Punkte ebenfalls eine Entfernung < e, 


2) Frankl-Pontrjagin, Math. Annalen 102 (1930); Frankl, Math. Annalen 103 
(1930). 

15) Wir setzen voraus, A treffe F’ und F’ und verlaufe somit teilweise in 
einem ,,AuBengebiet G, und teilweise in einem ,,Innengebiet™ G,. 
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von A haben. Diese Zellen A’ erhalten wir durch Verbindung eines ge- 
eigneten Punktes mit allen Punkten von /’. 

Diese Konstruktion kénnen wir wiederholen, indem wir K? in Dreiecke 
von einem Durchmesser < ¢, < } ¢, unterteilen und nach demselben 
Verfahren durch einen Komplex K?} ersetzen usw. Die Grenzfliche M?* 
der Komplexe K? ist eine singulaire 2-Zelle, welche man sich auch als 
ein stetiges Bild einer abstrakt gegebenen gewdhnlichen 2-Zelle (Dreiecks- 
fliche) ‘€? denken kann. Dabei denken wir uns auf dieser (abstrakt 
gegebenen) gewdhnlichen 2-Zelle eine Folge sukzessiver Dreiecksteilungen 
gegeben, so da die Durchmesser der Dreiecke fiir wachsende Unter- 
teilungen-gegen 0 abnehmen und fiir jedes m die Dreiecke einer festen 
Unterteilung in eindeutiger Weise den 2-Zellen, aus welchen K? aufgebaut 
ist, entsprechen. Da die Rander der 2-Zellen von Kj frei von Z-Punkten 
sind (nach Konstruktion), kénnen die Dreiecksrinder einer Unterteilung 
der abstrakten Urbildzelle keine Urbildpunkte der Z-Punkte auf M? ent- 
halten. Daraus ergibt sich, daB die Urbildmenge von M*Z auf der ab- 
strakten 2-Zelle nulldimensional ist (obwohl dies fiir die Menge M*Z selbst 
nicht zutrifft). 

Auf der abstrakten Urbildzelle ‘€? kénnen wir einen Bogen ‘J an- 
geben, welcher einen Urbildpunkt des AuBengebietes der Flaiche F mit 
einem Urbildpunkt des Innengebietes der Fliche verbindet und die Ur- 
bildmenge ‘(M?F) von M?F nur in Punkten der nulldimensionalen Ur- 
bildmenge ‘(M?Z) von M*Z trifft. Bezeichnen wir mit J den Bildbogen 
von ‘J auf M’, so laBt sich auf Grund der Kigenschaften von ‘J die in 
Ziffer 1 erwaihnte Konstruktion der beliebig kleinen Mannigfaltigkeiten 
f auf F, welche Punkte von Z enthalten, leicht durchfiihren. Wir er- 
halten auf diese Weise einen neuen und kiirzeren Beweis der Sitze lI, 
II, It. 

Es sei ¢ eine beliebig kleine positive GréBe. Aus der Folge der in 
Ziffer 3 konstruierten Komplexe wahlen wir einen Komplex K?,, dessen 
2-Zellen einen Durchmesser < ¢ haben. Wir bilden einen Teilkomplex K}; 
aller 2-Zellen von K},, welche keine Punkte von Z enthalten. Der Rand 
des Komplexes Kj, besteht offenbar aus 4 und einer endlichen Anzahl 


von 1-Zyklen A}, A?, ..., At mit den folgenden Eigenschaften: 
1. Der Durchmesser eines jeden A‘ ist < 3. 
2. Der Abstand eines jeden A! von Z ist positiv, aber < «. 
3. A ~ ZA! (auf Ki). 
Die Berandungen derjenigen 2-Zellen von x... welche Punkte auf Z 


enthalten, liefern uns offenbar’ die 1-Zyklen Af mit den obigen Eigen- 
schaften. 
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Diese Komplexe K* = x , welche wir ebenfalls als Membranen be- 
ziiglich Z bezeichnen, bilden die Grundlage fiir die weiteren Unter- 
suchungen. 


If], Die harmonische Teilung und die Abbildung eines Komplexes 
auf den Kreis. Der Abbildungsgrad. 

1, Gegeben sei ein zweidimensionaler Komplex K* und eine Einteilung 
der Gesamtheit aller Grundzellen von K? in vier Klassen A;, Bj, A;, By 
in der Weise, daB je zwei Zellen, welche den Klassen A; und A; oder 
B, und B; entnommen sind, keine gemeinsamen Punkte haben. Hingegen 
kénnen zwei Zellen aus je einer Klasse A und B gemeinsame Punkte 
haben, und es ist auch zugelassen, da8 eine Zelle von K* gleichzeitig 
einer Klasse A und einer Klasse B angehért. Die so definierte Teilung 
der Gesamtheit aller Zellen von K* nennen wir eine subharmonische Teilung 
von K*. Wird noch vorausgesetzt, dai eine Grundzelle von K* nur einer 
einzigen Klasse angehoren soll, d.h., daB die vier Klassen exklusiv sein 
sollen, so nennen wir die Teilung von K* harmonisch. In der harmonischen 
Teilung werden also die Klassen A; und A, durch B,+ By und die 
Klassen B, und B; durch A,-+ Ay voneinander getrennt. Aus einer 
subharmonischen Teilung von K* erhilt man eine harmonische, wenn 
man die Grundzellen, welche in zwei verschiedenen Klassen vorkommen, 
nur zur einen Klasse rechnet. 


2. Wir bewerkstelligen jetzt eine stetige Abbildung /(K*) des sub- 
harmonisch zerlegten Komplexes K* auf eine Kreislinie x, welche ent- 
sprechend in vier Quadranten, a,, b,, a), bf unterteilt ist. Diese Ab- 
bildung ist folgendermaBen definiert. Wir ziehen die Gesamtheit aller 
Eckpunkte von K* in Betracht. Fiir jeden dieser Eckpunkte beriick- 
sichtigen wir alle Klassen der subharmonischen Teilung von K*, in welchen 
mindestens eine den betreffenden Eckpunkt enthaltende Grundzelle von 
K* vorkommt. Es gibt somit héchstens 8 verschiedene Fille unter den 
Eckpunkten von K*, welchen also héchstens 8 verschiedene Gruppen von 
Eckpunkten entsprechen. Einer jeden dieser Gruppen von Eckpunkten 
lassen wir nun einen und denselben Punkt auf dem Kreis entsprechen, 
wobei dieser Bildpunkt nur denjenigen der vier Bogen a,, 6,, ay, 6, an- 
gehéren soll, welche den die betreffende Gruppe von Eckpunkten defi- 
nierenden Klassen der subharmonischen Teilung von K entsprechen. Vier 
dieser Bildpunkte sind die gemeinsamen Eckpunkte der Bogen a und 3, 
und als vier weitere Bildpunkte wahlen wir die Mittelpunkte der vier 
Bogen. Durch diese Abbildung wird aber der ganze 2-Komplex K? in 
den Kreis tiberfiihrt. 
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Wird die Orientierung des Kreises x etwa in der Richtung a’ > 0’ 
festgesetzt, so bildet {(K*) einen jeden eindimensionalen (orientierten) 
Zyklus J" auf K* auf den Kreis x mit einem bestimmten Abbildungsgrad 
of(J") im Sinne von Brouwer ab. Fiir eine lineare Kombination 
I= JT} von Zyklen gilt offenbar 


of(I") = X of (I?) 
und da der Abbildungsgrad des Randes einer Grundzelle = 0 ist, so gilt 
of(I")=0 
fiir 7? ~ 0 (auf K*) und im allgemeinen 
of (It) = of (T%) 


fir IT] ~ Ij auf K*. Der Abbildungsgrad in bezug auf /(K*) ist somit 
invariant fiir alle untereinander homologen Zyklen auf K’. 

3. Der Abbildungsgrad eines orientierten Zyklus J" eines harmonisch 
zerlegten Komplexes XK? ist von der Abbildung /(K*) unabhingig 
und wird durch die subharmonische Teilung von K® selbst bestimmt. 
Diese fiir die gegebene Teilung von K* charakteristische Zahl, welche wir 
auch die Charakteristik von J" nennen wollen, JaBt sich direkt (d. h. un- 
abhingig von der Abbildung) berechnen. LEinfachheitshalber beschrinken 
wir uns auf den Fall eines zusammenhingenden einfachen Zyklus J", 
welcher in einem bestimmten Sinne orientiert ist. Eine harmonische 
Teilung von K*® bewirkt auch eine harmonische Teilung aller 1-Zellen von 
I" in vier verschiedene, ebenfalls exklusive Klassen, welche wir mit 
A, B,, Aj, B{ bezeichnen. Je nach der Klasse bezeichnen wir im all- 
gemeinen die 1-Zellen von J” mit a’, b’,a”,b”. Die Orientierung von J’ 
legt eine Anordnung aller 1-Zellen von J” in einem Symbol fest, z. B. 

a’ a’ b' a’ a” b' a’ b’b” usw. 
Zwischen allen diesen Elementen kénnen wir zwei Grundanordnungen oder 
Durchlaufsinne festlegen, eine positive 

a+b +a" +b" +a 
und eine negative 

a’ > b” +a" +b >a’. 
Jeden Ubergang von einem Element zum nichsten (in der auf J” ge- 
gebenen Richtung) bezeichnen wir als positiv oder negativ je nach der 
Grundanordnung, welcher dieser Ubergang entspricht. Bezeichnen wir 
mit P die Anzahl aller positiven und mit N diejenigen aller negativen 
Ubergiinge, so laBt sich ohne Schwierigkeiten zeigen, da& 


',(P —N) = of I") 
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ist. Die Méglichkeit einer solchen direkten Deutung des Abbildungsgrades 
der harmonischen Abbildung ist allerdings auf den Fall von 1-Zyklen 
beschrankt. 


4. Wir wenden jetzt die obigen Betrachtungen auf die zum Schnitt 
Z duale Membran an. Nach dem Verfahren des § 11 konstruieren wir 
ein Polygon A, welches auBerhalb Z nicht ~ 0 ist und eine Membran 
M? = K*, welche von A und einer endlichen Anzahl von beliebig kleinen, 
in beliebiger Nahe von Z gelagerten 1-Zyklen berandet wird. Wenn wir 
den Durchmesser der Grundsimplexe von K* als < ¢ annehmen, so werden 
die 1-Zyklen auf dem Rande von K* (von A abgesehen) einen Durch- 
messer < 3¢ haben. Wir kénnen insbesondere die Membran so fein 
unterteilen, daB keines der Grundsimplexe gleichzeitig Punkte von F’ und 
F” enthalt. Diese Unterteilung erméglicht eine harmonische Teilung von 
K* in vier Klassen: 

die Klasse A; aller Punkte von F’ enthaltenden Zellen, 

“ » By, aller ganz im Gebiet G, liegenden Zellen, 

Ba » Ag aller Punkte von F” enthaltenden Zellen, 
- » By aller ganz im Gebiet G, liegenden Grundzellen. “*) 


Diese harmonische Teilung von K®* induziert auch eine harmonische Teilung 
der auf dem Rand von K®* gelegenen 1-Zyklen. Nach Ziffer 2 ist der 
Abbildungsgrad des Randes von K* in der harmonischen Abbildung { (K*) 
von K* auf den Kreis = 0. Andererseits liefert /(K*) fiir das Polygon 
A einen von 0 verschiedenen Abbildungsgrad, namlich 


: of(A)= +1. 

Daraus folgt, daB es unter den beliebig kleinen 1-Zyklen auf dem Rande 
von K* mindestens einen einfachen zusammenhingenden Zyklus A, geben 
muB, fiir welchen der Abbildungsgrad ebenfalls + 0 ist. A, hat nach 
Konstruktion einen Durchmesser < 3¢ und kann deshalb in eine n-dimen- 
sionale Kugel W" mit einem Durchmesser < 6¢ eingeschlossen werden. — 
Im nachfolgenden gehen wir zu der eigentlichen Bestimmung der durch 
Z zerrissenen beliebig kleinen Mannigfaltigkeit auf F iiber. Sie erscheint 
als ein Schnitt der A, einschlieBenden Vollkugel W?. 

5. Wir schicken noch eine Betrachtung iiber den Abbildungsgrad in 
bezug auf die Abbildung der Teilkomplexe von 1-Zyklen auf K?* voraus. 
Ist J” irgendein Teilkomplex eines 1-Zyklus J auf K*, so bezeichnen 
wir durch J* einen (im allgemeinen singuliren) Komplex auf dem Kreis x, 
welcher unter /(K*) dem Komplex J entspricht. Wenn wir die aus- 


4) Mit G, und G, werden zwei von F begrenzte Gebiete bezeichnet, welche 
(in ihrer Summe) alle Punkte von A (auBerhalb F) enthalten. 








a 
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gearteten (d. h. nulldimensionalen) Bilder der 1-Simplexe vernachlissigen, 
so kann J* als ein eindimensionaler homogener Komplex (mit ent- 
sprechender Orientierung) betrachtet werden. Es sei gz ein ,,innerer‘ 
Punkt des Kreises x, d. h. ein Punkt, welcher nicht dem ,,Geriist‘‘ des 
simplicial in 8 Teile zerlegten Kreises angehért, also weder ein Eck- noch 
ein Mittelpunkt der vier Quadranten a,, b,, a,b, ist. Die Abbildung 
}{ (K*) liefert eine bestimmte Abbildung f/(J’) von I" auf x oder einen Teil 
von *, und diese letztere besitzt offenbar einen ganz bestimmten Abbil- 
dungsgrad in x oder vielmehr in einer Nachbarschaft von z, da nimlich 
z nicht Bildpunkt eines Randpunktes von J’ sein kann. Diesen drtlichen 
Abbildungsgrad bezeichnen wir mit of,(J"). Ist ein innerer Punkt 2 des 
Kreises x iiberhaupt nicht in J* enthalten, so wollen wir ihm immer den 
Abbildungsgrad 0 in bezug auf f(J") zuordnen. 


Wir setzen jetzt voraus, J’ sei ein Teilkomplex von J", dessen (kom- 
binatorischer) Rand J’ der Vereinigung der Simplexe der beiden Klassen 
A, und Ay angehért. Die folgenden Behauptungen lassen sich dann 
leicht beweisen, 

a) Enthalt das Bild [* des Randes von J’ nur Punkte des einen 
der beiden Quadranten a, und a, und sind z und y zwei beliebige Punkte 
auf der Vereinigung 6, + 6; der beiden Quadranten, so ist 


of, (I) = of, (i). 


b) Insbesondere, wenn /* nicht gleichzeitig Punkte der beiden Qua- 
dranten a, und a, enthilt und J* auBerdem nicht den ganzen Kreis 
bedeckt, so ist of,(J”) = 0 fiir einen beliebigen Punkt der Quadranten 
b, und by. 

Ist also, umgekehrt, of,(J") = 0 und bedeckt J* nicht den ganzen 
Kreis, so muf /* gleichzeitig Punkte der beiden Quadranten a, und a; 
treffen. Entsprechend muB8B J’ Simplexe der beiden Klassen B, und By 
treffen. 


6. Wir bezeichnen jetzt mit W/ das Innere der Kugel W” und mit 
(G:) bzw. (Gs) die Gesamtheiten aller Komponenten der Durchschnitte 
G, Wi und G,W7. Mit (Aj) und (Aj) bezeichnen wir die Gesamtheit aller 
Durchschnitte des 1-Zyklus A, mit jeder der Komponenten G; und G;. 
Die 1-Komplexe aller 1-Simplexe auf A,, welche in A! oder Aj (fiir 
jedes » und jedes ~) enthalten sind, bezeichnen wir entsprechend mit J’. 
und J'¥. Offenbar gibt es je eine endliche Zahl nicht leerer J't- und 
I'y-Komplexe. 

Wir wahlen jetzt einen beliebigen inneren Punkt x auf dem Bogen 
b, des Kreises x und betrachten die durch /(K*) gelieferte Abbildung 
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/(A,) und deren Teilabbildungen /(J°’). Wir bezeichnen mit y den Ab- 
bildungsgrad von /(A,) und setzen 
a, = of, (I°¥). 

Dann gilt offenbar die Beziehung 

@, t+ ag+... + a = y(+ 0). 
Daraus folgt die Existenz eines Wertes a, = a +0 und eines diesem 
entsprechenden 1-Komplexes J’;o = J"’, der Bogenmenge A)» = A’ und 
des Gebietes Gio = G’. Da J” keine Punkte von G, enthilt, kann J’* 
nicht den ganzen Kreis bedecken. Aus b) Ziffer 5 folgt sofort, daB J” 
die Simplexe der beiden Klassen A, und A; trifft. Hs muf also auch 
A’ die beiden Teile F’ und F” der Fliche F treffen. 

Wir betrachten jetzt alle zusammenhingenden Teile (Komponenten) 
des Durchschnittes A,(W) —G’). Die Gesamtheit aller dieser Bogen be- 
zeichnen wir mit (A‘). Mit J% bezeichnen wir fiir jedes 4 den zusammen- 
hingenden Komplex aller in der offenen Menge W/ —G’ liegenden 
1-Simplexe von A. Die Gesamtheit (J) ist offenbar nicht leer und endlich. 

Wir wollen jetzt zeigen, daB mindestens ein Bogen J% je einen auf 
der Berandung von G’ liegenden Punkt von F’ und F” trifft. Nach b) 
Ziffer 5 geniigt es offenbar zu zeigen, daB 1. mindestens ein J% nicht 
den ganzen Kreis bedeckt, und 2. an einer Stelle y von 6; of, (Ie) + 0 ist. 

Bezeichnen wir mit y irgendeine Stelle von 6; und mit £, den 
Abbildungsgrad in y von /(J°%) fiir jedes A, so gilt wegen SIT¥ c YI? 
die Beziechung 
Somit ist fiir gewisse [4 die Bedingung (2) erfiillt. Wire nun fiir alle 
Werte dieser A die Bedingung (1) nicht erfiillt, so miiBte fiir jedes 4 und 
ein beliebiges z auf b, [nach a) Ziffer 5] 


9 fz (I) — of, (I?) 
gelten. Der Beitrag zum Abbildungsgrad in z fiir jedes J% wire also 
= f,. Daraus wiirde folgen 
0f2(A.) = (8B, +B, + .-. +B) +@’ (a’ + 0), 
was offenbar unmédglich ist. 

Somit ist die Existenz des Bogens [4+ mit den gewiinschten Eigen- 
schaften nachgewiesen. Der Rand der Ae enthaltenden Komponente von 
W? — G’ ist die gesuchte Mannigfaltigkeit f = /’ + f”. 

7. Es ist nun nach dem obigen Beweis evident, wie man eine ab- 
steigende Folge von Mannigfaltigkeiten 


fm + fms 
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fn CF’, fn c F” bekommen und somit den RiBpunkt der Flache 
bestimmen kann. Wird, wie oben, f = /,, beziiglich einer Kugel W, 
bestimmt, so wiederholen wir die Betrachtung, indem wir F durch f, 
(beziiglich W,) ersetzen und f, als gemeinsamen Rand zweier Gebiete 
beziiglich einer Kugelumgebung W, bestimmen usf. 

Demnach ist die Existenz eines RiBpunktes auf jedem (n — 1)-dimen- 
sionalen Schnitt der Fliche nachgewiesen. 

Um die 1-Dimensionalitét der Menge aller RiBpunkte der Flache 
nachzuweisen, miissen wir noch den Fall n-dimensionaler Schnitte in Be- 
tracht ziehen. Ist Z n-dimensional, so gibt es einen Punkt P von Z, 
welcher auf einem reguléren Schnitt z einer Kugelumgebung liegt. Auf 
diesem Schnitt liBt sich ein Ri®punkt (in bezug auf z selbst) bestimmen, 
welcher gleichzeitig ein Ri®punkt der Flache F ist: man braucht zu 
diesem Zweck lediglich einen Punkt auf z von irgendeinem Punkt auf F 
durch eine (n — 1)-dimensionale Menge zu trennen, welche gleichzeitig F 
zerlegt. Auf dieser Schnittmenge léBt sich dann der RiSpunkt wie im 
allgemeinen Fall bestimmen. 

Somit sind die Satze I*, II*, III* vollstandig nachgewiesen. 

8. Durch Reduktion des Zyklus A, auf eine — im nachfolgenden 
definierte — Normalform erhilt man ein zweites Verfahren zur Konstruk- 
tion der Mannigfaltigkeit /, welches in der unter °) zitierten Arbeit ver- 
wendet wurde. Dieses Verfahren gibt allerdings keine Méglichkeit einer 
direkten Verallgemeinerung zur Lésung der wesentlichen Probleme, welche 
mit der harmonischen Abbildung n-dimensionaler Zyklen auf einen har- 
monisch zerlegten einfachen n-dimensionalen Zyklus (etwa einen n-dimen- 
sionalen Wiirfel) zusammenhangen. Wir erwibnen dennoch diese Normal- 
form, weil sie einen gewissen Zusammenhang zwischen dem Abbildungs- 
grad und der Anzahl der durch Z in W} zerlegten Mannigfaltigkeiten / 
aufzeigt. 

Durch die harmonische Teilung von A, in vier Klassen A;, B,, Aj, By 
wird A, in vier entsprechende Gruppen von zusammenhingenden Bogen 
zerlegt. Wir erhalten dadurch 2 Gruppen von Bogen vom A- und zwei 
vom B-Typus. Ein jeder B-Bogen hat zwei benachbarte A-Bogen und 
umgekehrt. Wir sagen oun, A, hat eine Normalform, wenn jedes zu F 
beziiglich W? komplementire Gebiet, welches einen B-Bogen enthilt, keine 
Punkte (weder im Innern noch auf dem Rande) der zu ihm nicht be- 
nachbarten Bogen trifft: d. h. nur die beiden zu dem B-Bogen benach- 
barten A-Bogen kénnen das den betreffenden B-Bogen enthaltende Ge- 
biet treffen. In der unter °) zitierten Arbeit wurde gezeigt, wie der 
1-Zyklus A, auf die Normalform reduziert, d.h. durch einen 1-Zyklus 
in Normalform ersetzt werden kann, wobei, falls of (A,) + 0, der Abbildungs- 








124 B. Kaufmann, Der lokale Dimensionsbegriff. 


grad des reduzierten Zyklus ebenfalls +0 ist. Wir kénnen somit voraus- 
setzen, daB A, in einer Normalform gegeben ist. 

Ist y = of (A,) + 0, so gibt es mindestens zwei B-Bogen in A,. Ist 
A, ein B-Bogen und sind A,, bzw. Ay, die beiden zu Ag benachbarten 
A-Bogen, so bezeichnen wir mit A, den Bogen (4,4, + 4g + A4,) und mit 
(A, — Ag) den zu Ag komplementiren Bogen (auf A,). Da A, in Normal- 
form gegeben ist, so ist der Abstand des A, enthaltenden, zu F beziiglich 
W? komplementiren Gebietes g von A, —Ag positiv. Dies erméglicht 
sofort die Bestimmung eines A, und A, — Ag trennenden reguliren Schnittes 
von W? auf der Berandung von g, und dieser ist eine Cantorsche Mannig- 
faltigkeit. Diese letztere enthilt insbesondere je einen F-Punkt auf A,, 
und A,,. 

Wir bemerken jetzt, daB der Grtliche Abbildungsgrad eines jeden 
B-Bogens A, (an irgendeiner inneren Stelle des Kreises) lediglich die 
Werte 0, +1 annehmen kann. Es sei nun p die Anzahl aller B- Bogen 
auf A,, und p' die Anzahl aller B-Bogen, fiir welche der Grtliche Ab- 
bildungsgrad den Wert +1 hat. Diese letzteren in einer Folge geordnet, 
bezeichnen wir mit /,, A,,...A,:. Von jedem dieser Bogen ausgehend, 
kénnen wir nach dem Obigen eine beliebig kleine Mannigfaltigkeit 

=fti Ucrfcr" 
konstruieren. Zwei solcher Mannigfaltigkeiten, /, und f,, bezeichnen wir 
als verschieden, wenn /,/, + /,,f,. Ist y+ +1, so ist immer p > 2. 
Wir setzen voraus p > 2. Es lat sich dann leicht zeigen, daB mindestens 
p' verschiedene Mannigfaltigkeiten in W7; konstruiert werden kénnen. 

Man beriicksichtige lediglich, daB zwei B-Bogen A, und Ag nur dann 
dieselbe Mannigfaltigkeit ergeben kénnten, wenn die beiden anstoBenden 
Bogen A,, und A,, in beiden Fiillen dieselben waren. Dies ist aber 
wegen Existenz dreier A,-Bogen unméglich. 

Ein besonders interessantes Problem sei hier noch erwihnt: Gibt es 
immer einen beliebig kleinen auBerhalb Z nicht nullhomologen 1-Zyklus, 
fiir welchen of(A,) = +1 ist? 


(Eingegangen am ‘14. 6. 1935.) 
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absolute Axiomatik der Geometrie 
in einer begrenzten Ebene. 
Von 


L. J. Smid in Warffum (Niederlande) '). 


Einleitung. 

Hjelmslev hat bewiesen*), da® eine ,,axiomatische Ebene“, in der 
die Hilbertschen ebenen Axiome*) I, II, III gelten, sich als ein echter 
oder unechter ,,konvexer‘‘ Teil einer projektiven Ebene mit hyperbolischer, 
parabolischer oder elliptischer Metrik auffassen laBt. 

Nach der Auffassung von Hjelmslev‘) und Schur®) ist dieser Weg 
der natiirliche zum Aufbau der vollstindigen elliptischen Geometrie. 

Im elliptischen Fall muB die axiomatische Ebene sicher ein echter 
Teil der vollstandigen Ebene sein, denn in der betrachteten axiomatischen 
Ebene haben zwei verschiedene Lote auf derselben Geraden keinen ge- 
meinsamen Punkt. 

Wegen Axiom III 1, das die unbeschriinkte Méglichkeit des Strecken- 
abtragens fordert, ist andererseits klar, daB die axiomatische Ebene kein 
echter konvexer Teil einer ,,Archimedischen Ebene“ *) sein kann. 

Bei dem Hjelmslevschen Aufbau ist det archimedisch-elliptische Fall 
also ganz ausgeschlossen’). Um diese Liicke auszufiillen, haben wir das 


1) Mit dem Wort ,,absolut’’ wollen wir andeuten, daB es eine metriscbe 
Axiomatik betrifft, wobei nicht von vornherein in den Axiomen festgelegt ist, ob 
die Geometrie eine hyperbolische, parabolische oder elliptische ist. 

2) J. Hjelmslev, Neue Begriindung der ebenen Geometrie, Math. Annalen 64 
(1907), S. 449 — 474. 

8) D. Hilbert, Grundlagen der Geometrie. Die Nummern der Axiome und 
Satze im folgenden beziehen sich auf die 7. Auflage (Leipzig 1930). 

*) Hjelmslev, 1. c. S. 473. 

5) F. Schur, Uber die Grundlagen der Geometrie, Math. Annalen 55 (1901), 
S. 274. 

®) D. h. eine Ebene, in welcher das sogenannte Archimedische Axiom, heute 
vielleicht besser das ,,Eudoxische** Axiom genannt, gilt. 

7) Eine a&hnliche Bemerkung gilt fiir das Axiomensystem ohne Anordnungs- 
axiome, das Hjelmslev in ,,Einleitung in die allgemeine Kongruenzlehre“, Math.-fys. 
Meddelelser, Danske Vidensk. Selskab 8, 11 und 10, 1 (1929) studiert. Dieses 
Axiomensystem (Medd. 8, 11, S. 5 und 6) lat sich fir die ,,einfache Geometrie“ 
(Medd. 10, 1, S. 11) dureh Abschwachung einiger Axiome leicht so abindern, dab 
es auch in der volistaindigen elliptischen Ebene gilt. Weil die Méglichkeit von Be- 
wegungen dadurch nicht eingeschrankt wird (im Gegensatz zur vorliegenden Arbeit) 
brauchen die Hjelmslevschen Entwicklungen dann nur wenig Anderung. 
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Axiom III 1 so eingeschrinkt, daB nur gefordert wird, daB von zwei 
gegebenen Strecken wenigstens eine von einem Endpunkt auf die andere 
abgetragen werden kann (Axiom IIT 1*), damit es auch in einem begrenzten 
Ebenenstiick, z.B. im Inneren eines Dreiecks oder eines Kreises gilt. 
Unser Ziel ist, zu beweisen, da8 der Hijelmslevsche Satz (siehe oben) 
auch fiir diese Axiomatik gilt. 


§1. 
Konstruktion der G,,-Gebiete. 

1. a) Wir benutzen die ebenen Hilbertschen Axiome I, II, III, wo 
III 1 ersetzt wird durch 

Axiom III 1*. Wenn die Strecke A B der Strecke A’ B’ nicht kon- 
gruent ist, und es keinen Punkt C von AB gibt, so daB A’ B’ = AC, 
so gibt es weniystens einen Punkt C’ von A’ B’, so dab AB = A'C". 

Mit Hilfe der iibrigen Axiome kann man nun leicht beweisen, da8 
es dann nur einen solchen Punkt C’ gibt, und da8 auch umgekehrt, wenn 
C existiert, es keinen Punkt C’ mit der verlangten Eigenschaft gibt. 
Dann kann man fiir Strecken die Relationen > und < definieren, und 
die Zusammensetzungsregeln von >, <, =, + und — beweisen. 

b) Hilbert leitet aus den Axiomen der Kongruenz und den vorher- 
gehenden Axiomgruppen zuerst die Siatze 11 bis 26 ab LEinige Sitze 
werden aber in unserer Axiomatik falsch, und von einigen anderen miissen 
die Beweise eine kleine Anderung erfahren. 

Satz 11 (Gleichheit der Basiswinkel im gleichschenkligen Dreieck) 
und sein Beweis bleiben unverindert. Die Beweise der Sitze 12 und 13 
(des ersten und zweiten Kongruenzsatzes fiir Dreiecke) mu8 man so fiihren, 
da8 man von zwei Seiten die nicht-gréBere auf die andere abtrigt. Wenn 
zwei oder mehr Halbstrahlen gegeben sind, so gibt es immer eine so 
kleine Strecke, daB sie sich auf jeden dieser Halbstrahlen abtragen 1laBt. 
Deshalb kénnen die Beweise der Sitze 14 (die Nebenwinkel kongruenter 
Winkel sind kongruent; Scheitelwinkel sind kongruent; es existiert ein 
Winkel, der seinem Nebenwinkel kongruent ist) ungeindert bleiben. 
Satz 17 (iiber das Drachenviereck), welcher Satz 18 (den dritten Kongruenz- 
satz fiir Dreiecke) vorbereitet, und sein Beweis bleiben ungedndert; der 
Beweis von Satz 18 gilt aber nur unter der Voraussetzung, daB die Hilfs- 
punkte B, und B” existieren; diese Beschrinkung hindert die Anwendung 
beim Beweis des Satzes 19 (Transitivitét der Winkelkongruenz) aber nicht, 
weil man dort die kongruenten Strecken OA = 0A’ =OA” so klein 
wihlen kann, da8 auch die fiir Satz 18 nétigen Hilfspunkte existieren. 
Die Satze 15, 16, 20, welche die Addition, Subtraktion und GréSenver- 
gleichung der Winkel begriinden, bleiben unverindert, nur muf man beim 
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Beweis des Satzes 15 eine kleine Anderung anbringen, um die Existenz 
des Punktes H’ zu sichern. Der Beweis des Satzes 21 (alle rechten 
Winkel sind einander kongruent) bleibt wieder unverindert. 

Satz 22 (der Satz vom AuBenwinkel) gilt in unserer Geometrie nicht 
mehr allgemein, und deshalb gilt auch der Beweis des Satzes 23 (in jedem 
Dreieck liegt der gréBeren Seite der gréBere Winkel gegeniiber) nicht. 
Auch der Kongruenzsatz 25 gilt in unserer Geometrie nicht allgemein. 

Satz 24 (die Umkehrung des Satzes 11) wird von Hilbert aus Satz 23 
gefolgert, ist aber auch eine unmittelbare Folge des Satzes 13. Auch 
Satz 26 (jede Strecke ist halbierbar) bleibt richtig, aber der Hilbertsche 
Beweis stiitzt sich auf die Satze 22 und 25 und kann z. B. in der folgenden 
Weise geindert werden. 

Wir tragen an die gegebene Strecke A B in ihren Endpunkten nach 
ver chiedenen Seiten den gleichen Winkel an (Fig.1) und tragen auf die 
freien Schenkel gleiche Strecken AC = BD ab, 
welche wir so klein wahlen, daB A und C auf 
derselben Seite der Geraden BD und da8 B 
und D auf derselben Seite der Geraden AC 
liegen. Man beweist nun leicht, daf die Strecken 
AB und CD sich in einem inneren Punkt £ 
schneiden. Wenn nun A£ nicht kongruent mit \ 
BE wire, so gibe es einen von £ verschiedenen /o 
Punkt E’ von AB, so daB AEF’ = BE, und 
deshalb auch BE’ = AE. Nach Axiom III5 
wire dann XAHC= XA BED und AAEC=ABE'D. Nach dem 
Scheitelwinkelsatz ist AAEC = ABED, also wire nach Satz 19 
AAEC = ABED,; nach dem Scheitelwinkelsatz und der Eindeutigkeit 
der Winkelabtragung wire C 2’ D dann eine Gerade; dann wiirde es aber 
durch C und D zwei verschiedene Geraden CED und CE’D geben, im 
Widerspruch zu Axiom 12. Es mu also AE = BE sein. 

Man beweist nun leicht, da8 jeder Winkel hal- 
bierbar ist. 

2. Es ist in unserer Geometrie nicht ausgeschlossen, 
daB es doppeltrechtwinklige Dreiecke gibt. Einen rechten 
Winkel deuten wir mit dem Buchstaben RF an. 

a) Ist im Dreieck ABC XCAB= ACBA=R, 
so halbiert die Winkelhalbierende CD des XA ACB jj 3 G8 
die Seite A B, steht senkrecht auf A B, und ist mit 
CA und CB kongruent (Fig. 2). 

Es gibt dann kein doppeltrechtwinkliges Dreieck PQS (X SPQ 
= ASQP = R), wobei PQ <CD und PS < $A B. Denn dann kénnte 








Fig. 1. 


c 


4 


Fig. 2. 
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man E£ auf DC, F auf DA, und G auf DB so bestimmen, da8 DE 
== PQ und DF = DG = PS. Dann wiirde es zwei verschiedene Geraden 
F DG und F EG durch F und G geben. 

b) Ist im Dreieck ABC ACAB= ACBA = R, und ist E ein 
Punkt der Strecke A B, so ist CE = CA. 

1) CE kann nicht kleiner als CA sein. 

Wenn CE senkrecht auf AB steht, ist der Satz trivial. Sonst ist 
einer der Winkel A CE A und A CEB kleinerals R; z.B. XCEA<R 
(Fig. 3). Die Winkelhalbierende von A ACE schneidet AE in einem 
Punkt F, wobei AF <4AB. Wenn nun CE < CA, so kann man G 
auf CA so bestimmen, daB CG = CE. Dann ist ACGF= ACEF < R, 





Fig. 3. Fig. 4. 


und das Lot in G auf AC schneidet also die Strecke AF in einem 
Punkt H. Die Existenz des Dreiecks GAH ist aber nach a) im Wider- 
spruch zur Existenz des Dreiecks A BC. 


2) CE kann nicht gréBer als CA sein. 

Wenn CE > CA, so kann man H auf CE so bestimmen, dab 
CH = CA (Fig. 4). Die Winkelhalbierenden von A ACE und X BCE 
schneiden A B bzw. in F und G. Dann ist ACHF = ACAF=R, 
und ACHG = AC BG = R, und es wiirde also zwei verschiedene 
Geraden FEG und FHG durch F und G geben. 

CE ist also kongruent mit CA und CB und daher senkrecht 
auf A B. 

c) Hieraus folgert man leicht: 

Die Schenkel verschiedener doppeltrechtwinkliger Dreiecke sind einander 
gleich. Wenn eine Strecke mit einem solchen Schenkel kongruent ist, 
sagen wir, daB sie =r ist. Es ist klar, daB es keine Strecke 
=2r gibt. 

3. a) Ist im Dreieck ABC ACAB= ACBA = R, und liegt E 
auf der Verlangerung von A B, so ist auch CE = r. 
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Wir brauchen diesen Satz nur fiir die Mitte F von BE zu beweisen. 
Denn wenn CF =r und daher CF senkrecht auf BE ist, so sind die 
Dreiecke CF B und CFE kongruent, also CE = CB. 

1) CF kann nicht kleiner als r sein. 

Wenn A CFB = R, ist die Behauptung trivial. 

Wenn ACF B > R, so wiirde das Lot in F auf BF die Strecke 
BC in einem Punkt P schneiden, wobei auch BP =r, was unméglich 
ist, da BC =r. 

Wenn ACF B< R, so kann CF nicht <r, sein. Denn dann 
kénnte man G auf CB so bestimmen, daB CG = CF (Fig. 5). Es sei 
H der Schnittpunkt von BF mit der Winkelhalbierenden von X BC F, 





Fig. 5. 


so ist ACGH = ACFH < R. Das Lot in G auf BG schneidet dann 
die Strecke BH in einem Punkt K. Dann wiire BK = r, was unméglich 
ist, da dann BE = 2 BF > 2r wire. 

2) CF kann nicht gréBer als r sein. 

Wenn CF > rr wire, so kénnte man G auf CF so bestimmen, daB8 
CG =r (Fig. 6). Die Winkelhalbierenden von A BCF und \ ACF 
schneiden AF bzw. in den verschiedenen Punkten H und K. Dann sind 
die Dreiecke CG K und CAK kongruent, und ebenso CGH und C BH. 
Dann ist A CGK = R, und A CGH = R, was unméglich ist. 

CF mu8 also = r sein, daher senkrecht auf A B stehen. Dann gilt 
dasselbe fiir C FE. 

b) Mit Hilfe von 2b und 3a beweist man leicht den Satz: 

Wenn eine Seite eines Dreiecks = r, und ein anliegender Winkel = R 
ist, so ist auch die Gegenseilte des Winkels = r. 

4. a) Nimmt man auf den Schenkeln eines beliebigen Winkels kon- 
gruente Strecken CB = CD <r (wenn es iiberhaupt eine Strecke r, 
d. h. ein zweirechtwinkliges Dreieck gibt) und bestimmt die Winkel- 
halbierende von X BC D, welche BD in A schneidet, so ist auch A B < r, 
und mit Hilfe von 3b beweist man in einfacher Weise, daB jede Strecke 
auf einer Seite oder im Inneren des Dreiecks A BC kleiner als r ist. 


Mathematische Annalen. 112. 9 
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Jedes konvexe Gebiet*) in der axiomatischen Ebene UY, in welchem 
es keine Strecke r gibt, nennen wir ,,ein Gebiet ©“. 

b) Der Satz vom AuSenwinkel. 

1) Wenn beim Dreieck A BC der AuBenwinkel ACAD = XA ACB, 
so ist die Winkelhalbierende BF = r. 

Wenn AB > CB, so bestimmen wir G auf BA, so dab BG = BC 
(Fig. 7). Wegen der Kongruenz der Dreiecke BCF und BGF ist dann 


£ 








Fig. 7. Fig. 8. 


AFGB= XAFCB, also = AFAD, daher A FGA = AFAG. Die 
Winkelhalbierende F H von X AFG steht also senkrecht auf AG, aber 
auch auf FB, denn diese halbiert den Nebenwinkel. Das Dreieck F H B 
hat also zwei rechte Winkel, also ist BF = r. 

Wenn AB<CB, so kann man BA auf BC abtragen und der 
Beweis bleibt derselbe. Wenn A B= CB, so ist der Satz trivial. 

2) Wenn der AuBenwinkel X CAD < X ACB ist (Fig. 8), so kann 
man B’ auf AB so bestimmen, dab ACAD= X ACB’, und im 
Dreieck A B’C ist dann die Winkelhalbierende B’F = r. 

In einem Gebiet © gelten also der AuSenwinkel- 
satz (Satz 22) und seine Folgerungen, wie Satz 23, 
und seine Umkehrung, Satz 25, und der Satz: die 
P Differenz zweier Dreiecksseiten ist kleiner als die 
dritte Seite. 

c) Nehmen wir einen beliebigen Winkel in © und 
bestimmen in © auf den Schenkeln gleiche Strecken 

Fig.9. AB und AC (Fig. 9). Die Winkelhalbierende von 

X BAC schneidet BC in D senkrecht. Die Winkel- 

halbierende von X A BD schneidet AD in O. Nun ist BD=CD< BA 
= CA. Wir kénnen also E auf BA und F auf CA so bestimmen, da8 


A 








8) Unter einem konvexen Gebiet 8 in & verstehen wir eine Teilmenge von & 
mit den nachfolgenden Eigenschaften: a) Es gibt wenigstens drei Punkte von 8%, 
welche nicht in einer Geraden liegen. b) Wenn A und B Punkte von 8 sind, so 
gibt es wenigstens einen Punkt C von & derart, daB B zwischen A und C liegt. 
c) Wenn A und C zwei Punkte von 8 sind, so gehért jeder Punkt von WY, der 
zwischen A und C liegt, auch % an. 
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BE = BD wid CF=CD. Dann sind OD, OE und OF kongruent, 
und bzw. senkrecht auf BC, BA und CA. Die Verbindungsstrecken von 
O mit den Punkten der Dreiecksseiten sind alle >OD. Nehmen wir 
eine Strecke 0 = OD, so kann man diese in G auf jeden Halbstrahl 
aus O abtragen. Die Punkte P, fiir die OP < @ ist, bilden zusammen 
mit O ein konvexes Kreisgebiet 6,. 

Die Punkte P, mit OP < }@, bilden zusammen mit O wieder ein 
konvexes Kreisgebiet 6,, mit der Eigenschaft, daB jede Strecke in 6, 
sich aus jedem Punkt von G, auf jeden Halbstrah] aus diesem Punkt 
abtragen laBt, ohne daB man das Kreisgebiet ©, verlaBt. Jede Figur in 
G, laBt sich an jeder Geraden, welche ,,durch ©, geht“ (d. h. wenigstens 
einen Punkt von ©, enthilt), spiegeln, und man erhalt dann eine Figur 
im Kreisgebiet ©». Aus jedem Punkt von ©, kann man auf jede Gerade 
durch ©, genau ein Lot ziehen. Fiir zwei Dreiecke, von denen wenigstens 
eines in ©, liegt, laBt sich der dritte Kongruenzsatz (Satz 18) leicht 
beweisen. 

Aus ©, kann man in derselben Weise ein Gebiet G, mit Radius 3; 0 
herleiten, usw. 

Man beweist nun leicht, daf es um jeden Punkt ein Kreisgebiet ©,, 
und also auch ein ,,G,-Gebiet, ein G,-Gebiet usw. gibt. 


§ 2. 
Begriindung der projektiven Geometrie. 

5. Hessenberg *) hat einen ,,ebenen“ Beweis des Satzes von Pappus 
aus den Kongruenzsatzen gegeben fiir den elliptischen und den euklidischen 
Fall, wobei er schon bemerkt, daS der Beweis auch im hyperbolischen 
Fall anwendbar wire, wenn man vorher ,,uneigentliche Punkte“ einfiihren 
kénnte. Diese Einfiihrung uneigentlicher Punkte ist dann Hijelmslev in 
»absoluter Weise“, ohne Zuhilfenahme des Raumes, gelungen. Dabei setzt 
er voraus, daB jeder eigentliche Punkt an jeder eigentlichen Geraden ge- 
spiegelt werden kann. Weil das bei unserer Axiomatik nicht mehr der 
Fall ist, miissen wir fiir jeden Satz der Hjelmslevschen Arbeit die dadurch 
bedingte Einschriankung bestimmen"*). Es geniigt, wenn wir die so ein- 
geschrankten Siatze nennen (die Nummern der urspriinglichen Hjelmslev- 
schen Satze schreiben wir zwischen Klammern), denn fiir die Beweise, 
welche sich fast nicht andern, kénnen wir auf Hjelmslev verweisen. 





%) G. Hessenberg, Neue Begriindung der Spharik, Sitzungsber. der Berliner 
Math. Ges. 1905, S. 69—74 (Archiv d. Math. u. Phys. (3) 9). 

10) Hjelmslev, 1. c. Math. Annalen 64. Wir brauchen hier vorliufig nur die 
Satze 1—5, 8—11, 23. 


g* 
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Wir denken uns ein Gebiet ©,, und in diesem die zugehérigen Ge- 
biete G,, G,,...,G, bestimmt. Mit Hjelmslev bezeichnen wir mit S, die 
Spiegelung an einer Geraden a, und wenn A durch diese Spiegelung nach 
B gefiihrt wird, schreiben wir B = S, A. 

Sind a und } zwei verschiedene Geraden durch ©,, und ist A ein 
Punkt von ©,, aber nicht Schnittpunkt von @ und 6, so haben die Punkte 
S,8,A und 8,8, A eine Spiegelungsachse ¢ durch A, von welcher gesagt 
wird, daB sie dem Paare (ab) angehért. Wenn a und 3 sich schneiden, 
so geht e¢ durch diesen Schnittpunkt. Wenn man von einem anderen 
Punkt A, von ¢ ausgeht, welcher nicht Schnittpunkt von @ und 6 ist, 
so erhilt man dieselbe Gerade ¢ (Satz 1). 

Sind a,b,c drei verschiedene Geraden durch ©,, und gehért ¢ dem 
Paar (ab) an, so ist fiir jeden Punkt M von 6, S,S,S8S,M=8,8,8,M 
(Satz 2). Wendet man diese Gleichheit auf einen Punkt M von a an, so 
folgt unmittelbar, da dann auch a dem Paar (bc) angehért (Satz 3). 

Wenn vier verschiedene Geraden a, b,c,d durch ©, gehen, und c 
und d dem Paar (ab) angehéren, so mu d auch dem Paar (bc) an- 
gehéren (Satz 8; beim Beweis werden als Hilfssiitze 4 und 5 benutzt). 
Wenn a und 6 zwei verschiedene nichtschneidende Geraden durch 6, 
sind, so wird die Gesamtheit aller Geraden durch ©,, welche dem Paar 
(a6) angehdren, als ein  ,,uneigentlicher Punkt“ bezeichnet, wiihrend 
man sagt, da jede dieser Geraden diesen uneigentlichen Punkt enthilt. 
Es ist klar, da& zwei verschiedene Geraden durch ©, dann immer genau 
einen (eigentlichen oder uneigentlichen) Punkt gemein haben (Satz 9), 
und da es durch einen Punkt von G, und einen anderen (eigentlichen 
oder uneigentlichen) Punkt immer genau eine Gerade gibt (Satz 10). 

Wenn a,b,c durch G, gehen und einen (eigentlichen oder uneigent- 
lichen) Punkt U gemein haben, so kann fiir alle Punkte von ©, die Trans- 
formation S,S,S, durch eine einzige Spiegelung ersetzt werden. Die 
Achse dieser Spiegelung geht durch U und durch ©, (Satz 11). 

Dann kann der Hessenbergsche Hilfssatz bewiesen werden: Wenn die 
Seiten eines vollstandigen Vierseits durch , gehen, und die (eigentlichen 
oder uneigentlichen) Gegeneckenpaare aus einem Punkt P von ©, durch 
die Geradenpaare aa,, bb,, cc, projiziert werden, so daB (fiir die Punkte 
von ©.) S,S, = S,, 8,, ist, so ist (fiir diese Punkte) auch S,S, = S,, S,, 
und S, S, S,, igs’ 

SchlieBlich findet man mit Hessenberg durch dreimalige Anwendung 
dieses Satzes den Satz von Pappus in folgender Form: 

Satz (a): Wenn die Ecken eines Sechsecks abwechselnd auf zwei Ge- 
raden liegen, und jedes Paar Gegenseiten sich in einem Punkt schneidet, 
wenn weiter eine Ecke F und der Schnittpunkt P der nicht durch F gehen- 
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den Gegenseiten Punkte von ©, sind, und auch die drei nicht durch F 
oder P gehenden Geraden durch ©, gehen, so liegen die drei Schnittpunkte 
der Gegenseitenpaare auf einer Geraden (Satz 23). 

6. Dann kénnen wir in zwei verschiedenen Weisen zu einer projek- 
tiven Geometrie gelangen. 

a) Wir kénnen auch weiter die Hjelmslevsche Methode anwenden zur 
Einfiihrung uneigentlicher Geraden mit Hilfe von ,,Halbdrehungen“, usw. "). 
Um die erforderlichen Satze und Konstruktionen anwenden zu kénnen, 
mu8 man sich aber wieder auf ein Teilgebiet beschrianken: Wir nehmen 
um einen Punkt O ein ©.-Gebiet 8, definieren die Halbdrehungen um O 
zuerst fiir die Punkte von %, und behandeln die eigentlichen Punkte 
auBerhalb 8 genau wie die uneigentlichen. Das Resultat ist dann der 
nachstehende Satz (8), der auch in der zweiten Weise erreicht wird. 

b) In einem G,-Gebiet B® gilt der Satz von Pappus, daher auch der 
Satz von Desargues"), mit dessen.Hilfe wir in bekannter Weise ,,ideale 
Elemente“ einfiihren kénnen"*) und so eine vollstiindige projektive Ebene 
erhalten, in welcher die idealen Verkniipfungssiitze, der Satz von Pappus 
und die projektiven Anordnungssitze gelten. 

Jede eigentliche Gerade durch 8 ist dann Teil einer projektiven 
Geraden. Die eigentlichen Geraden durch 8 und durch einen eigentlichen 
Punkt A auBerhalb B entsprechen so projektiven Geraden durch einen 
projektiven Punkt A’. Denn nach Satz («) kann man leicht eine Pappus- 
Figur konstruieren, welche drei beliebige dieser eigentlichen Geraden und 
auBer A nur noch 8 Punkte von 8% enthilt; diese Figur beweist, daB die 
drei entsprechenden projektiven Geraden durch einen projektiven Punkt 
gehen. Wir kénnen nun A mit A’ identifizieren und erhalten so den 

Satz (8): Die axiomatische Ebene U, in der ein ©,-Gebiet B gewahit ist, 
lapt sich erweitern zu einer vollstindigen ,,projektiven 8-Ebene, in welcher 
der Satz von Pappus allgemein gilt, wihrend die eigentlichen Geraden durch 
B die’ Durchschnitte von U mit den projektiven Geraden durch B sind. 


11) Dabei braucht man dann auch die meisten der bisher noch nicht benutzten 
Hjelmslevschen Siatze. 

12) Der Beweis von Hessenberg fiir den Desarguesschen Satz aus dem Pappus- 
schen (Math. Annalen 61, S. 161 ff.) gilt zwar nicht in einer beschrankten Ebene, 
14B8t sich aber so abandern, daB er auch in diesem Fall gilt. 

13) Eine Andeutung eines Weges, um in die ebene Geometrie auf Grund des 
Desarguesschen Satzes ideale Elemente einzufihren, gibt M. Dehn, Die Legendre- 
schen Satze iiber die Winkelsumme im Dreieck, Math. Annalen 53 (1900), S. 407. 
Auch die von R. Moufang gegebene Einfiithrung auf Grund des Vierseitssatzes kann 
hier angewandt werden, weil der Vierseitssatz auch in einer begrenzten Ebene eine 
Folge des Desarguesschen Satzes ist. Vgl. R. Moufang, Math. Annalen 105 (1931), 
8S. 759—778 und L. J. Smid, Math. Annalen 111 (1935), S. 285—288. 
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Wir miissen aber noch beweisen, daS auch die anderen eigentlichen 
Geraden Durchschnitte von & mit projektiven Geraden sind. 


7. a) Es sei a eine eigentliche Gerade, welche nicht durch $ geht, 
und € ein ©,-Gebiet um einen Punkt von a. Wenn P,Q, R drei ver- 
schiedene Punkte von a in € sind, so kann man in der folgenden Weise 
eine Pappus-Figur konstruieren. Man zieht zwei Geraden 1 und m 
durch €, welche nicht durch P, Q oder R gehen, und sich in einem 
Punkt S von % schneiden. Dann kann man auf / in 8 einen Punkt A, 
so wiahlen, daB auch die Punkte (PA,,m)= A,, (QA,, l) = A;, 
(RA,,m) = A,, (PA,,1) = A,, (QA,, m) = A, bestehen und in 8 
liegen. Alle betrachteten Geraden gehen durch €. Nach dem in der 
projektiven €-Ebene giiltigen Satz von Pappus liegen also R, A, und A, 
auf einer ,,projektiven €-Geraden“‘ durch ©, und daher auf einer eigent- 
lichen Geraden. Alle diese Geraden, auBer a, gehen durch 8. Nach dem 
in der projektiven ®-Ebene giiltigen Satz von Pappus liegen dann P, Q, R 
auf einer ,,projektiven $-Geraden“. Die in € liegenden Punkte der 
eigentlichen Geraden a liegen also auf einer projektiven Geraden a’. 


b) Die Umkehrung dieses Satzes ]48t sich nun auch leicht beweisen. 
Dazu beweisen wir zuerst, da eine projektive Gerade a’ durch einen 
Punkt P von € wenigstens noch einen Punkt Q von € enthilt. 


Wir ziehen eine Gerade durch P und durch einen Punkt D von 8, 
bestimmen auf dieser Geraden in € einen Punkt A zwischen D und P, 
und B auf der Verlingerung von DP. Dann nehmen wir £ in 8, nicht 
auf der Geraden DP, ziehen EA und ED und bestimmen eine Gerade 
durch B, welche die Verlingerung von EA in einem Punkt C von € 
und die Verlingerung von ED in einem Punkt F von 8 trifft. Diese 
vier Geraden gehen alle durch 8, sind also die Durchschnitte von Y mit 
projektiven ®-Geraden. In der projektiven 8-Ebene laBt sich eine pro- 
jektive Anordnung einfiihren, deren Trennungsrelationen in Einklang sind 
mit den Zwischenrelationen auf den eigentlichen Geraden durch 8. Wahlen 
wir dann die Gerade EDF als ,,Unendlichkeitslinie, so ist es klar, dab 
die projektive Gerade a’, welche die Seite A B des Dreiecks A BC in P 
trifft, wenigstens eine der Strecken AC und BC in einem Punkt Q trifft. 


Dann gibt es aber eine eigentliche Gerade a durch P und Q. Alle 
Punkte von a in © miissen a’ angehéren. Aber auch jeder Punkt R 
von a’ in © mu8 a angehéren, was man mit Hilfe einer Pappus-Figur 
(wie oben), oder auch in der folgenden indirekten Weise, leicht beweist. 
Wenn R ein Puinkt von a’ in € auBerhalb a ware, so wiirden auch die 
in € liegenden Punkte von PR und QR zu a’ gehéren. Durch einen 
beliebigen Punkt von 8 gibt es dann sicher eine Gerade, welche PQ, 





eee 
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PR und QR in wenigstens zwei verschiedenen Punkten von € schneidet. 
Die entsprechende projektive @-Gerade wiirde dann zwei verschiedene 
Punkte von a’ enthalten, daher mit a’ zusammenfallen. Jeder Punkt 
von % wiirde also zu a’ gehéren, was unmédglich ist. 

Die Durchschnitte von © mit den eigentlichen Geraden durch € sind 
also identisch mit den Durchschnitten von € mit den projektiven 8-Ge- 
raden durch €. 

c) Wenn die eigentlichen Geraden a,b,c durch © und durch einen 
eigentlichen Punkt 7 gehen, so gehen auch die mit diesen Geraden in € 
iibereinstimmenden projektiven 8-Geraden a’, b’,c’ durch einen projek- 
tiven Punkt 7’. Wenn T in € liegt, ist das selbstverstindlich, doch der 
Satz gilt allgemein. Denn da8 a, b,c ein Biischel bilden, kann verifiziert 
werden durch eine Pappus-Figur, welche a, b,c enthalt und deren iibrige 
acht Punkte in © liegen. Aus dieser Figur geht hervor, daB a’, b’, c’ 
durch einen projektiven Punkt 7” gehen. Die projektiven $-Geraden, 
welche in © iibereinstimmen mit den eigentlichen Geraden durch € und 
einen eigentlichen Punkt 7, gehen also alle durch denselben projektiven 
Punkt 7”. 

Wir miissen aber noch beweisen, daB 7 mit 7’ zusammenfiallt. 

d) Es sei nun 8%, ein Kreisgebiet innerhalb 8, €, ein Kreisgebiet 
innerhalb €. Dann gibt es eigentliche Geraden a,b durch T und €,; 
die entsprechenden projektiven 8-Geraden a’, b’ gehen durch 7”. Es gibt 
nun eine Bewegung*) (Rotation um 7), welche 7 fest laBt, keine Gerade 
durch T in sich selbst transformiert und die Punkte von %, und €, bzw. 
in die Punkte eines Gebietes 8, in B und eines Gebietes €, in € trans- 
formiert. Die eigentlichen Geraden a,b werden durch diese Bewegung 
in eigentliche Geraden a*, b*, transformiert, welche noch immer durch T 
und € gehen. Die a* und b* entsprechenden projektiven 8-Geraden a*’ 
und b*’ gehen also durch 7”. 

Die Punkte von $, werden in die Punkte von %, transformiert. 
Diese Bewegung innerhalb 8 la6t sich nun in einfacher Weise erweitern 
zu einer Kollineation in der projektiven 8-Ebene (,,Bewegungskollineation‘‘) ; 
diese Kollineation stimmt dann natiirlich fiir diejenigen eigentlichen Punkte, 
welche in eigentliche Punkte transformiert werden, mit der urspriinglichen 
Bewegung iiberein. Die Geraden a’, b’, welche eigentliche Punkte in €, 
enthalten, werden also in a*’, b* transformiert, denn diese enthalten die 


14) Es ist klar, daB in der axiomatischen Ebene & im allgemeinen nicht jeder 
Punkt durch eine gegebene Bewegung transformiert werden kann. Wenn wir sagen, 
daB die Gerade a durch die Bewegung in a* transformiert wird, so meinen wir nur, 
da8 es Punkte von a gibt, welche durch die Bewegung transformiert werden kénnen, 
und daB die transformierten Punkte dann auf a* liegen. 
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transformierten Punkte in €,. Der Schnittpunkt von a’ und b’ wird 
also in den Schnittpunkt von a* und 6*’, d.h. 7’ wird in sich selbst 
transformiert. Wenn nun JZ” von 7 verschieden wire, so wiirde die 
projektive B-Gerade 7 7” in sich selbst transformiert werden, und daher 
auch die mit dieser Geraden in einer ©,-Umgebung von 7 zusammen- 
fallende eigentliche Gerade. Das wire aber im Widerspruch zu unserer 
Voraussetzung iiber die Bewegung. TJ mu8 also mit 7’ zusammenfallen 
und daher auch a’ angehéren. Die eigentlichen Punkte von a liegen 
also alle auf einer projektiven Geraden a’. 

e) Die Umkehrung dieses Satzes liBt sich nun auch leicht beweisen, 
und so erscheinen schlieBlich die eigentlichen Geraden als die Durchschnitte 
von U mit den projektiven B-Geraden durch U. In dieser projektiven 
Ebene kann man dann projektive Koordinaten einfiihren'*), welche einem 
geordneten kommutativen Kérper angehéren. Die projektive Geometrie 
ist damit begriindet. 

8. Die Eimordnung der metrischen Geometrie kann nun in ver- 
schiedenen Weisen ausgefiihrt werden"), von denen wir hier eine 
skizzieren. 

a) Jede Bewegung kann zu einer ,,Bewegungskollineation“ (vgl. 7d)) 
erganzt werden. Fiir die Spiegelung an einer eigentlichen Geraden g beweist 
man leicht, daB sie eine involutorische zentrale Kollineation gibt; die 
Lote auf g enthalten also denselben projektiven Punkt, den Pol von g. 
Weil jede Bewegung sich aus Spiegelungen zusammensetzen laBt, ist auch 
jede Bewegungskollineation eine projektive Verwandtschaft. Die Umwen- 
dung um einen eigentlichen Punkt P la8t sich zusammensetzen aus den 
Spiegelungen an zwei senkrechten Geraden durch P und gibt daher auch 
eine involutorische zentrale Kollineation. Diese hat zur Achse eine projek- 
tive Gerade p. Die Pole der Geraden durch P miissen alle auf p liegen, 
welche daher die Polare von P heift. Die Drehung um einen rechten 
Winkel um P gibt eine gleichsinnige Involution fiir die Geraden durch P. 
Deshalb ist auch die Zuordnung zwischen den Geraden durch P und 
ihren Polen eine Projektivitat. 

Wenn zwei verschiedene eigentliche Punkte P und Q dieselbe Polare / 
haben, und R ist ein nicht auf der Geraden PQ liegender eigentlicher 
Punkt, so haben die Geraden P R und QR zwei verschiedene Pole auf f. 








1) Mit Einschaltung des projektiven Fundamentalsatzes findet man das bei 
Schur, Uber den Fundamentalsatz der projektiven Geometrie, Math. Annalen 51 
(1899), S. 401 ff. und 1. c. Math. Annalen 55, 8S. 281 ff. Obne Einschaltung des 
Fundamentalsatzes bei Hilbert, Grundlagen, §§ 24 bis 27 und 34. 

16) Vgl. z. B. Schur, 1. c. Math. Annalen 55, 8. 286 ff., und Pasch-Dehn, Vor- 
lesungen itiber neuere Geometrie (Berlin 1926), S. 210 ff. 
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Q hat also auch / zur Polaren. Dasselbe folgt nun unmittelbar auch fiir 
die eigentlichen Punkte der Geraden PQ. Es gibt also zwei Fille: 


1, Alle eigentlichen Punkte haben verschiedene Polaren. 
2. Alle eigentlichen Punkte haben dieselbe Polare /. 


b) Im ersten Fall kann man die Zuordnung zwischen den eigentlichen 
Geraden und ihren Polen ergiinzen zu einer vollstindigen Korrelation 
x; = La;,u, (i,k = 1, 2,3) in der projektiven Ebene. Wenn aber von 
zwei schneidenden eigentlichen Geraden eine durch den Pol der anderen 
geht, so sind sie senkrecht, und daher geht auch die andere durch den 
Pol der ersten. Die Matrix |{a;,\| mu daher symmetrisch oder schief- 
symmetrisch sein. Das letzte ist aber ausgeschlossen, weil die Korrelation 
nicht ausgeartet ist. Die Korrelation ist also eine Polaritit, und diese 
laBt sich durch eine passende Wahl des Koordinatendreiecks und des 
Einheitspunkes in die Gestalt 22’ + yy’ + kzz’ = 0 (k + 0) schreiben. 
Aus der Konstruktion der Polaritaét geht hervor, daB jede Bewegungs- 
kollineation eine ,,P-Kollineation’ ist, d. h. eine Kollineation, welche die 
Polaritét invariant laBt. Da8B umgekehrt auch jede P-Kollineation, welche 
wenigstens einen eigentlichen Punkt in einen eigentlichen Punkt trans- 
formiert, eine Bewegungskollineation ist, ergibt sich daraus, daB es genau 
vier Bewegungskollineationen und auch nicht mehr P-Kollineationen gibt, 
welche einen gegebenen eigentlichen Punkt mit hindurchgehender Geraden 
in einen zweiten gegebenen eigentlichen Punkt mit hindurchgehender Ge- 
raden transformieren. 


Weil diese P-Kollineationen auch wirklich existieren, miissen fiir jeden 
eigentlichen Punkt (2, y, z) auch ¥a* + y* und Vk(z* + y? +- kz’) existieren 
und der letztere Ausdruck mu8 + 0 sein. 

Umgekehrt erhilt man so alle Geometrieen der betrachteten Art. 
Man konstruiert einen geordneten Kérper, in welchem die Operation 
¥1 + p* immer ausfiihrbar, k ein von Null verschiedenes Element, und die 


Operation ) 1 +0 wenigstens fiir alle Elemente q einer Null enthaltenden 


Strecke ausfiihrbar ist. Mit diesem Kérper bildet man eine ebene projek- 
tive Geometrie, und legt einer Metrik die Polaritét xz’ + yy’ + kz2’ = 0 
zugrunde. Jedes ,,konvexe Gebiet, das nur Punkte enthilt, fiir welche 
Vk (2? + y+ k2*) existiert und +0 ist, kann nun als axiomatische 
Ebene & betrachtet werden. 

Die metrische Geometrie Ja8t sich (wenn man keine neuen Punkte 
einfiigt, um den Kérper zu erweitern) im elliptischen Fall (k > 0) nicht 
immer auf alle projektiven Punkte, und im hyperbolischen Fall (k < 0) 
nicht immer auf alle ,,inneren Punkte (d. h. Punkte, fiir welche 
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a? + y*+kz* <0 ist) ausdehnen, denn es kann dabei Punkte geben, 
fiir welche Vk (x? + y* + k2*) nicht existiert. 

c) Im zweiten Fall enthalt / keine eigentlichen Punkte, und sie wird, 
wie man leicht beweist, von jeder Involution von senkrechten Geraden 
durch einen eigentlichen Punkt in derselben Punktinvolution geschnitten. 
Bei einer passenden Wahl von Koordinatendreieck und Einheitspunkt er- 
halt / die Gleichung z = 0, und die Involution die Gleichung zz’ + yy’ = 0. 
Die Kollineationen, welche / invariant lassen, erhalten bei Ubergang auf 
nicht-homogene Koordinaten die Gestalt 
(Z=ar+Bpy+A, 
y=yrt+dytu. 





{A) 


Fiir eine Spiegelung verifiziert man ohne Miihe, daB die Determinante 
ad — By = —1List. Jede Bewegungskollineation setzt sich aus Spiegelungen 
zusammen und ist daher eine ,,#-Kollineation’, d.h. eine Transforma- 
tion (A), deren homogener Teil die Involution zz’ + yy’ = 0 invariant 
la8t und die Determinante «6 — fy = +1 hat. Wie unter b) zeigt 
man, daS auch umgekehrt jede #-Kollineation, welche wenigstens einen 
eigentlichen Punkt in einen eigentlichen Punkt transformiert, eine Be- 
wegungskollineation ist. 

In diesem (Euklidischen) Fall finden wir fiir den geordneten 
Kérper der Koordinaten nur die Bedingung, daB Y1 + p* immer existiert. 
Mit solchen Kérpern kann man nun leicht die Geometrieen der betrach- 
teten Art konstruieren. Die metrische Geometrie la8t sich hier immer 
auf alle affinen Punkte (d. h. Punkte, fiir welche z + 0 ist) ausdehnen. 





(Eingegangen am 16. 6. 1935.) 














Uber Kurven mit isotropen Normalen. 
Von 


J. Lense in Miinchen. 


Von C. Guichard') wurde gezeigt, daB eine Kurve x = x(t) des 
euklidischen R, durch Angabe von -. x”, ...,x™" bis auf ibre Lage 
bestimmt ist. Der Nachweis dieses Satzes wird durch verschiedene Kunst- 
griffe auf die Existenz von mehrfach isotropen Kurven zuriickgefiihrt, 
deren Existenz durch ein Rekursionsverfahren aus jener der einfach 





isotropen Kurven erschlossen wird. An Stelle von x’*, x”, ..., 2? kann 
man auch die sogenannten Gramschen Determinanten 
is oe ses. ee 
ce 2 <a. ee 
iad’ he eaarcee ae (vy = 1, 2,..., ”) 
og J all — 


zur Charakterisierung der Kurve verwenden. Im folgenden sol] dieser 
Satz nach einem anderen Verfahren bewiesen werden, wodurch die Frage- 
stellung direkt auf den Existenzsatz aus der Theorie der Differential- 
gleichungen zuriickgefiihrt und eine tiefere Einsicht in die bei den 
Gramschen Determinanten G, vorliegenden Verhiltnisse vermittelt wird. 
Wenn man die dabei angestellten Uberlegungen geometrisch deutet, wird 
dariiber hinaus noch die Frage nach den isotropen Normalen einer Kurve 
volistindig beantwortet. 


§ 1. 

Wir betrachten eine Kurve des euklidischen Raumes R, in der Um- 
gebung eines ihrer Punkte P. Sie sei gegeben durch die Vektorgleichung 
in rechtwinkeligen Koordinaten 

x= x(t), 
wobei x(¢) in der genannten Umgebung als analytische Funktion der 
komplexen Veranderlichen ¢ vorausgesetzt ist; der Punkt sei durch ¢ = t, 
gegeben. x) mége in bekannter Weise die v-te Ableitung von x bedeuten. 
Ferner fiihren wir folgende Bezeichnungen ein: 


Quy = x) x A, = Guu 


1) C. Guichard, Les courbes de |’espace & n dimensions, Mémorial des sciences 
mathématiques, fascicule 29, Paris, Gauthiers-Villars et Cie, 1928. 
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Durch fortgesetztes Differenzieren nach ¢ erhalten wir 


’ 
4A, —_ Ay k4 ly 


AL = Osi e+1 + Me tee 
4A, — 3 a, +i,k+2 + ay, k + 8» 
allgemein fiir y > 1: 
1 sa@r—y» , (2¥—1 
gy Ak = U,k+ar i+( 1 ) Oe +a, kta -2 
2vy—1 , (29-1 
+( 2 )Oe +2, e+ 2-3 4 .o +( ss | ee ae 
(1) l ,@" 2¥ 2y 
x Ai = Obs ort| l )Ge4a,k42r-1-4 (o')@es2,2+20—2 
2 2r—1 


- 
ea Oe lk+rt1 » )Oktr kee 


Beide Gleichungen ergeben sich durch vollstindige Induktion, wenn man 
die Formel 


ie | 2 ) = (?” +1) 


v y—1/ v 
verwendet. Lést man die Gleichungen (1) der Reihe nach auf, so erhilt 
man 
Op k+2v—1 = Bo, 2v—1 A,’ 1: + By, 2) . 
(2) +... +By-1,27—1 Aber 1» 
ap kiae = Bi. sv 43” + By, wits” TF oe + B,, av Aner 
Die Koeffizienten B,, sind rationale Zahlen. LEinsetzen von (2) in (1) 
liefert die Rekursionsformel 
(3) Bur = By-1,> a + Bu, v4 
Es ergibt sich z. B. 


(4) Bos = Ly arr 3 = (-— 1)’ . ar B,, 2 = (— 1)’. 





Ferner erhalt man aus (3) und (4): Die in einer Spalte der Gleichungen (2) 
aujtretenden Koeffizienten f,,, (u fest) bilden arithmetische Reihen j-ter Ord- 
nung, die in einer Zeile auftretenden B,,, (v fest) haben abwechselndes Vor- 
zeichen, das erste ist immer positiv. Keines der f,, ist 0. 
Daraus kann man in Verbindung mit (2) folgendes schlieBen: Ist 
(5) A, + 0, Apa. = Apys =... = Api yg = 9, Api gai #9, 
so ist 
a,, = 0 fir wr > pt+lwt+rs2p+2q+1, 
a, + 0 fir poy > pt+lwt+ v= 2(p4+ ql). 


Dabei sind die Gleichheits- und Ungleichheitszeichen bei den Funktionen 
a,, und A, so zu verstehen, daB8 immer identisches Verschwinden oder 





er TTT 
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Nichtverschwinden gemeint ist (siehe §3). Der Satz gilt auch fiir p = 0 
oder g = 0. 


§ 2. 
Wir betrachten das Gleichungssystem 
(6) Ox) = @,, (em, » as 1, 2, .. 19 BS Guy = Gra) 
fiir ein bestimmtes ¢ = ¢,. Wenn die a,, gegeben sind, erhilt man 
unter der Voraussetzung Det. ja,,| + 0 siimtliche Lésungen von (6), wie 
man leicht erkennt, in folgender Weise: Man zerlegt die quadratische 
” 


" 
Form JS a,,2,2, in eine Summe von Quadraten ZY y? mit 


“,r=il A=i1 


1, = Yr a” z, 

r=1 

(die y, und z, bedeuten Unbestimmte) und Det. lr! + 0. Dann ist 
(u) (ry) (ny? 


Gyr = 35 2% 2, und Det. |a$ = Det. |a,,|, d. h. die Vektoren x mit 


A=1 
den Komponenten zx; bilden ein Lésungssystem von (6). Aus einer 
solchen Zerlegung bekommt man alle, wenn man auf die 2” irgendeine 
orthogonale Substitution anwendet und eventuell noch die Vorzeichen von 
az, a, ..., 2 (A fest) aindert. 

Jetzt werde fiir ¢ = ¢, das System 
bei gegebenen a,, betrachtet. Wir wihlen die Vektoren x’, x”,..., x" 
beliebig, nur linear unabhangig voneinander. Dann lassen sich n — 1 Kom- 
ponenten des Vektors x) aus den » — 1 ersten Gleichungen (7) als lineare 
Funktionen der noch iibrigen Komponente berechnen. Fiir diese erhilt man 
durch Einsetzen in die letzte der Gleichungen (7) eine quadratische Gleichung. 
(7) ist also mit willkiirlichen, linear unabhingigen x’, x”, ..., x" ~" lésbar. 
Mit den Vektoren bilden wir die Produkte xx" = a,, und fiigen diese 
Gleichungen zu (7) hinzu. Dadurch entsteht das System (6). Die a,, 
mégen so beschaffen sein, daB sie zusammen mit den eben berechneten 
a,, eine nicht verschwindende Determinante ergeben. GemiB den Uber- 
legungen, die bei der Lésung des Systems (6) angestellt wurden, sind 
dann die Vektoren x’, x”, ..., x linear unabhiingig. 

Nun betrachten wir das System (7) in einer Umgebung des Punktes 
t = /,, in der die auftretenden Funktionen von ¢ analytisch sind, wobei 
aber noch nicht vorausgesetzt sei, daB x die v-te Ableitung von x ist; 
der obere Zeiger sol] also vorliufig nur die vorkommenden Vektoren 
numerieren. Aus einem bekannten Satz iiber die Lésung eines analytischen 
Gleichungssystems folgt nach den Betrachtungen des vorhergehenden Ab- 


(7) 12) = a,, (v = 1,2, 2.455 Gry = Gay) 
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satzes, daB durch das System (7) in einer passenden Umgebung von t = f¢, 
der Vektor x” als analytische Funktion definiert ist, wenn die a,, und 
die linear unabhangigen Vektoren x’, x”, ..., x"—» willkiirliche analytische 
Funktionen sind und die Det. |a,,| fiir ¢ = ¢, und damit in der ganzen 
Umgebung von 0 verschieden ist. Man braucht, um das einzusehen, nur 
zu bedenken, da8 die Funktionaldeterminante von (7) gerade Det. |a\” ist. 

Nun machen wir einen weiteren Schritt und fassen (7) als System 
von Differentialgleichungen fiir den Vektor x(t) bei gegebenen Funktionen 
a,, auf. x soll also wieder die v-te Ableitung von x bedeuten. Nach 
den Uberlegungen des vorhergehenden Absatzes ist x” eine analytische 
Funktion von ¢ und 2’, 2”,...,x"—», daher ergibt sich x aus (7) nach 
einem bekannten Satz der Theorie der Differentialgleichungen als analytische 
Funktion von ¢, wobei z, x’, x”,...,2%—» fiir ¢ = ¢, willkiirlich gewahlt 
werden kénnen bis auf die Einschrinkung, daB x’, 2”,...,2"—" linear 
unabhingig und samt den a,, so beschaffen sind, daS Det. |a,,| fir 
t = ¢, von 0 verschieden ist. 

An Stelle der Funktionen a,,, mégen jetzt die Funktionen A,, A,, ..., A, 
gegeben sein, gesucht werden alle in der Umgebung von ¢ = ¢, analytischen 
Kurven des R,, die in keinem R,_, liegen und fiir die 
(8) x? — A, (» = 1, 2,..., n) 
ist. Da nach (2) durch die A, die a,, gegeben sind, miissen also die 
A, so beschaffen sein, daB Det. |a,,|+0 ist, und « muB auch dem 
System (6) fiir alle Werte von ¢ geniigen. 

Weil (7) ein Teilsystem von (6) ist, haben wir also die Lésungen 
von (8) unter den Lésungen von (7) zu suchen. Da (6) erfiillt sein soll, 
miissen somit die Vektoren x’, x”, ..., x"~—» fiir t = t, so gewahlt werden, 
daB sie (6) befriedigen. x(t,) bleibt vollkommen willkiirlich. Die Kurve 
ist also bis auf ihre Lage im R,, d.h. bis auf Parallelverschiebungen, 
Drehungen und Spiegelungen festgelegt. Wir haben jetzt noch zu zeigen, 
da8 die so bestimmten Lésungen das System (6) fiir alle zulissigen Werte 
von ¢ erfiillen. Zu dem Zweck integrieren wir die Gleichungen (7), die 
ja erfiillt sind, beginnend von der vorletzten, fortwahrend von t, bis ¢, 
verwenden dabei immer die schon erhaltenen Gleichungen und beriick- 
sichtigen, daB fiir ¢ = ¢, das System (6) erfiillt ist. Dadurch ergibt sich 
allmahlich aus dem System (7) das System (6) und damit auch (8) als 
identisch befriedigt. 

Man erbalt z. B. aus x~—» (t)x™(t) = a,_, , (0) 





t 


$x@— (0)? — bx-Y(t,)? = f @n—1,n (t) dt 


to 


$6,—:, 8-1 (t) - $6,—1,0—1 (t,), 











daher wegen x"~—" (t,)? = dy—4, n—1 (ty) 
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x@—0(t)? = a,—1,n—1 (8); 


weiter daraus und aus x™~—* (t)x™ (t) = a, ,—» (t) 


x"—2 (t) x™—D (t) — x™—9 (4) x™—D (H) — j x™— (t)'dt = j An, n—2(t) dt 
to fo 


t 
= Gn—2,n—1 (t) — An—2,n—-1 (t,) = j An—1i,n—1 (t) dt, 

i 

also wegen ; 


x*—2) (¢,) x®— (t,) = On—s, n—1 (tq) 
und x"@—-D (t)? = Ga—s a1 (t) 
x™—2) (t) x"—D(t) = a,_9 »-1(t) usw. 


Wenn man also die analytischen Funktionen A,, Ag, ..., A, willkiirlich 
wihlt und nur der einzigen Beschriinkung unterwirft, dap die durch sie 
bestimmte Det. |a,,| +0 ist, so ist dadurch die Kurve bis auf thre Lage 
im R,, gegeben und sie liegt in keinem R,_,. Die Beschrinkung auf 
Kurven, die in keinem R,~_, liegen, ist keine Beschriankung der Allgemein- 
heit, weil wir einfach simtliche Uberlegungen fiir den euklidischen Raum 
niedrigster Dimension durchfiihren kénnen, der die Kurve noch enthilt. 

Man kann die Uberlegungen dieses Paragraphen auch auf reelle, n-mal 
stetig differenzierbare Kurven iibertragen. Man muB dann die a,,, als stetige 
reelle Funktionen des reellen Parameters ¢ voraussetzen und hat auSerdem 
dafiir zu sorgen, daB das System (6) iiberhaupt reelle Lésungen zulaBt. 
Zu diesem Zweck muB die quadratische Form z Gy,2, 2%, fir die in 


u, vas i 


Betracht kommenden Werte von ¢ positiv definit sein. 


§ 3. 
Neben den Funktionen a,, betrachten wir die aus ihnen gebildeten 
Gramschen Determinaten 





4, %s ayy 
a a «oe dey 

(9) Qe Te eons oka 6: y == 1,2,3,.. 
i Ayo ayy 


Da die Kurve im R,, aber in keinem R,_, liegen soil, ist 
G, +0, dagegen Gy, = Gaio =... = 0°). 


2) Siehe z. B. A. Duschek-W. Mayer, Lehrbuch der Differentialgeometrie II, 
8. 76, Leipzig und Berlin, B. G. Teubner, 1930. 
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Hier und im folgenden sind derartige Gleichungen fiir die Funktionen 
im Sinne von Identititen zu verstehen, d.h. es ist identisches Ver- 
schwinden in der ganzen betrachteten Umgebung gemeint, beziehungsweise 
G, + 0 heiBt, G, ist in der ganzen Umgebung von 0 verschieden, was 
immer erreicht werden kann, wenn die Umgebung des Punktes P geniigend 
klein gewahlt wird. Aus der Definition der a,, und einem bekannten 
Determinantensatz ergibt sich fiir G, auch 


> be 
| %y, Ly, Ty, 
Ty, Ty, +++ By, 
(10) a? 4 Ree es,“ 
(y) 
(yr) (ny) (r) 
| a, Yo ccs Wy, 


wobei die Summe iiber simtliche Kombinationen y,, y,,..., y, der Zeiger 
1, 2,..., zur »-ten Klasse ohne Wiederholung zu erstrecken ist. Wahrend 
die a,, nur gegeniiber Bewegungen und Spiegelungen invariant bleiben, 
sind die G, auch Relativinvarianten gegeniiber Parametertransformationen. 
Fiihrt man namlich an Stelle des Parameters ¢ durch die Gleichung 


“aa 
t = (rt) den Parameter t ein, so multipliziert sich G, mit (>-). 
dt 


Nach den Formeln (2) lat sich a,, linear homogen durch A,, Ay... ., 
Al } ] und die Ableitungen dieser Funktionen darstellen. Man kann also 


92 





G, nach (9) auch in der Form 


(11) G, = A,G,_,+U,-1, G, =A, 


schreiben, wobei die Funktion U,_, nur A,, A,,..., A,-.,; und ibre Ab- 
leitungen, aber nicht mehr A, und seine Ableitungen enthilt. Sind somit 
G,, G,, ..., G, simtlich von 0 verschieden, so lassen sich nach (11) daraus 
A,, A,,..., A, berechnen. Sind also G,,G,, ..., @, willkiirliche analytische 
Funktionen, die in der betrachteten Umgebung nicht verschwinden, so ist 
dadurch die Kurve bis auf ihre Lage gegeben. 

Um auch etwas aussagen zu kénnen, wenn einige der G, verschwinden, 
iiberlegen wir folgendermaBen: Es seiG, + 0. Dann 1laBt sich nach (11) 


A,., 80 berechnen, daB G,., = 0 ist. Zur Abkiirzung bezeichnen wir 
° P re : oo 9 
im folgenden mit D,\'. "|; die aus den Zeilen «,,a,,...,%, und 


den Spalten £,, 8,, ..., B, gebildete Unterdeterminante von G,. Es ist also 


Bi Bo --- By ani ada: 
ee a fr ps .-- B, 


’ 


—~ Se 


ee 


~ ey 


Ty 
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wegen a,, = a@,,. Aus (10) ergibt sich, wenn man nach ¢ differenziert, 


Ty, ° Ly, Ty, ty, 
G,= 22 | ww a’ | | ge (*—1 
m | 2% % 1 vy, 
(YY () (w+) (*+1) 
"1 Vy, Ly, "s 
72 ’ 
zx x x” 
“UT A ee ee eee 1, 2 ore 
= 2 x Dd,’ | ae —_ 2D; . ... v1, ¢4+2° 
ee; x + | 


Aus G@,,, = 0 folgt daher Di 33": 35) = 0. 


Die aus den Zeilen 1, 2, ..., p+2 und den Spalten 1, 2, ..., 
p+ 1 bestehende Matrix hat infolgedessen nach einem bekannten Deter- 
minantensatz *) den Rang p. Denn die Superdeter- p-Npd 
minanten von G,, namlich G,,, und DY . dik a+? & 
sind Null. Wegen der Symmetrieeigenschaft von G,, 
hat somit auch diejenige Matrix den Rang p, welche aus 
der genannten hervorgeht, wenn man Zeilen und Spalten 
vertauscht. Sonach ist auch G,,., = 0 (siehe Fig. 1). Fig. 1. 








pel 
pee 








pt 
Wir betrachten nun die Determinante Dj’ 5 °°: ?}3 3. Aus denselben 
Griinden wie G, laBt sie sich in der Form 


Diy, 2. hb ta = Ape Gy + V 
schreiben, wobei V nur von A,, Ay, ..., 4,4, und ihren Ableitungen, 
aber nicht von A,,, und seinen Ableitungen abhingt. Wir kénnen also 
A,,.» eindeutig so bestimmen, daB Di: > °:: 3}: 55 = 0 ist. Damit sind 
simtliche (p + 1)-reihigen Determinanten der ans den ersten p + 2 Zeilen 
und Spalten bestehenden Matrix, die G, umrahmen, also die Superdeter- 


minanten von G, der erwihnten Matrix, Null, d. h. die Matrix ist vom 
Rang p. Nun ist 





Py, Yp+1 " Yp+1 
eee eee) ee ed | ye 
D 2, eee DP Pt? = gi?) gz? (p) gi? = 0, 
) ‘1 Yp+1 Yt Yp+1 
(p +1) (p+1)| |) (p+ 2) gip+2? 
‘1 ad +1 | Ty, Yp+1 





3) Siehe z. B. G. Kowalewski, Einfiihrung in die Determinantentheorie, 8. 53, 
Leipzig 1909, Veit & Comp. 
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daher 
|Z, 
@ ps te Pe Pt _ om 
di 13... pptze = 2! {p) 
” yn 
(p+ 2) 
Ly, ee 
Ly, ya Ly, Fy 44 
| (p—1) (p—1) 
+ fy we at Yp+1 
(Y) |) (p) (p+) (p +1) 
ri Yp+1 v1 = Yp + 
(p+) (p+ (p+2) (p +2) 
Ly, %p+a | 27 Yp+1 
2 , 9 j ? 
i. 3 x x”? 2) x 
e: |r) EP 1)’ eee 
| | 
es 4 ee | | merog’... 
| xp +2) x’ xt 2)? x'p+2);’ 
so 1,..-P pr? 1, -p 
= Dy: ‘pp+at Dy: -p 
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Infolgedessen muB8 nach dem eben 


sein. 
Ahnlich ergibt 


Ps 
-Ps 


D;:: 


und aus ¢ 
1 aus 7, 


Es sind also die (p 























Null. Daraus folgt G,.,; = G,.,= 0. 
anna fortfahren 
y J Y 
; G,., = 6,1, = = G,, 
Q, 
id | Ap+w Mh tt +000 
a diese A eindeutig bestimmt. 
—— 
ena i reihigen Superdeterminanten von G, 
schwinden. 
Fig. 2. 


reicht. 


zy, +1 Ly, 
(p) at P) 
2, +1 ty, 
(p +2) (p+ 
Yp+1 ‘1 
Ly, 
| 
7 a 
(Y (p) 
Ly, 
(p+) 
‘1 
x ox'pt+D) 
x(P—) xt] 
x'Pt i? 
xP+2) xt) 
1p. pri ' 1 
l,prti,p+2 7 D, 


at 
ce} 
(p) 
ee Zp +1 | 
(p+ 2) 
Yp+. 


++ By iy || Zp, 
| 


oe 
xP) - 
x+y’... 


o+++P pti 
sooo DP pts 


Bewiesenen auch 


1,2,...-R) p+i 
Dy: A 4 5 = 0 
d m1, ...~,p+2 
sich aus qi Pu e+e =0 
1,..-P,pr?2 _ 
Di ::B Pt? 0 
2¢ a" 
rt; =0 
1, Ppt ny 
D; ppt == (). 


. 


oo Tay 


(p) 

‘Yp +1 
(p + 3) 
Yp+1 





} 
xP) 
- | 

| 





xipt+)) 


xt) xr D| 


= 0. 


1)-reihigen Superdeterminanten von G, in der Fig.2 


2¢q = 0, 


In dieser Weise kann man 
und erhilt schlieBlich nach q Schritten 
wenn man 
A,+, passend wahlt, und zwar sind 
Bei jedem Schritt legen 


sich zwei neue Schriglinien an, wobei die (p -+ 1)- 


immer 
SchlieBlich ist G, nach Art der Fig. 2 


ver- 


von q Zeilen und Spalten umgeben, wobei die (p + 1)-te 
Zeile bis zur (p + 2q)-ten Spalte, die (p + 2)-te Zeile bis zur (p + 2q — 1)-ten 
Spalte usw., schlieBlich die (p + 2q)-te Zeile nur bis zur (p + 1)-ten Spalte 


Alle (p + 1)-reihigen Superdeterminanten von @,, die daraus ge- 
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bildet werden kénnen, sind 0. Es ist also jede dieser Zeilen eine Linear- 
kombination der ersten p Zeilen oder 
e . =p+l1,p+2,...,p4+ 24, 
So? 2 Sh ‘a 1 2, et “aes l eyil 
wobei die B analytische Funktionen von ¢ sind, welche die a,, nicht mehr 
enthalten. Fiir gq = 2 iibersieht man die Verhiltnisse in der Fig.2- Fiir 
= p+ 2q-+1 ist (12) selbstverstindlich, weil diese Zeile dann nur- 
mehr p Elemente, nimlich die der ersten p Spalten enthilt. 
Ahnlich wie frither erhalten wir 
Dit gt = Ape gs iG, + W, 
wobei W von A,,,4, und seinen Ableitungen nicht abhingt, sondern 
nur A,, A,, ..., Ap,4, und ihre Ableitungen enthilt. Wir wollen nun 
A,+4+1 80 wahlen, daB 
Debt ati +O 
ist. Damit sind auch alle Determinanten 
Die) o pl tpteqta—w (M= pt, pt+2, .... p+2q4+1) 
von 0 verschieden. Denn wire eine von ihnen 0, so kénnte man wie 
friiher durch Differentiation daraus schlieBen, daB alle identisch ver- 
schwinden, also auch Dy 3°°:'7'} 7% 1 gegen die Voraussetzung. Glei- 
chung (12) gilt daher nicht mehr fir » = 2p + 2q¢+2—~y, d.h. wenn 
man jede der Zeilen p+ 1, p+2, .... p+2q um eine Spalte weiter 
fortsetzt, so ist sie keine Linearkombination der entsprechenden ersten 
p Zeilen mebr. Ebenso ist auch die bis zur (p + 1)-ten Spalte fortgesetzte 
(p + 2q + 1)-te Zeile keine Linearkombination der entsprechenden ersten 
p Zeilen. Man erhalt somit allgemein den Satz: 
Hat wm irgendeinen festen Wert aus der Reihe p+1, p+ 2,.. 
p+ 2q+1, so ist 


7 


p 
(13) a,,= 2 Ba, fir v= 1,2,.... 29+2¢+1—~4, 
A=1 
dagegen 
p 
Qu, 2p+2q+2—u » PY Bin Gi, sp+2qt? ur 
4 1 
p 
Setzen wir also b,, = a,,— 2 B,,4,, so ist fiir die genannten Werte 
4=z1 
von 
b,, =0 (y= 1, 2,..., 2p +2q+1— yp), 
dagegen bu, 2p+2qr+2-—u + 0. 
Wir betrachten nun die Determinante G, 2,4 1. Nach (13) kénnen 
wir sie durch Zeilenkombinationen in der Weise umformen, daB alle 


10* 
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Elemente 6,, in den Zeilen p +1, p+ 2, ..., p+ 2q verschwinden, 
deren Zeigersumme 2p + 29 -+-1 nicht iibersteigt, die also links oberhalb 
der durch das Element a,,,4:,»+¢+1 gehenden Schriglinie liegen, 
wahrend die Elemente 6, +1, pisq+1> Op +2,ps2q: +++» Opteqtt, pti 
dieser Schriglinie von 0 verschieden sind. Nach ihrer Entstehung ent- 
halten sie A,, A,, ..., 4,4, und ihre Ableitungen und auBerdem linear 
A, . «+1, aber nicht seine Ableitungen. Entwickelt man die Determinante 
G, +2q+1 nach diesen Elementen, so ergibt sich 


2q+1 


(14) Gp+aqger =(—1 HT b, +2, p+2¢4+2—-1Gy, 
=1 


also G, .2¢+1 +0. Soll G,..,+4, eine bestimmte, von 0 verschiedene 
Funktion werden, so hat man A,,, 4, aus (14) entsprechend zu be- 
stimmen, d. h. aus einer algebraischen Gleichung vom Grad 2q + 1. 
Hat man A, , , , , aus dieser Gleichung so bestimmt, daB G, , », ., + 0 
ist, so ist auch Dy 3 :::3 354 i+ 0, weil sich im gegenteiligen Fall 
nach dem friiheren Verfahren G,, 2441 = Gp +4249 = 0 ergeben hitte. 
Die Funktionen A, . +2, --+ Ap+2q+1 bleiben vollkommen willkiirlich. 
Denn will man iiber die nachste Determinante G, , ,, ,» verfiigen, so hat 
man nach (11) nur A,,», 4s passend zu wihlen, weil G, +4, 4, + 0 ist. 
Die G, sind also nicht ganz willkiirlich, sondern eine Reihe von auf- 
einanderfolgenden identisch verschwindenden kann nur aus einer geraden 
Anzahl bestehen. Dann sind aber nicht mehr alle A, bestimmt, sondern es 
bleiben einige willkiirlich, so daB auch die Kurve nicht mehr bis auf thre 


Lage festgelegt ist. 
§ 4. 


Das Verschwinden einer solchen Reihe von Determinanten 1aBt sich 
an Hand der angestellten Uberlegungen in folgender Weise geometrisch 
deuten: Wir fiihren den Begriff der v-ten Kurvennormalen ein, die durch 
den Vektor bh, (v = 1, 2, ..., n — 1) gegeben sein mége und in folgender 
Weise definiert wird: 


r+i1 
(15) b= De, mit b,x” = 0 fir alle » = 1, 2, ..., », 
i=1 


d. h. b, soll im Schmieg-R, . , liegen und auf der Tangente und den Normalen 
mit kleinerem Zeiger senkrecht stehen. Die c,, sind analytische Funktionen 
von t. Ihre Verhiltnisse, d. h. die Richtung des Vektors b, wird aus 
den Gleichungen 


y+1 


> 642% x =0 io = 1, 3, ..., 9) 


A=1 
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oder, was dasselbe ist, 


v+i 
(16) ~ C,, a, =9 (wu =1, 2, ..., ») 
=1 
bestimmt. 
Es sei nun 
G, = 0, Gy 4 1 = Gis oF swe = G, +24 = 0, Gp+2q41 + 0. 


Aus der friiher vorgenommenen Umformung der Determinante G, , 2, +1, 
die auf die Rangverhiltnisse keinen EinfluB hat, erkennt man: Die 
Koeffizientenmatrix a,, in (16) ist vom Range p fir »=p,p+1,..., p+q. 
Dagegen erhilt man fir »=p+q+1, p+q+2, ..., p+2q die 
Rangzahlen p + 2, p+4,..., p+ 2q. Die Determinanten G, .,, G, + », 
. ++, Gp 4_ sind vom Rang p, die Determinanten G, 4 9 +1, @p4.¢ 49) +++» Gpag 
der Reihe nach vom Rang p +1, p+ 3,...,.p+2q—1. 

Das Gleichungssystem zur Berechnung der ¢,, ist fir » = p, p+ 1, 
..-» P+@ immer das gleiche. nimlich das der ersten p Zeilen, weil die 
iibrigen Linearkombinationen davon sind. Die c,, (A = 1, 2, ..., p) sind 
wegen G, + 0 eindeutig bestimmte, linear homogene Funktionen der will- 
kiirlich bleibenden c,, (A = p+1,p+2, ..., » +1), d. h. 5, liegt in 
einem bestimmten linearen R,_, 4, und ist in diesem willkiirlich. Von 
diesen linearen R,, R,, ..., R, +, enthalt jeder den vorhergehenden, denn 
man erhilt aus einem von ihnen den vorhergehenden, indem man ¢,,,,, = 0 
setzt. Fir» = p+q+1,p+q-+2,..., p+ 2g treten zu den p= ersten 
Gleichungen immer noch je zwei weitere Gleichungen hinzu, aus denen 
sich mit Riicksicht auf (13) ergibt, daB c,, = 0 (A = 2p +2¢+2-», 

.. ¥ +1) ist, d. h. wir erhalten wieder die friiheren linearen Raume, 

aber in umgekehrter Reihenfolge: R,, R,-,1,..., R,- 

Wir kénnen die allgemeine Lésung von (16) angeben. Sie muB die 
Gestalt 


v+1 A=1,2,...p, 
(17) “a = ae, Cun ( =p,p+l, pg) 


haben, wobei die C,, nach dem eben Erwahnten eindeutig bestimmt sind. 
Nun ist 


ve A=1,2,...9, 
8 2= Bs Cop . 
(18) “va Sm nes mms eae 
gemaB (13) Lésung von (16), also C,, = — B,,. Dasselbe Ergebnis er- 


halt man auch durch direkte Rechnung. Wenn man nimlich (17) in (16) 
einsetzt, folgt aus der Willkiirlichkeit der c,, (v= p, p+1,.-.p +49, 
w=pt+l, p+2,... +1) 

ot ae pe=pt+i, pt+2,...p+2q41 
iia {2 Cin Mee \y hf ..09948048—0 ), 
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daher aus (13) 


p 
p (Bi. T Ci.) a, =0 
4=1 
fiir dieselben Werte von « und », infolgedessen C,, = — B,, wegen 
G, = 0. (15) und (18) liefert sonach 
v+1 
b, — Ps Cru Qu—p (y = p, e+, ..., p+q) 
= 1 
mit 
p 
Du—p = —_ P 3 B,, (u =p : 1, p+ 2, eee ¥ + 1), 


A=1 
infolgedessen nach (13) 
My, ,»=0 fir A—1,2,...,2p--2¢+1l-—4, 
xP + a+ YD, 1 0, 


somit »,), = 0 fiir 9, o = 1, 2,...,q-+ 1 mit Ausnahme von »},,, 
das von Null verschieden ist. Die Raume R,, R,, ..., R, sind also voll- 
isotrop, R, ,, ist g-fach isotrop*). Aus den Rangzahlen der G, folgt, daB 
die Schmieg-R, ., (k = 1, 2, ..., g) k-fach isotrop, dagegen die Schmieg- 
Ry 44+ (¢ — &+ 1)-fach isotrop sind. 

Nach (15) ist 

BF = Cy ¥+ 15, 2°*. 

Soll also b, isotrop sein, so muB entweder c,,,, = 0, d. h. nach (16) 
G, = 0 oder, wenn das nicht der Fall ist, b,x°+” = 0, d.h. nach (15) 
und (16) G, ., = 0 sein. 

Tritt daher in der Reihe der Gramschen Determinanten keine Null 
auf, so ist keine der n— 1 Kurvennormalen isotrop. 

Ist dagegen 


G, + 0, Gy +1 =G,.3:=... = Gyisg = 9, Gp+ap+i + 0, 


so liegen folgende Verhiltnisse vor: h, = R, ist isotrop, bp +, liegt will- 
kiirlich in einem bestimmten, vollisotropen*) linearen R,, by +» willkiirlich 
in einem ebensolchen R, usw., b, ._—, willkiirlich in einem ebensolchen R,, 
bh, ._ willkiirlich in einem q-fach isotropen R,,,. Jeder dieser linearen 
Réume enthilt den vorhergehenden und zwar ist R, der auf dem Schmieg-R, 
normal stehende Raum héchster Dimension, der gleichzeitig im Schmieg-R, . , 
liegt. Dpigs1 liegt willkiirlich im R,, by+q+ 9 ebenso im R,_,, ..., 
by +aq—1 ebenso im R,, by. o¢ fallt mit b, zusammen. Die Schmieg-R,, 
“Ry oi, «++ ~Ryps¢ sind 0-, 1-, ..., g-fach isotrop, die Schmieg-R, + 4+1; 
“Rysgtas «+s “Rysags -Rpseqgsr sind q-, (q—1)-, 1-, 0-fach tsotrop. 
Damit ist die Frage nach den isotropen Kurvennormalen vollstindig beantwortet. 


*) Beziiglich dieser Bezeichnungen siehe § 6. 
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§5. 

Eine Kurve nennt man p-fach isotrop, wenn A, = A, = ... = A, = 0, 
A,., +0 ist. Nach §1 und §3 ist diese Aussage gleichwertig mit 
G, = G, =... = G,, = 0, Gene. = (— re + 0. Solche Kurven 
kénnen also erst im R,,,, auftreten. Da Ap. ,, Apis, .-., An Wwill- 


kiirlich bleiben und A,,, zur Normierung des Parameters ¢ verwendet 
werden kann*), hédngt eine p-fach isotrope Kurve nach dem Existenzsatz 
von §2 von n—p—1 willkiirlichen Funktionen ab. Die einzige Be- 
schrinkung ist die, daB man dafiir zu sorgen hat, daB G,, + 0 ist, damit 
die Kurve in keinem R,—, liege. Uber die Normalen gibt der Satz von 
§4 Auskunft, wenn man in ihm p = 0 und q = p setzt. 

Besondere Fille: 

l.n=2. G, kann nicht verschwinden, ohne daB auch G, ver- 
verschwindet, d. h. es gibt keine von einer Geraden verschiedene ebene 
Kurve, die eine isotrope Normale hat. 

2.n=3. Hier ist nur der Fall G, = 0, G,=0, G, +0 oder 
A, = 0, A, +0 méglich, d. h. die nichtgeradlinigen isotropen Raum- 
kurven sind einfach isotrop, die Hauptnormale liegt willkiirlich in der 
einfach isotropen Schmiegebene, die Binormale fallt mit der Tangente 
zusammen. 

3.n=4 a) G,=0, G,=0, G, +0, G, +0 liefert die nicht- 
geradlinigen einfach isotropen Kurven des R,, die in keinem R, liegen. 
Die erste Normale liegt willkiirlich in der einfach isotropen Schmiegebene, 
die zweite Normale fallt mit der Tangente zusammen, die dritte ist eben- 
so wie der Schmiegraum nicht isotrop. 

b) G, +0, G, = 0, G, = 0, G, + 0 liefert nichtisotrope, nichtgeradlinige 
Kurven des R,, die in keinem R, liegen, mit isotroper erster Normalen. 
Die zweite Normale liegt willkiirlich in derjenigen einfach isotropen Ebene n, 
die im Schmieg-R, enthalten ist und auf der Tangente normal steht, die 
dritte Normale fallt mit der ersten zusammen. Schmiegebene und Schmieg- 
raum sind einfach isotrop. 7 ist also die Normalebene der Schmiegebene"). 


§ 6. 
Der lineare R, mége von den Vektoren e,, e,, ..., e, aufgespannt, 
jeder seiner Punkte also durch 
k 
3 at a A, e, 


6) Siehe z. B. M. Pinl, Monatshefte f. Math. 39 (1932), S. 168. 
*) Diese Kurven wurden von E. Schrenzel, Wien. Sitzungsber. 188 (1929), 
8. 439-—-446 untersucht. 
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gegeben sein. Aus 

k 
d3= Jedi, 


v=1 


folgt 


k 
d= SJ ee da, dd,. 


Myr 


Falls diese quadratische Form oder die Determinante |e, ¢,| vom Rang k — q 
ist, nennt man den R, q-fach isotrop. Fiir q = 0 erhalten wir einen ge- 
wohnlichen euklidischen R,, fiir q = k einen vollisotropen R,, in dem jede 
Richtung isotrop ist. Der q-fach isotrope R, beriihrt die absolute A? _,, 
welche die euklidische Metrik des R,, erzeugt, in einem Doppel-R,_,. Die 
absolute A?_,, welche die Metrik des R, regelt, ist q-fach singuléir. 


Normiert man die Vektoren e, durch e? = e} = ... = eg_, = 1, 
Qp-g41 = --. = ef = 0, ene, = O (u + »), fihrt also statt A,, A,,..., Ay 
andere passende, homogene Parallelkoordinaten z,, z,, %,, ..., Z im Ry, 


ein, so erhalt man fiir die A?_, die Gleichungen 

(19) z= 0, sf+af+---+a3_,=0, 
fiir den Doppel-R,, die Gleichungen 

(20) z =0, z,=0, %=0, ..., m%-, = 9, 


fiir das Bogenelement des R, 


ds? =dz?+dzjz+...+daj_, (z, = 1). 

Deutet man die Gleichungen (19) als Gleichungen der absoluten nicht- 
singuliren Ag_,_» im R,_,-, mit den Gleichungen 2 = %~4+1 
= Dgig ==... = & = 0, so erkennt man, daB die absolute A?_, 


durch Projektion dieser A?_,_, aus dem Doppelraum (20) entsteht. 

Jeder Vektor x des R, laft sich also in der Form % + x* schreiben, wobei 
k—a@ 

z= F'ae, dem Reg %—q41 = Me—qi2 = --- = % = O angehori, in 


+=} 


dessen vuneigentlichem Raum die eben erwihnie Aj_,—» liegt, und 
k 


x*= J 2,e, dem vollisotropen R,, der den Doppel-R, — , (20) aus dem 


r=k~—q+1 
Nullpunkt projiziert. Somit ist x*3 = 0 fiir jeden Vektor 3 des R,. Ist 
infolgedessen y = 1) + 0* ein zweiter Vektor des R, in dhnlicher Zerlegung, 
so gilt ty = fp. 

Definieren wir ahnlich wie im gewdhnlichen euklidischen Raum als 
Drehung eine Kollineation des R,, welche xy invariant lat, so muB sie 








me 








= 
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also die absolute A?_, und daher auch ihren Doppélraum in sich iiber- 
fiihren und ¥» invariant lassen. Sie hat daher die Gestalt 
Z, = G,,% +... +6;,2-¢ Mg 


Te-q = %-q,1 +... + &—g,k—q Te—y> 
Te—g +1 = Ge—g 41,1 i +--+ + Op—gqgirk—q Mg 
+ Oy —qg41,k—qt+1 Mk—g +1 Fives + O—941,% Le» 


wobei 


Oy —1,1 +++ O-ak—q 


die Matrix einer orthogonalen Substitution ist. Die Drehung héangt also von 
b(k—q) (K-—q—1)+kqg=tk(k—1)+49q+)}) 
willkiirlichen Konstanten ab. Nimmt man noch die Parallelverschiebungen 
hinzu, so erhilt man fiir die Bewegungen des q-fach isotropen R, 
4k (k+1)+44 (¢+ 1) willkiirliche Konstante. 
Eine p-fach isotrope Kurve des q-fach isotropen R,, die in keinem 
R,—, liegt, ist nach dem Vorhergehenden durch die Gleichungen 


(21) r?=7/"% =... = xP? — 0, gre+*? +O 


definiert. Dieses System hat nach §5 eine Lésung, die von k — q — p — 1 
willkiirlichen Funktionen abhingt. Dazu kommen noch die qg willkiirlichen 
Komponenten des Vektors x*, d. h. auch hier hingt die allgemeinste p-fach 
isotrope Kurve von k — p — 1 willkiirlichen Funktionen ab. Damit aber (21) 





lésbar sei, muB nach $5 p< -—f sein. 
Eine Kurve heift vollisotrop, wenn x’ = 0 ist fiir alle v = 1,2,3,.... 
Sie mége in einem R,,(m < n) und in keinem R,, _, liegen. x’, x”, ..., #™ 


sind also voneinander linear unabhingig und es gilt x” x” = 0 fir 
w,v = 1,2,...,m, d.h. der R,, ist vollisotrop. Die vollisotropen Kurven 
sind also gerade die Kurven vollisotroper linearer Riume. Wenn der R,, 


in einem qg-fach isotropen R, liegt, muB daher m < [<4] sein’). 


7) Siehe J. Lense, Jahresbericht D. M. V. 85 (1926), S. 285. 
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Es sei von einer Kurve eines q-fach isotropen R, bekannt, dab 
2a f=... = XP” = 0 itt mit p> =, Sie ist vollisotrop. Denn 


R,, sei der lineare Raum niedrigster Dimension, in dem sie liegt. Er ist 
mindestens (m — k +- q)-fach isotrop, weil das Bogenelement des R, vom 
Rang k—q ist. Wire die Kurve nicht vollisotrop, so miiBte daher 
brewed | 

2 





sein. Man hat somit den Satz: Wenn die ersten p Ableitungen 
des Vektors einer Kurve eines q-fach isotropen R, isotrop sind und 
P=} a ist, so ist die Kurve vollisotrop und liegt in einem vollisotropen 
R,, des R,, wobei m <= [‘ a 4| ist. Isotrope Kurven, die nicht vollisotrop 


sind, kénnen somit erst fiir q< k —3 auftreten, in Ubereinstimmung mit 
der Tatsache, daB die absolute A?_, fiir q = k —1, k — 2 zerfallt. 


(Eingegangen am 20. 6. 1935.) 








Zur Theorie der Markoffschen Ketten. 
Von 
A. Kolmogoroff in Moskau. 


Die nachfolgenden Betrachtungen scheinen mir, trotz ihrer Einfachheit, 
neu und nicht ohne Interesse fiir gewisse physikalische Anwendungen zu 
sein, insbesondere fiir die Analyse der Umkehrbarkeit der statistischen 
Naturgesetze, welche Herr Schrodinger im Falle eines speziellen Beispiels 
durchgefiihrt hat'). In der ganzen weiteren Darstellung ist es gleich- 
giiltig, welche der beiden folgenden Voraussetzungen iiber die in Betracht 
kommenden Werte der Zeitkoordinate ¢ gemacht wird: entweder durch- 
lauft ¢ alle reellen Werte, oder man beschrinkt sich auf die Heranziehung 
der ganzzahligen Werte von ¢t. Der klassischen Auffassung Markoffscher 
Ketten entspricht die zweite Méglichkeit. 


1. Begriff der Markoffschen Kette, 


Wir betrachten ein physikalisches System, welches sich in jedem 
Zeitmoment ¢ in einem der endlich vielen verschiedenen Zustinde £,, 
E,, ..., Ey befinden kann. Wir setzen dabei voraus, daB fiir je zwei 
Zustinde E, und E; und je zwei Zeitmomente ¢ und s, ¢ < s, eine be- 
stimmte bedingte Wahrscheinlichkeit P,; (t,s) dafiir existiert, daB unter 
der Voraussetzung des Zustandes EH; im Zeitmoment ¢ der Zustand E; 
im Zeitmoment s auftreten wird. Eine wesentliche, nicht immer mit ge- 
niigender Klarheit hervorgehobene weitere Voraussetzung bildet die Un- 
abhingigkeit der bedingten Wahrscheinlichkeit P;;(t,s) von beliebigen 
Kenntnissen iiber die Vorgeschichte des Systems vor dem Zeitmoment ¢. 
Auf dieser Voraussetzung beruht wesentlich die Ableitung der funda- 
mentalen Gleichung der Theorie der Markoffschen Ketten: 


(1) Pix (8, t) = LY Pi; (8, u) Pix (u, 0), ssust. 
j 
AuBer der Fundamentalgleichung (1) erwihnen wir die Formeln 
(2) P;; (t, 8) > 9, 
(3) & Pi; (t, 8) = 1, 
J 
(4) Py; (t, 2) = 445, 


wobei 4;; gleich 0 oder 1 ist, je nachdem i + k, oder 1 = k ist. 


1) Berliner Berichte 1931, S. 144. 
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2. Absolute Wahrscheinlichkeiten. 

Bis jetzt betrachteten wir nur die bedingten Ubergangswahrscheinlich- 
keiten P,;(t,s). Es entsteht die Frage: Ist es méglich, bei den gegebenen 
Ubergangswahrscheinlichkeiten P;;(t,s) auch die absoluten Wahrscheinlich- 
keiten der Realisierung verschiedenet Zustinde fiir jeden Zeitmoment ¢t 
einzufihren? Setzt man voraus, daB der ProzeB der Anderung unseres 
Systems in einem bestimmten Zeitmoment ¢, beginnt, so kann man den 
verschiedenen Zustinden E,, E,, ..., Ey im Zeitmoment t, ganz beliebige 
Wahrscheinlichkeiten Q, (t,), Q(t), ---, Qw (to) 


Q (t,) = 0, 20: (t,) = l, 


zuschreiben. Fiir jeden Zeitmoment ¢ > ¢, erhiilt man die Wahrscheinlich- 
keiten Q, (¢) der Zustande F,(k = 1,2,. .,N) nach den Formeln 


Qe (t) = LQi ty) Pra (tes). 
Fir 4, < ¢ < s ist dann automatisch auch die Formel 


(5) Q. (8) = YQ, (t) Pix (6, #) 
erfiillt. 

Nicht so trivial ist die Einfiihrung der absoluten Wahrscheinlichkeiten, 
wenn man keinen bestimmten Anfang des Prozesses voraussetzt und im 
Gegenteil die absolute Wahrscheinlichkeiten Q, (¢) fiir alle Zeitmomente ¢, 
-— «© <t< + o, zu bestimmen versucht. Es gilt jedoch auch hier 
der folgende Satz: Bei beliebigen fiir alle t und s (t < 8) bestimmten 
Ubergangswahrscheinlichkeiten P;, (t, 8) lassen sich mindestens in einer Weise 
mit diesen Ubergangswahrscheinlichkeiten P,,(t, 8) vertrigliche absolute Wahr- 
scheinlichkeiten Q,(t) fiir alle tt, — ~ <t << + o, bestimmen. Rein 
analytisch bedeutet der Satz: Bei jeder den Bedingungen (1) bis (4) ge- 
niigenden Wahl der GréBen P,, (t,s) besitzt das System der unendlich 
vielen Gleichungen (5) mindestens eine Lésung, welche den Zusatz- 
bedingungen 
(6) Q(t) > 9, 2 ()=1 
genigt. 

Zum Beweise des Satzes bemerken wir zunichst, daB zu jedem ¢,, 
wie wir schon gesehen haben, mindestens ein System von GréSen Qf (t) 
existiert, welche fiir alle t > ¢, bestimmt sind und fiir s >t > t, den 
Gleichungen (5) und (6) geniigen. Mit Hilfe des Diagonalverfahrens kano 
man aus der Folge 

t = —1, —2, —3,... 
eine Unterfolge 
Gy ee Buy Bes Bes oes 
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mit 4, — o wihlen, so da8 bei jedem k und bei jedem ganzzahligen ¢ 
die GréBen Qe (t), welche bei jedem festen ¢ fiir alle geniigend groSen 
Werte von n definiert sind, mit ++ o gegen einen bestimmten 
Limes Qj (t) konvergieren. Man beweist leicht auf Grund der Formeln (6), 
da8 auch fiir alle reellen nicht ganzzahligen Werte von t die Grenzwerte 
Qi (t) existieren. Diese Grenzwerte geniigen, wie man durch einen 
Grenziibergang zeigt, den Gleichungen (5) und (6). Somit ist unser Satz 
bewiesen. 

Besonders interessant ist der Fall, in welchem die absoluten Wahr- 
scheinlichkeiten Q, (t) durch die Angabe der Ubergangswabrscheinlichkeiten 
P;,(t,8) eindeutig bestimmt sind. Fiir solche eindeutige Bestimmtheit 
der absoluten Wabrscheinlichkeiten ist die folgende Bedingung notwendig 
und hinreichend: Bei beliebigen festen k und s konvergieren die Gréfen 
P,,(t,8) mit t + — o gegen einen von i unahhingigen Limes Qf (s). Ist 
diese Bedingung erfiillt, so bilden die genannten Limites Q (s) genau das 
gesuchte einzige System der absoluten Wahrscheinlichkeiten. 

Zuerst wollen wir beweisen, daG die Bedingung hinreichend ist. Es 
seien Q, (ft) irgendwelche, mit den Ubergangswahrscheinlichkeiten P,, (t, s) 
vertrigliche, absolute Wahrscheinlichkeiten. Dann hat man 


(5) Qx(s) = YQ: (t) Pix (t, 8); 


da aber mit t + — o die GréBen P,, (t,s) gegen Q(s) streben, so strebt 
mit t + — o die rechte Seite der Gleichung (8) gegen 


2 Q? (s) Qi (t) = Qe (s), 


woraus 


Q, (8) = Q? (8) 
folgt. 


Es sei jetzt unsere Bedingung nicht erfiillt. Dann kann man solche 
i, und i, und zwei solche Folgen 
Se SS oo. eG Sea oe oe 
S ie Sans ee De ee eee 
wahlen, daB P;,,(t,,8) bzw. P;,,(tn,8) mit n + + oo gegen bestimmte 
Limites Q;(s) bzw: Q;'(s) bei beliebigen k und s konvergieren, wobei 
Q.(s) und Q,'(s) nicht identisch zusammenfallen. Man beweist leicht, 
daB die Q,(s) ebensogut wie die Q;'(s) als absolute Wahrscheinlichkeiten 
angenommen werden kénnen, woraus die Notwendigkeit der Bedingung folgt. 


3. Umgekehrte Wahrscheinlichkeiten. 


Wir setzen jetzt voraus, daB ein festes System vor absoluten Wahr- 
scheinlichkeiten Q,(s) gewahlt ist und daB alle Q,(s) positiv sind. In 
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diesem Falle lassen sich neben den Ubergangswahrscheinlichkeiten P;,, (t, 8) 
noch die umgekehrten bedingten Wahrscheinlichkeiten bestimmen. Wir 
bezeichnen nimlich mit /7,,(t,s) die bedingte Wahrscheinlichkeit des Zu- 
standes Z£, fiir den Zeitmoment ¢ unter der Voraussetzung, da8 in einem 
spiteren Moment s, s >t, der Zustand FE, beobachtet wurde. Es ist 
offenbar 
(7) IT ;x (t, 8) = on P;x (t, 8). 

Man berechnet leicht die folgenden Formeln, welche den Formeln (1) bis (5) 
parallel laufen: 


(1*) Ha(s.) = L115.) Tx), sus, 
(2*) TT x (s, t) = 0, 

(3*) » ix(s, t) = l, 

(4*) Tix (4, — 65, 

(5*) Q; (s) —_ <Q (t) TT ix (8, t), s s t. 


Es sei dabei bemerkt, daB man die Formel (1*) auf Grund der friiher 
gegebenen Formeln berechnen und nicht analog zu (1) direkt beweisen 
muB, wenn man ein neues Prinzip ,,der Unabhangigkeit von der Nach- 
geschichte vermeiden will. Das letzte Prinzip laBt sich nachher auf 
Grund der Formel (1*) beweisen. 


4. Die Umkehrung der Naturgesetze., 
Es sei jetzt vorausgesetzt, daB die Ubergangswahrscheinlichkeiten 
P,,(s,t) nur von der Differenz t — s abhangen: 
Pi, (8,t) = Pi, (t — 8). 
In diesem Falle existiert bekanntlich mindestens ein System von von der 
Zeit t unabhiangigen absoluten Wabhrscheinlichkeiten 


Qe (t) _ Q:. 
Fiir ein festes System solcher Wahrscheinlichkeiten Q, haingen die um- 
gekehrten Wahrscheinlichkeiten /7,,(s,t) ebenfalls nur von der Differenz 
t—s ab: 
IT x(s,t) = IT, (t — 8). 

Es entsteht jetzt die Frage: Unter welchen Bedingungen gilt die 
Gleichung 
(8) IT ,y (7) = Py f(r)? 

Da 

Q 


Ty = a, Pix (r) 





ee 
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ist, so ist fiir die Giiltigkeit der Gleichung (8) die Bedingung 

(9) Q: Pix (rT) = Qe Pri (r) 

notwendig und hinreichend. Es ist aber bemerkenswert, daB man not- 
wendige und hinreichende Bedingungen fiir die Giiltigkeit der Umkehrungs- 
gleichungen (8) auch ohne Benutzung der GréBen Q, in reinen Uber- 
gangswahrscheinlichkeiten P;,(r) angeben kann. Es wurde in der Tat 
von R. v. Mises bewiesen*), daB alle Zustande £, solcherweise in Gruppen 
eingeteilt werden kénnen, da folgende Bedingungen erfiillt sind: 1. die P;, (r} 
kénnen nur dann von Null verschieden sein, wenn £; und £, derselben 
Gruppe angehéren; 2. fiir je zwei E, und EF, aus derselben Gruppe ist 
das Verhiltnis Q;:Q, eindeutig durch die Angabe der Ubergangswahr- 
scheinlichkeiten P,,(r) bestimmt. Aus dieser Tatsache folgt: gehéren 
E, und E, zu derselben Gruppe, so ist die Giiltigkeit der Gleichung (9) 
von der Wahl der absoluten Wahrscheinlichkeiten Q; unabhangig. Sind 
aber E, und £, in verschiedenen Gruppen gewihlt, so ist (9) wegen 
P,,.(r) = Py;«(r) = 0 trivialerweise richtig. Wir sehen also, daB die 
Giiltigkeit der Bedingung (9) von dem gewahlten System der Wahr- 
scheinlichkeiten Q, unabhingig ist. 

Man kann eine von den GréSen Q, unabhiingige notwendige und 
hinreichende Bedingung der Umkehrbarkeit (8) folgendermaBen formulieren: 

Die Umkehrungsrelationen (8) sind dann und nur dann erfiillt, wenn 
bei beliebiger Wahl von r,q, k,,k,,...,k_ die Gleichung 
(10) Prey (7) Pryn, (7) --- P,, pkg (7) Pr, x, (7) 

_ Pry x, (7) Prk, 1 (7) «++ Pasig (7) Px, x, (7) 
gilt. Im diskreten Falle (wenn ¢ nur ganze Werte durchlauft) geniigt 
es, (10) nur fiir r = 1 zu fordern. Der Beweis ist elementar und kann 
dem Leser iiberlassen werden. 

Sind insbesondere die Ubergangswahrscheinlichkeiten P,,(r) sym- 
metrisch : 

(11) Pix (r) = Pri (7), 
so ist die Bedingung (10) erfiillt. Folglich ist die Symmetriebedingung (11) 
fiir die Umkehrbarkeit (8) hinreichend. 

Diese fast trivialen Tatsachen gestatten mehrere physikalische An- 
wendungen. Wir beschrinken uns hier auf eine von der urspriinglichen 
abweichende Darstellung des Schrédingerschen Beispiels. Eine Kreis- 
linie sei in eine sehr groBe Anzahl M von gleichen Intervallen geteilt. 
Eine groBe Anzahl LZ von beweglichen Teilchen wandern auf dieser Kreis- 
linie, und zwar so, daB jedes Teilchen unabhingig von den anderen bei 


2) R. v. Mises, Wahrscheinlichkeitsrechnung (1931), § 16. 
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jedem Schritt entweder in das nichste Intervall rechts, oder in das 
niichste Intervall links iibergeht und diesen beiden Méglichkeiten die 
Wahrscheinlichkeit } entspricht. Man hat insgesamt M"“ = N verschiedene 
mégliche Verteilungen von L Teilchen auf M Intervalle. Die absoluten 
Wahrscheinlichkeiten Q,, welche diesen N Méglichkeiten entsprechen, be- 


tragen alle +. Die Ubergangswahrscheinlichkeiten P;,,(r) sind offenbar 
£ W gang 


symmetrisch, folglich gilt die Umkehrungsgleichung (8). Betrachtet man 
die ,,makrokosmische“ Verteilung der Teilchen auf der Kreislinie, so ist 
sie mit einer zu Eins sehr nahen Wahrscheinlichkeit angenihert gleich- 
maBig. Ist aber gegeben (obwohl das a priori sehr unwabhrscheinlich ist), 
da8B in einem Zeitmoment ¢ eine grobe Abweichung von dieser Gleich- 
maBigkeit stattfindet, so kann man mit einer zu Eins nahen Wahr- 
scheinlichkeit behaupten, da8 diese UngleichmiaBigkeit sich fiir ¢ > ¢, 
angenahert gema8 der Differentialgleichung der Diffusion ausgleichen wird. 
Die Umkehrungsformel (8) lehrt uns jetzt, daB mit gieicher Wahrscheinlich- 
keit die Entstehung der UngleichmiBigkeit bei t < t, derselben Differential- 
gleichung, nur mit umgekehrten Vorzeichen der Zeitkoordinate, folgte. 
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On the Behaviour of an Analytic Function in the 
Neighbourhood of its Essential Singularities. 


Von 


M. L. Cartwright in Cambridge (England). 


Introduction. 


1.1. Suppose that f(z) is a one-valued function, meromorphic in a 
connected region D, and having an essential singularity at a point’) z = Z 
on the boundary of D. We associate with Z three sets of values: 

(1) The cluster set Cp(Z) of {(=) at Z. This is the set of values a 
such that 

lim fm) = 4, 


where z,, 2,,... is a sequence of points tending to Z inside D; 

(2) The range of values Rp(Z) of f(z) at Z. A value a belongs to 
Rp(Z) if, and only if, f/(z) takes the value a an infinity of times near 
Z inside D; 

(3) The convergence set I')(Z) of f(z) at Z. This is the set of all 
values a such that 

jim f (2) = 4, 


as z+Z along a Jordan arc lying inside D except for the end point at Z. 

If D is the unit circle, we write simply C(Z), R(Z), I'(Z). 

The object of this paper is to discuss the sets Cp(Z), Rp(Z), and 
I'p(Z) taken over a set of non-isolated essential singularities; in parti- 
cular we shall consider the measure of the sets Rp(Z) and I’)(Z), and 
the relation between Rp(Z) and I'p(Z). It is obvious that, for both 
isolated and non-isolated singularities, C,(Z) includes Rp(Z) and I'p(Z). 
For an isolated essential singularity there are three classical theorems 
concerning Cp(Z), R,(Z), and I"p(Z). 

Theorem Ia (Weierstrass). If Z is an isolated essential singularity 
of f(z), then Cp(Z) includes all values. 

Theorem Ila (Picard). If Z is an isolated essential singularity of 
f(z), then Rp(Z) includes all values except perhaps two. 


1) The region D is not necessarily simply-connected, and so Z may be an 
isolated boundary point, entirely surrounded by points of D. 
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Theorem IIIa (Iversen*)). If Z is an isolated essential singularity 
of {(z), and if a does not belong to R,p(Z), then a belongs to I’) (Z). 

Of course Ia is included in Ila, and is much easier to prove than [la. 
From these results we can easily deduce corresponding theorems for 
functions with an enumerable set of essential singularities; but in the 
theorem corresponding to IIIa, we can only say that a belongs either 
to I'p(Z) or to I’p(Z,), (n = 1,2,...), where Z,,Z,,... is a sequence 
of essential singularities tending to Z as n + o. 

1.2. Functions with a non-enumerable set of singularities present 
serious difficulties. Besicovitch*) has shown that if the set of essential 
singularities is of linear measure zero, then Cp(Z) includes all values: and 
Seidel*) has shown that in this case there may be a non-enumerable set of 
values a which do not belong to Rp(Z). If the singularities form a set of 
positive linear measure there may be quite a different type of singularity 
near which |f(z)| is bounded. Fatou") has shown that if f(z) is regular 
and bounded for \z| <1, then I'(e**) contains at least one value for almost 
all 6; and it follows from a generalization of Montel’s theorem due to 
Hardy and Littlewood*) that if f(z) is bounded in |z|< 1, and I'(e**) 
contains a value f(e'*), then f(z) > f(e") uniformly in | arg (1 — ze~**)| 
< B < 3x, and I'(e*) contains no other value. Further F. and M. Riesz") 
have shown that if f(z) is bounded, and f(re’*) + 0 as r > 1 in a set 
of 6 of positive measure, then f(z) = 0. 

If I’(e**) contains one and only one value, it is known as the boundary 
value of f(z) at e*. Results*) which correspond to theorems Ia and 
Ila have been obtained for functions meromorphic in the unit circle by 
dividing the points on |z| = 1 into three sets, (1) a set which has pro- 
perties similar to those in Theorem Ia and IIa, (2) a set of points e** 
such that f(z) > /* (e'*) as z > e** uniformly in | arg(1 — ze~**)| SB <3 2, 
and (3) a set of linear measure zero. 

I shall first prove two theorems on the boundary values of functions 
which are bounded in the unit circle, and then a theorem on the range 
of values of functions regular in the unit circle. Then follow certain 
theorems corresponding to theorem IIIa for functions meromorphic in the 





2) F. Iversen, Recherches sur les fonctions inverses des fonctions méromorphes, 
Thése, Helsingfors (1914), p. 13. 

3) A. 8. Besicovitch, Proc. London Math. Soc. (2) 32 (1931), pp. 1—19. 

4) W. Seidel, Trans. Amer. Math. Soc. 36 (1934), pp. 201—226 (218). 

5) See L. Bieberbach, Lehrbuch der Funktionentheorie 2 (1927), p. 146. 

6) M. L. Cartwright, Proc. Cambridge Phil. Soc. 31 (1935) p. 26. 

7) F. and M. Riesz, Verhandlungen des 4. skand. Math. Kongresses, Stockholm 
(1916). 
8) See § 4.4. 
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unit circle, and for functions whose essential singularities form a set of 
linear measure zero. From the latter, I deduce a theorem for functions 
with a set of singularities of logarithmic measure zero corresponding to IIa. 
In connection with the results for functions meromorphic in the unit 
circle, I shall give a short account of the known results corresponding 
to theorems Ia and Ila, partly for the sake of completeness and partly 
for comparison with the results for functions with a set of singularities 
of linear measure zero. 

R. Nevanlinna*) has obtained some very interesting results, similar 
to some of those given here, by means of his theory of harmonic measure. 
In particular he has obtained a theorem similar to theorem IIIc). The 
main part of this paper was written before I had seen an account of 
the theory of harmonic measure; and, as I have not yet seen a full 
account of it, I have not made use of theory, and I include theorem IIIc 
in order to make this paper complete in itself, 

I have discussed the topics of this paper with Prof. Littlewood on 
several occasions, and I feel that the paper owes much to those dis- 
cussions. I am also indebted to Mr. A. E. Gwilliam for several valuable 
criticisms and suggestions. 

1.3. In dealing with functions in the unit circle, we shall use the 
classical notation of Nevanlinna. The characteristic function T(r, f) is 
defined by the relation 


T (r, f) = m(r, eo) + N(r, &) (r <1). 
where 
22 
m(r, co) = x | logt |f(re*)| dA, 


Nr, oo) es jeecio eee) dt + n (0, oo) log r, 


0 








%) R. Nevanlinna, Compt. Rend. 199 (1934), pp.512—515 and p. 548. [Added 
in the proofs.] See also Verhandlungen des 8. skand. Math. Kongresses Stockholm 
(1934), pp. 116—133. Theorem 1 on page 129 of the latter is false in the form 
stated. For an analytic function which is not a constant omits a set of values of 
positive harmonic measure near any pole or regular point. A single point is obviously 
a set of harmonic measure zero; and so we have a contradiction. The proof holds 
for the theorem as stated in Comptes Rendus; but I do not see how to modify it 
for a similar theorem on the neighbourhood of a set of essential singularities. 
The proof of theorem IIc in § 5.2 of this paper holds if the set Z is of harmonic 
measure zero with respect to every region, but not if the set is of absolute harmonic 
meacure zero in the sense of Nevanlinna. 

10) See § 5. 2. 

11* 
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and n(r, oc) is the number of poles of f(z) for which |z| <r. We aiso 
write 


M. L. Cartwright. 








2 
m(r,a) = Fy | eet 


Tee a1 wie 


N(r,a) = [-ha—sme dt + n(0, a) logr, 

where n(r,a) is the number of zeros of {(z)—a. Jensen’s formula may 
be written 

m(r,a) + N (r,a) = m(r, co) + N (r, co) + log |c,| 

= T(r, f) + log |c,|, where c, + 0 and f(z) ~.c,2* as z > 0. 
The defect of a value a is 
0) = iF ~ 1 RE 

and so if f(z) does not dis the value a, 6(a) = 

We denote by an S-set any set of values a — the following 
property: Suppose that s(t) is a positive, continuous, increasing function 
for t > 0 such that 








k 
(1.31) [Pac 
0 


is convergent for some k>0. For each e > 0 there is a sequence of 
circles with radii 9,, 0,,... covering the set such that 


(1.32) E slo) <e. 


v=1 


A set of a-dimensional measure zero is an S-set for which s(t) 
= *(0<a< 1). If (1.32) holds with s(o) = [log*(1/t)]-', the set is 
of logarithmic measure zero; but, as (1.31) is not now convergent, the 
set may not be an S-set. 

This definition also applies when the set of points is represented 
on a sphere of unit radius, and we shall usually use it in this way, 

1.4. It is known that") if f(z) --a as z+Z along two Jordan 
curves C, and C,, and if f(z) is regular in the region D between C, and C,, 
then either /(z) + a uniformly in the region between C, and C,, or |/(z)| 
is unbounded between C, and C,, and Rp(z) includes all values except 
perhaps one. It is convenient to reckon the value a as a repeated value 
of I‘p(Z) when |f(z)| is unbounded between two paths on which f(z) >a 


11) F. Iversen, Recherches sur les fonctions inverses des fonctions méromorphes, 
Thése, Helsingfors, 1914, p. 27. 
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as z—+Z. If there is a sequence of paths C,,(m = 1,2...), such that 
f(z) a along C,, and |/(z)| is unbounded between C, and C,,4,,(m=1,2,...), 
we shall say that the value a of J’p(e‘*) is repeated an infinity of times, 
D being now the region containing the curves C,,C,,.... Similarly if 
|f(z)| > o as z + Z along C, and C,, and if |f(z)| is bounded on some 
path C,, between C, and C,, we shall say that J"p(Z) contains the 
value oo repeated twice, and so on. 


Bounded Functions. 


2.1. Suppose first that f(z) is meromorphic for |z|< 1. It has 

been shown that") if T(r,/) is bounded for r < 1, then 

f(z) = 9 (2)/h (2), 
where g(z) and A(z) are regular and bounded. It follows that the results 
stated in §1.2 for bounded functions hold when T(r,/) is bounded. In 
particular J’(e‘*) contains one and only one finite value for almost all 6, 
so that we may call it f(e’*) without ambiguity. Further if f(e*) ezists 
as z — e* by any Jordan curve, it is the radial limit. 

R. Nevanlinna**) has shown that if JT (r,/) is bounded, then the set 
of values I'(e'*) taken over a set of @ of positive measure cannot form a 
set of logarithmic measure zero unless f(z) is a constant; but, corresponding 
to every S-set, there is a function regular in the unit circle for which T (r, f) 
is bounded and the values I'(e**), (0 = 0 < 222), belong to the S-set. That 
is to say the values J'(e’*)(0= 6< 22) may form a set of linear 
measure zero when 7 (r,/) is bounded. The following theorem shows that 
there is an essential difference between bounded functions and functions 
for which T (r,f) is bounded. 

Theorem I. Suppose that {(z) is regular and bounded for |z| < 1, and 
that f(e':), f(e%2) exist and are not equal. Then the projection on the 
straight line joining fe") and f(e*2) of the set of values taken by f (e**) 
for 0,6 4, includes all points on the line between f{(e'*:) and f (es) 
and a fortiori this set cannot be of linear measure zero. 

We need the following lemma here and in some of the later theorems. 

Lemma 1. Suppose that {(z) is regular in a connected domain D 
and is not a constant. Let m be a curve in D on which w = f(z) takes 
values on the straight line M in the w plane. Then as z moves along m 
in one direction, w moves along M monotonically, except perhaps at isolated 
points where f'(z) = 0; and m has a tangent except at these points. If 
f(z.) = 0, m has a branch point with an even number of branches, and 
we can arrange the branches in pairs so that each pair forms a curve on 


18) R. Nevanlinna, Commentarii Math. Helvetici 2 (1930), pp. 236—252. 
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which w moves along M monotonically. Further the end points of m are 
all on the boundary of D. 

Proof. If f(z) is regular at z,, and not a constant, we have, 

as z—> 2%, 

(2.11) f(z) — f (%) ~ ¢p (2 — %)?, 

where c, +0, and p is an integer greater than or equal to 1. If 
f(z) + 0, p= 1; and it is well known that f(z) takes every value 
near /(z,) exactly once in the neighbourhood of z,. The first part follows 
easily from these facts. 

If f(z.) = 0, p> 1, and f(z) takes every value near /(z,) exactly p 
times. Hence the second part holds; and the third also follows from 
these considerations. 

Proof of theorem 1. Choose # so that 0< 8 < $2, and the 
lines arg(1—ze~‘:) = —, arg(1—ze-*) = 6 bisect the angles 
between the chord (e**:, e**2) and the tangents at e**: and e’*: respectively. 
Write w = f(z), w, = f(e), w, = f(e%). Let L be the straight line 
joining w, and w,, and M any straight line perpendicular to L, inter- 
secting it between w, and w,. Since f(z)-+w, as ze: uniformly in 
jarg (1 — ze~*%:)| < B, we can choose 6 so that in |arg(1 — ze~*":)| < 8, 
je": —z| <= 6, f(z) takes values on the same side of M as w,; and 
similarly so that in |jarg(1 —ze~*)|< 8, |e: —z| <4, f(z) takes 
values on the same side of M as w,. We denote curves bounding the 
regions |arg(1 — ze-*)| <<, je —2| <6 and |arg(1—ze~™)| <A, 
|ef*2 — z2| =< 6 by c, and c, respectively. 

Since f(z) is regular for |z| <1, the points at which / (z) = 0 are 
isolated; and we can find a straight line s joining c, and ¢, inside |z| < 1 
on which /’ (z) + 0. Let d be the domain bounded by s,¢,,c,, and the 
arc 4, <= argz <= 4,, |z| = 1; and let S,C,,C, be the curves in the w 
plane corresponding to 3, ¢,, ¢,. 











Fig. 1. 


Since S joins C, to C,, it must cross M; and, since f(z) is regular 
on s the number of intersections is finite. Let m be the curve, or curves, 


i i At a 

















Essential singularities of a function. 167 


in the z-plane on which w = f(z) takes values on M. It follows that m 
certainly exists, and meets s in one or more points at which f(z) + 0. 
At these points m has a tangent, and so either m coincides with s, or 
else m intersects s a finite number of times. A point at which s touches 
m is counted as an odd or even number of intersections, according as m 
does, or does not, cross s. The end points of s are on ¢,, and c,; and 
these cannot correspond to points on M. Hence m does not coincide 
with s. 


Since /’ (z) + 0 on s, there is only one sheet of the Riemann surface 
of f(z) near each point of intersection of S and M; and these points 
correspond exactly to intersections of S and M, an odd number corres- 
ponding to an odd number, and an even number to an even number. 
Since S joins C, to C,, the total number of intersections of S and M is 
odd; and so there is at least one point on S which counts as an odd 
number of intersections. Near the corresponding point in the z plane 
there are points of m inside d. Let m(d) denote the part of m in d. 
Now by lemma I the end points of m(d) must lie, either on s, or on 
jz} = 1. For ec, and c, do not contain points on m. At each branch 
point of m(d) the number of branches is even; and so the number of end 
points is even. Hence there is at least one on |z| = 1. For those on s 
correspond to the intersections of S and M, and are therefore odd in 
number. From each point on s corresponding to an intersection of S 
and M there starts a branch of m(d) on which w moves monotonically 
along M. Rejecting those (a finite number at most) with both end points 
on 8, we can find one at least m’, say, joining a point z, on s to a point 
e'“ on |z| = 1. Since |f(z)| is bounded, and w moves monotonically along M, 
f(z) tends to a finite limit as z+ e‘* along m’. The projection of the 
limit on Z is the point of intersection of Z and M; and, since M is 
any line intersecting LZ at right angles between w, and w,, the projection 
of the set f(e’), #, <= 4<0,, includes all points on L, which is the 
required result. 


If the set f(e"), 9,:<40<=94,, is of linear measure zero, then 


a fortiori the projection will be of linear measure zero. Since w, + w,, 
this is not the case; and so the result is complete. 


2.3. It is known that f(e*) need not be continuous even if it is 
bounded, indeed Littlewood'*) has constructed a function, regular and 
bounded for |z| << 1, such that |f(z)| is discontinuous at almost all points 
on |z| = 1. 


18) J. E. Littlewood, Journal of London Math. Soc. 2 (1927), pp. 172—176. 
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It is, however, known that /(e‘*) has a kind of average continuity at 
the points where it exists. For we have the following result‘). Jf f(z) 
is regular, and |f(z)| <M for \z| <1, and if f(1) exists, then 


Jim,» | fdu = 10), 


uniformly when z-~1 in |z| <1. In particular, putting z = e’*, and 
taking the unit circle as the path of integration, we have 





6 
i f (pit) pil —_— 
Jim, — ep fit eld = (1). 
0 
Hence it is easy to show that 
ad 
(2.3 1) Jim 4 [teao = f(1). 


0 

If |f(1)| = M, we can deduce more, viz. 

Theorem 2. If f(z) is regular, and |/(z)| << M for |z| <1, and 
if |f(1)| = M, then given any ¢ > 0, 6 > 0, we can choose 0, = 4, (e, 4) 
so that 
(2. 3 2) lf(e*) —f()| <e 
for 0=|6| = 0 < 6,, except perhaps in a set of ) of measure less than 60. 

That is to say f{(e'*)+/(1) as 6 +0 in a set of density 1. 

Proof. Since /(1) exists, it follows from (2.31) that 


(2.33) [f#(e)d0| > |F (1) O0 — »,) 


for every 7, > 0, and every positive O <4, (n,). Since |f(e'")| << M = |f(1)|, 
it follows from this that, given any e«,>0, 6,>0, we have 
\f(e")| > |f(1)|(1 — e,) for 0 = |6| = O, except possibly in a set of 4 
of measure less than 6,0, provided that @ < 4@,(e,,6,). For if not, it 
is easy to obtain a contradiction of (2.33). 

Let /(1) = Me‘*; then outside the excepted set we may write 
(2.3 4) e~ @ f(ef*) = |f(1)| [e? + p(A)}, 
where £(@) is real, and |p| < ¢, for0= 49= O < 4, (e,,6,). We have 
to prove that £(4) is small except in a set of measure (6 — 6,)90. Since 
\f (e**)| = M, we have 


(2.35) le Sr | Henao] <0,0, 


E 


14) See L. S. Bosanquet and M. L. Cartwright, Math. Zeitschr. 37 (1933), 
p. 188—189, Theorem V. 
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where E is the excepted set. Also 


(2.36) | | Sao] <e6, 
cE 
where CE denotes the set complementary to FE in 060. Dividing 
(2.31) by Me*, and taking the real part, we have 
f (cos 8 (8) + R (yp (4)\]d9 —I > O(1 — m) 
CE 
for every n, > 0, and every 0 < 4,(m,). Hence by (2.35) and (2.36), 
we have 
[cos B (0) d 0 > O(1 — m) 
CE 
for every 7, > 0, provided that 0 < 4,(n,,6,). As before we have 
cos 8 (4) > 1 — e, for 0 = 4 <= O, except perhaps in a set of # of measure 
6,9, provided that 0 < 4,(c,,6,); and ¢,,6, may be made as small as 
we please by choosing 4,, &,, %,, ,, ;, sufficiently small. That is to 
say |B(4)|< «, outside the excepted set; and so we have 


If(e")—f()|<e 
where « may be made as small as we please by a suitable choice of e, 


and e,, for 0= 4= 9, except in a set of measure 60 = (6, + 4,)0, 
provided that O < #, (e, 4). 


The Range of Values of a Function. 

3.1. We next prove a result about the range of values of a function 
/(z) near a singularity; the function need not now be bounded. Seidel**) 
has proved results of a similar character for bounded functions by dif- 
ferent methods. 

Theorem 3. Suppose that f(z) is regular for |z| <1, and that I’(1) 
contains a finite value {*(1). Suppose that the set I'(e'*), O= |6| S 4, 
contains no value w for which 


(3.11) 0 < |w — f*(1)| < 7. 
Then either f(z) = f*(1), or else R(1) contains every value in some neigh- 
bourhood of f*(1). 
Proof. Suppose that /{z) is not identically equal to /*(1); and 
consider the set of points in the z plane for which |z| << 1, and 
|F (2)| =|1@)—f()|<e<n. 


19) W. Seidel, Trans. Amer. Math. Soc. 84 (1932) p. 18, und 86 (1934) p. 213. 
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These points form one or more connected regions bounded by parts ot 
|z| = 1, and curves on which |F(z)| = @. Since f(z) > /*(1) as z> 1 
along some Jordan curve, there is one of these connected regions A (g) 
which includes part of that curve near z= 1, and has z= 1 as a 
boundary point. 

Now A(o) includes 4(o,) for every 0,< 0; and so, as 9 + 0, 
A (ev) shrinks to 4, which may consist only of the point z= 1. Suppose 
that A, includes a continuous Jordan curve joining z = 1 to the are of 
|1 — z| = 46 on which |z|<1. Then F(z) = 0 at all points on this 
curve: and so either F (z) = 0 at an infinity of points inside |z| = 1, or 
else F(z) tends uniformly to 0 on an are of |z| = 1 of length greater 
than 6. In both cases it follows that F(z)=0. Hence /(z) = /*(1) which 
gives a contradiction. Since this is true for every 46> 0, it follows that 
A(o) lies entirely inside the region |1—z|< 6, |z|<1 for every 
e <e,(6). Hence there are parts of the boundary of A(g) inside 
|l1—2z| <4, |z| <1. 

Consider the parts of the boundary of A(o) for which |z| < 1. On 
these | F(z)| = 0, and on each separate part arg F(z) is monotonic. In 
order to see that the last statement is true, let s be the length of the 


frontier measured from some fixed point on it. Then forges does 


not change sign except at points where F’(z)=0. If F’(z,) = 0, 
| F (z,)| = @ > 0, and F(z) + F(z,), we have 


log F (z) — log F (z,) ~ ¢, (z — z,)?, 


where c, + 0, and p is an integer greater than 1, as z—+z,. Taking 


real and imaginary parts, we see that if cog?) changes sign at z,, there 


are points on both sides of the curve at which |F(z)| > 0. But |F(z)|<@ 
in A(g), and so arg F(z) is monotonic on the boundary of A (o). 

Since z= 1 is a boundary point, we can find a piece C of the 
boundary of 4 (oe) on which |F(z)|=@ with end points on |z| = 1. 
Suppose next that arg F(z) is bounded on C, and that e” is an end 
point of C. Since arg F(z) is monotonic on C, it must tend to a limit 
B as ze‘? along C. Hence F(z) > ge’? as z + e'’; and so 

f(z) > {(1) + ee? 
as z - e'Y along some Jordan curve. But this is contrary to our hypo- 
thesis, and so arg F(z) increases, or decreases, indefinitely as z — e'’ 
along C. Since |F(z)| =o on C, F(z) must take every value W for 
which |W| = @ an infinity of times on C, i.e. near z= 1. Since g is 
any sufficiently small number, we have the required result. 
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Functions Unbounded in the Unit Circle. 


4.1. The following theorem is a result for functions meromorphic 
in the unit circle corresponding to theorem IIIa. 

Theorem 4. Suppose that f{(z) is meromorphic and does not take the 
value a more than a finite number of times in |z| <1. Suppose also that 
C(1) includes the value a. 

Then either (1) I’ (1) includes the value a, 

or (2) the set '(e**), OS O0<22, includes the value a repeated an 
infinity of times, 

or (3) the set I'(e**), O= 0 < 2a, includes a set A of values with a 
as limit point such that the projection of A ona certain straight line fills 
a certain interval of the line. 

Corollary 1. With the conditions of the theorem if the set I (e**), 
0=<6< 22 is a set of linear measure zero, it includes the value a. 

Corollary 2. If f(z) is meromorphic in |z| <1, and if the set I'(e**), 
0x0 < 22a, is of linear measure zero, then {(z) takes every value an 
infinity of times, except perhaps for values belonging to I'(e**), OL A< 2a. 

We have not assumed that 7 (r,/) is bounded; and so J'(e’*) may 
contain more than one value for a fixed 6. The theorem says very 
little about the set of @ for which I’(e’) has the properties mentioned. 
This point of view has been developed by Lusin and Privaloff**). 

Proof of corollary 1. If I'(e*), 0< 6 < 22, does not include the 
value a, case (3) holds. Suppose that the set A is of linear measure zero, 
then a fortiori the projection of A is of linear measure zero which gives 
a contradiction; and so corollary 1 is proved. 

Proof of corollary 2. Suppose that f(z) only takes the value a a 
finite number of times. Then 

F (2) = (f(2) — a) 

is regular in |z| <1, except perhaps for a finite number of poles. Let 
D be the region obtained from |z| <1 by cutting out the poles. If 
| F(z)| is bounded in D, it follows from theorem 1 that the set of boun- 
dary values F (e'*), 0 <= 6 < 22, cannot be of linear measure zero. But 
this implies that ['(e*), 0 <= 6 < 22, cannot be of linear measure zero, 
and so |F(z)| must be unbounded in D. Hence |F(z)| is unbounded 
in the neighbourhood of some point es such that 0 < 6, < 22, anda 
belongs to C(e’*). It now follows from corollary 1 that I'(e‘*),0< 6< 22, 
includes the value a. 








16) N. Lusin and J. Privaloff, Ann. Scientifiques de I’Ecole Normale sup. (3) 
42 (1925) pp. 143—191. 
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Proof of theorem 4. We may suppose that a = o. Then /(z) is 
regular in |z| < 1 except perhaps for a finite number of poles; and there 
is a sequence z,,z,,... such that |z,|< 1, and 

lim |/(2,)| = o, lim z, = 1. 
i> @~ a -> oc 

Let |/(z,)| = 0,. Then o, > o a8 n-> o. Consider the region A (0) 
for which |f(z)| > @, |z| << 1; then z, lies in 4(o) for all n > N, (0). 
Suppose first that, given any 0, however large, we can find a single 
connected piece of A (o) containing all the points z, for which n > n,(o). 
Let m, = 7,(0,). Then we can join the points 2,,2m,41,--+)%m, by 
a polygon lying inside 4(o,), and we can join 2m,, 2%m,+15-++;2%m, by @ 
polygon lying in A(o,), and so on. Since z, + 1 these polygons together 
form a curve tending to z= 1 on which |f(z)| + o. Hence I(1) 
includes the value a, and we have case (1). 

Since we may take as our sequence any subsequence of the original 
sequence, case (1) holds whenever a single connected piece of A (0) con- 
tains an infinite subsequence of the points z,. If this is not so, we can 
find g, as large as we please such that A(o,) consists of an infinity of 
separate pieces. Since f(z) has only a finite number of poles, there 
is an infinite sequence of these regions in which f(z) is regular, and each 
of which contains one or more of the points z, for which n > n, (o,). 

Let A, (0,) denote the piece which contains z,, and let C,(o,) denote 
the part of the boundary of A,(0,) for which |z|<1. Then C, (0,) 
consists of one or more continuous curves terminating at points on |z| = 1; 
and |/(z)| = @, on C,(0,). Let C;,(e,) be one of these continuous curves, 
and let Z, and Z, be any two points on it such that /(Z,) = o,e¢%, 
/(Z,) = 0, e%. We may obviously suppose that g, + g,. Write w = f(z); 
let L be the straight line joining 9, e'% to 0, e'% in the w plane, and M 
any line intersecting L at right angles between 0, e'% and 9, e'%:. 

Consider the set of points in A, (e,) for which f(z) takes values on M. 
Since M intersects the arc of |w| = 9, between o,e% and g,e'%, there 
is at least one point on M corresponding to a point on C,,(0,) between 
Z, and Z,; and so there are some points in A,(0,) for which f(z) takes 
values on M. By lemma | these points lie on curves terminating on 
|z| = 1, and also we may select a branch m of one of these curves on 
which |/(z)| is monotonic. If |/(z)| is unbounded on a curve m corre- 
sponding to some line M, then |f(z)|— o along m. If this happens 
for an infinite sequence of separate regions 4,,(0,), 4n,(0), ---, we have 
case (2). If not, |f(z)| is bounded on the curve m obtained from every 
line M in every region A,(o,) such that n >n,. The bound depends 
on the region 4, (g,) and on the line M. Since |f(z)| is increasing as 


a ee ee > 





| 
| 
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|z| > 1 on m, it follows that f(z) tends to a finite limit on m. The 
projection of this limit on Z is the point of intersection of L and M; 
and, since the limit exists for every line M, the projections of the limit 
values of f(z) fill the line Z from 0, e'% to o,e'%. Since 9, may be 
chosen as large as we please, and every limit value obtained in this way 
has modulus greater than g,, we have case (3). 








Fig. 2. 
A,, (eo) is the shaded area, and m is the curve corresponding to M. 


4.2. We can modify the preceding theorem so as to hold for the 
neighbourhood of a particular point z = 1, say. We find, somewhat sur- 
prisingly, that there are cases in which I" (e*), 0 < |4| < 4, contains no 
values, finite or injinite. 

Theorem 5. Suppose that f(z) is meromorphic for |z| <1. Suppose 
also that C(1) contains the value a, but R(1) does not. 

Then either (1) I (e**), 0 = |0| = 4, includes the value a for every 
6 > 0, 

or (2) I'(e*), 0 O64, includes a set A of values with a as limit 
point such that the projection of A on a certain straight line fills a certain 
interval of the line, 

or (3) there is a 5 >0 such that for either —6<0<0, or 
0< 6< 4, I'(e") is void and R(e‘") includes every value except the 
value a and perhaps one other. Also f(z) > a on a sequence of continuous 
curves tending either to the are — 6< arg z<0 or to the are 0< argz <4. 

Case (3) can actually occur, as we shall see in § 4.3; it seems probable 
that R(1) must then include every value except the value a. However I 
shall leave this for another occasion. 


Proof of theorem 5. We proceed as in theorem 4, taking a = o. 
Then there is a sequence {z,} such that 
lim |/(2,)| = oe, and lim z=l1, 


a-> @ 


jl—z|<9, |2n| <1. 
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Let A(o) denote the region in which |f(z)| > o, |1—z| <n, |z| <1. 
If, for every o however large, there is a connected piece of 4(g) con- 
taining an infinite subsequence {z,,} of the sequence {z,}, we can show, 
as before, that |f(z)| + o as z-—1 along a Jordan curve. 

Suppose that this is not so. Then we can find g, as large as we 
please such that A(o,) consists of an infinity of separate pieces, and 
among these is an infinite sequence each of which contains one or more of 
the points z,, and in which f(z) is regular. Let A, (0,) be the connected 
piece containing z,. Then the boundary of 4,,(0,) consists of one or more 
curves on which |/(z)| = @ and |z| <1, |l1—z|<n, and points on 
jz} = 1, |L--z| <n, and on |1—2z|=7n, |z|<1. If no boundary 
points of 4,,(0,) lie on |1 — z| =, |z| <<. 1, then the method of theorem 4 
gives case (1) or case (2). 

Hence we may suppose that either cases (1) or (2) hold, or else some 
of the points on the boundary of A,(g,) lie on |1 —z| =, |z| <1 for 
@ sequence m = M,, M,,..., % > @. 

Consider the points in 4A,,(9,) for which 
|f(z)| > |f(2n)|. Simce |f(z)| cannot attain a 
maximum at an interior point, these points form 
connected regions one of which joins the point z,, 
to the boundary of 4,,(0,); and since |f(z)| = g, 
on those parts of the boundary for which |z| < 1, 
|1 — z| < » there is a connected region joining 2, 
either to the arc |1 — z| = n, |z| <1, or to the 
are |z| = 1, |l1—z| <n, or to both. We may 
suppose that it joins z,, to the are |l —z| = 7, 
\z| <1. For if the new region A,,(|/(z,,)|) has 

Fig. 3. no frontier points on |] —z| =», |z| <1 for an 
The dotted curve is I’. infinite sequence z,,, we may apply the method of 
theorem 4 and obtain cases (1) or (2). 

Suppose that ¢, is a frontier point of A,,(|f(z,,)|) on |l —z| =», 
|z|<1. Then |f(2,)| > |f(en,)| + @ a8 i+ o. Since f(z) is regular 
on |1 —z| =7n, for |z} <1, |0,|>1 as i > ow, ie. ¢, + e*?, where 
|1 —e*?| =. We may suppose without real loss of generality that 
oC, > e¢. 

Suppose now that 4,,(0,) has a frontier point § on the arc 
|z|} =1, 0< arg z< 4d. Then there is certainly a curve J’; connecting ¢; 
and &, inside 4,,(g,) on which |/(z)| >. Since z,,>1 as m—> o, 
when i is fixed, z,, lies on the same side of J; as the point z= 1 for 
all large m. Since the regions 4, (0,), m = 1, 2,..., are all separate, 
and contain the points 2n,,» they all lie on the side of J’, nearer z = 1 








== oa 
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for m > m,(t). Hence |¢,,| < |¢,;| <1 for all m > m,(i). But we have 
already shown that |¢,,|-—> 1 as m-—> oo; and so we have a contradiction. 
Hence An, (0) has no frontier point on the arc |z| = 1, 0 < argz <4, 
for large values of n,. 

We now have a sequence of regions 4,,(9,) each containing the corre- 
sponding point z,,, and having no frontier points on |z| = 1, 0 < arg z < 4. 
Each region contains a smaller region A,,,(|f(z,,)|), connecting the point z,,, 
with the are |1—z| =~, |2| <1, in which region |f(z)| > |f(z,,)|. 
Since |f(z,,)|-> oo these regions tend uniformly to the arc |z| = 1, 
0< argz<6 as t-+o. Hence I'(e*), 0< 6< 6, cannot contain 
any value except the value oo. But since the regions 4,,(g,) are not 
connected, there is a part B; of the boundary of 4,,(9,) between each 
of these regions; and on B, we have |/(z)| = o,. Hence lim |f(z)| = 9, 
as z > e*, 0< 6<6 along every curve; and so I'(e'), O< 06< 4, 
cannot contain even the value o. 

It remains to prove that R(e‘*) includes every value, except the 
value oo and perhaps one other, for 0< @< 46. Suppose that R(e‘*), 
0 < «<4, omits the values’) a, 6b, co. Then we can choose 6, and r, 
so that f(z) omits the values a, 6, o in the region D, viz. 

t) < |z| <1, |a.— arg z| <= 6, < min (46 — a, a). 

Let C; be any curve connecting z,, and ¢;, 
inside A,,,(|/(2n,)|). Then, given any H however 
large and any R, < 1, we can choose 4, so that 
(4.21) |f@|>H, R<|z|<1 
on CO, for i > iy. Since z,, > 1 and ¢, > e!? as 
t > oo, the curve C, intersects |« — arg z| = + 4,, 
R, < |z| <1, for all i >%,; and between any 
two curves C; and C,;,, there is a curve B, 
forming part of the boundary of 4,,(0,) on 
which |/(z)| = 0,. B, also joins arg z= a — 6, 
to argz=a-+ 6, inside D. Let D, be the 
region bounded by C;, C,;,,, and the lines Fig. 4. 
argz=a-+06,. Then D, contains part of B;. The dotted curve is B.. 








17) The following argument is an adaptation of Iversen’s proof that if f(z) 
omits three values in a region 4 bounded by curves J’,, I’, meeting in a point z), 
and if f(z) tends to 0 as zz, along J’, and I’,, then f(z) tends to 0 uniformly 
in the region D. Here we have an infinity of regions D, bounded partly by curves 
C, and C,, , on which the function tends to a limit. C, and C;, , do not meet 
in a point, but the distance between them tends to 0 as i-> co. See F. Iversen, 
Recherches sur les fonctions inverses des fonctions méromorphes, Thése, Helsingfors, 
(1914) p. 25. 
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Let 

g (2) =(1— 7") "; 

then g(z) is regular in D,;, and does not take the values 0, 1, —1, o. 

By (4.21), |f(z)| + o on C,as t + o; and so, as t-> o, o(z) approaches 

+1 or —1 onC,. Let g,(z) denote the branch of g(z) which approaches 

—1 on C,; as i + o; and let 

»(¢, (2)] — »(—1) 

vLy,(2)] — »(—1)’ 

where »(z) is the inverse of the modular function"). Then |®,| < 1 in D,. 

For each value of i we can choose the determination of » so that, as 

9 (z) > —1 on C,, v(g,(z)) tends to a value »(— 1) independent of i. 

Then ®,(z) is regular and one-valued in D,; and, given any «, > 0, we 

can choose i, so that 


®,(z) = 





|®,(z)| << e, on C, 
for i > i,. Let »’(— 1) be the value which »[¢,(z)] approaches on C;, , ,; 
then 
_ _ 1 ¥(—1)— »(—)) 

|®,(z) — 2D,| << «,, where ®, = 3 ich) ee 

on C,,, for i>i,. Let 
vi (2) = (P; (2) —,)? — %. 

Then, given any ¢, > 0, we have 





(4. 2 2) | Yi (z) | < és on C; and Cys 1 

for all « > 4,; and, since |®,(z)| <1, |®,| <1 in D,, we have 
(4. 23) lyi(z)| <5 

in D,. 


Since the modular function itself is one-valued, if »[g,(z)] takes 
values near v(— 1), then g,(z) must take values near — 1; and, since 
v(—1) is independent of i, given any 7, >0, we can choose 7, > 0, 
and 7, > 0 so that if 


(4. 24) lg (z)+1|>,, 
we have 
|v [es (2)] — »(—1)| > ng, 
and 
(4.25) | ws(z)| > ns, 


where 7,, 3, 7; are independent of i. Since |/(z)| = 0, on B,, (4.24) 
holds for 7, = 7,(@,) independent of i on B,; and so (4.25) holds 
with 7, = 9,(0,) on B, for all i. 


18) See G. Julia, Lecons sur les fonctions uniformes (Paris 1923), Chap. I. 
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It follows from (4.21) that we can find a sequence of positive 
numbers B;, B,, ..., By > o, such that 
exp (— 1/B,) << |z| <1 on C,. 
Put 
z= exp (—ia—s/B,), s =o+ir, 
PY; (8) = y; (2 (s)); 
and let Dj, C;,C; .1, B; in the s plane correspond to D;,C;,,C; 1, B, in 


the z plane. Then 0<o <1 in Dj; and |r| = 6,8, on the parts of 
the boundary of D; corresponding to argz=a+4,. By (4.22) 

|; (s)| < e, 
on C; and C;,, for i > i,(e,). Since | y,;| << 5 in D,, and B; ~ o, we 
can choose 7, so that 
¥,(8)| |v, (2)| 5 
+1) [rl +1 ~ 68, +1 
on |t| = 4,8; for 1 > 4, (e,). Hence 


| ¥,(0)| << e,(¢ 4-1) < 2K. 


But B, intersects arg z =a, and so B; intersects t= 0,0<0< 1; 
and so it follows from (4.25) that 


| P; (a,) | > Ns 
for some go, such that 0<o,< 1, and all i. Choosing ¢,< }7, we 
have a contradiction. Hence R(e/*) includes either the value a or the 
value 6, which is the required result. 

4.3. The type of singularity involved in case (3) of theorem 5 has 
no counterpart among isolated singularities, but does actually exist as 
we now proceed to show. 

Theorem 6. There is a function {(z) which is regular everywhere 
except on the real azis between 0 and 1, and has the following properties 
in the upper half plane: 

(1) the value co belongs to C(x) for OS el, 

(2) the set I'(x) contains no values for 0< x <1, 

(3) the set I°(0) contains the value ow an infinity of times, 

(4) f(z) takes every value (except of course oo) near z = 0. 

Suppose that /(z) satisfies the conditions of theorem 6, and put 











< & 


ja — se 

(4. 30) b= —-ta 9) = 1. 

Then the upper half plane transforms into the interior of the unit circle, 
the segment (0,1) of the real axis becomes the arc, 0< arg Z< 2,|Z| = 1, 
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and the point z = 0 becomes the point Z= 1. It is then easily seen 
that @(Z) satisfies the conditions of theorem 5, but cases (1) and (2) 
do not hold. 

The function /(z) in theorem 6 is constructed by means of Mittag- 
Leffler’s function 


os Z 
E.(2)= ) Pant) (a > 0). 


We need inequalities for E,(z) which hold uniformly for «<= 4, and 
all finite values of z. 


Lemma l. I/«a< }, then 


(4.31) |a #, (z) — exp(z"*)| << K, 
where K is independent of « and z, for |argz|< 4am; and 
(4.311) |aB,(z)|<K 


for sax <= |argz| =< 2, and for |z| <1. 
Proof. It is easy to show from the integral 


oa 


I'(s) =f e-tte—1de (s > 0), 
0 
that 
(s)>1—e—? (s > 0). 
Hence 
amit —— Pierce —s. 
| «|S, =7 DI! =)1-<! 


n=0 
for |z| =, and a fortiori (4.311) holds for |z| < 3. 
It has been shown") that, if R > |z\, 
ere a < }, then 
1 ( exp(t™*)ae 
2xat | t—z E 
LU 


(4.32) E,(2) = 





ae where L(R) is a contour consisting of the 
straight lines arg = + Sam from t = R to o, 
and the are |t| = R, |arg¢t} <fan. Let L(}) 
4i-r denote a similar contour obtained with an 

ang t-- fax arc of |¢| = 4 instead of |¢| = R, and let 
Fig. 5. L(R) — L(4) denote the closed contour con- 





1%) See L. Bieberbach, Lehrbuch der Funktionentheorie, II (1927), p. 266. The 
restriction « < } is only required to make $a2< 2, so that the contour used in 
this particular argument does not cross itself. 














oe 








sisting of the arcs of |t| = 4 and |t| = R, and the parts of argt= + Sax 
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joining them (described anticlockwise). Then 


1 os . a, at 
(4.33) a £, (z) = Sxl { exp (t'/*) i, * i | exp (t"! _ 


L(R) — 1 (3) 1(4) 
= exp (z*) + I. 

Suppose first that |z| > $, |jargz| = a2. Then 
(4.3 4) \t — z| > min (1; } cos(ia2)) =} 
on L(j). Putting ¢ = rexp(+ifaz), andt= je’ onargt = +4az, 
and |t| = i respectively, we have 
|exp (t/*)| = exp (r'/* cos $2) = exp (— r™ 2"), lexp(t/*)| < exp (2-"'*) 
on the respective parts of L(}). Hence 





5 


oo qe 
4 lle ; 
(4.35) [|< </ exp(— Ta)ar+= | exp (2-'*)d@0 =< 1,+ 5ae. 
1/2 —Se2 
4 


Since « <4}, we may replace 2"? by 2%* in J,; and then, putting 
u = (jr)"*, we have 


(4.36) i ~ 4 (aa du <+r(e + 1). 
1 


Since 1 <a+1 < 3, (a+ 1) is bounded; and so combining (4.33) 
with (4.35) and (4.36), we have (4.31) for |z| > 4%, |argz| az. It 
follows that (4.31) holds for jargz + ?a2| < laa, |z| >, and for 
jargz| S az, |z| = 1. 

If aa < |argz| < 2, we use argt = + } a2 instead of argt = + an 
to form a contour L'(R) similar to L(R). Then (4.32) holds with L’ (4) 
in place of L(R), and (4.34) holds on L’(}) for all z in this angle. 
Hence 


ja BE. (2)| <= | lexp(t"@)| |dt] < 1, + 3ae<K, 
L'a) 
which completes the proof of the inequalities for all finite values of z. 
Proof of theorem 6. Consider the function 


f(z) = S71 ~. (= or sh ) 


If |z| > 1, we have 


on ( exp aia) ) 


ae 
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and so /(z) is certainly regular for |z|>> 1. This result also holds for 
all z lying outside the angles 





(4.37) pte? Saati 
where n = 1, 2,..., and shows that 
(4.38) \f(z)| < 2K 


except in those angles. Since 


4 4 a es 4 \ 
2” ~ gen Fi wr (5 1 + genta) 
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none of these angles overlap, and (4.38) holds for 
argz = 2 (2-* + 2-**-*), 0 < |z| < o@. 


If now, for a fixed n,z satisfies (4.37), then 


(4.381) \f(2) —8-" EB, (ee 2-")| < 2K; 
and so, by (4.31), we have 
(4.39) \f(ref*2” ") — 32-" exp (r-*")| < 3 K. 


Hence |/(re'**~")| + @ as r+0, i.e. to each value of n corresponds 
a path along which |/(z)|-> o as |z|->0; and these paths are separated 
from each other by regions in which |f(z)|<< 2K. Hence f(z) has pro- 
perty (3) of the theorem. It follows immediately from a well known 
theorem, that f(z) takes every value except perhaps one an infinity of 
times near z= 0. It is not difficult to show from (4.38) and (4.39) 
that /(z) takes every value an infinity of times between argz = 22-" 
and arg z = 22-*~—!, 

Now let 0<r<1, and make n> o in (4.39). We see that 
\fire'*2”")| + oo as n— a by positive integral values, and in fact, 
given any 7, <1 and any H however large, we can choose n, = n, (r,, H) 
so that 


(4. 391) If(re**"")| >H 


for r<r,,n>n,. Hence C(x) contains the value o for 0< 2< 1; 
and so also for 0 <= « = 1. It also follows that I(x) cannot 
contain any finite value for 0< <1. For if I’(z), where O< 2 <1 
contains the value a= o, we can choose H > 2|a|, and then (4.391) 
holds for 0 << r < }(1 + 2) and all » > n,(z,H). But the curve on 
which {(z) +a as zz must intersect the line 0 < |z| << } (14+ 2), 
argz = 2-"za for all «> N,, and we obtain a contradiction. Since 
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\f(z)| < 2K for arg z = a (2-"-+ 2-2"-*), I(x) cannot contain the 
value o for 0< 2< 1, and so f(z) has properties (1) and (2) of the 
theorem. 


A Classification of Singularities on the Unit Circle. 


4.4. As we have already observed, functions meromorphic in the 
unit circle have singularities near which the function is bounded, besides 
those which are similar in some respects to isolated singularities. Before 
proceeding to discuss functions whose singularities form a set of linear 
measure zero, I shall classify the types of essential singularity which 
occur most frequently on the boundary of the unit circle. 

Let G denote the set of points e’* for which lim f(z) exists uniformly 
as ze!” in jarg(e'* —z)| = }a—6 for every 6>0. Let H denote 
the set of points e* such that R(e’’) contains all values except perhaps 
an S-set. Let J denote the set of points e'* such that f/(z) takes values 
everywhere dense, for z in the region |arg (e'* — z)| < 6 for every 6 > 0. 

Then H does not include J, nor does J include H. G may include 
points of H but not points of J. The set H is obviously closed; and 
so, if almost all points belong to H, then all points belong to H. 

The following theorems are known. The first is due to Plessner”). 

Theorem Ib. If f(z) ts meromorphic for \z| <1, then almost all 
points on \z| = 1 belong to either G or I. 

Theorem IIb. If /(z) ts meromorphic for |\z| <1, then almost all 
points on \z| = 1 belong to either G or H. 

Although in a sense theorems Ib and IIb correspond to theorems Ia 
and Ila respectively, there are considerable differences. Isolated essential 
singularities lying on |z| = 1 do not necessarily belong to either H or /, 
and theorem IIb does not include theorem Ib, whereas IIa includes Ia. 

It is not known whether theorem IIb remains true if we replace H 
by H*, the set of points ef* such that f(z) takes every value except 
perhaps an S-set in the angle | arg (e’’ — z)| < 6 < 432. 

As I can give no reference to theorem IIb in the precise form 
stated, I shall give the proof shown to me by Professor Littlewood. We 
require a theorem of Ahlfors*'): 

Theorem of Ahlfors. If T (r,f) is not bounded, the defect 6 (a) 
vanishes for all values a except perhaps those which, when represented on a 
sphere, belong to an S-set, and a fortiori f(z) takes all values except those 
belonging to an S-set an infinity of times in \z| < 1. 


20) A. Plessner, Journ. f. Math. 158 (1927), p. 219. 
*1) L. Ahlfors, Soc. Sci. Fen. Commentationes Phys. Math. 5, 16 (1931), pp. 1—19. 
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Proof of theorem IIb. Suppose that there is a set of points of 
positive measure on |z| = 1 which do not belong to G or H. Then in 
this set there is a point P at which the set has density 1. Since P 
does not belong to H, we can draw a small circle with centre P so that 
{(z) omits a set of values a which cannot be included in an S-set in the 
region common to this circle and the unit circle. We represent this 
region on the unit circle by the transformation z = z(¢). The boundary 
is obviously rectifiable; and a set of points of positive measure on it, 
corresponds to a set of positive measure on |¢|= 1. The defect in 
\¢| <1 is equal to 1 for the values of a which are omitted; and, since 
they cannot be included in an S-set, the characteristic function of 
y (¢) = f(z (¢)) must be bounded for |¢| <1. Hence**) 


li a 
ag ¥S) 


exists for almost all g; and so lim/(z) exists as z tends to almost all 
points on |z|}= 1 near P. But as the points which do not belong to G 
form a set of density 1 at P, we have a contradiction; and so the 
theorem is proved. 


4.5. We can deduce various results from theorems 4 and 5; 
theorem 4 stands in somewhat the same relation to theorem IIIa that 
Ahifors’ theorem bears to theorem Ila. The most striking results are 
those for functions which omit three values. For it is well known that 
if {(z) omits three values a, 6, c, say, near z = 1, we can reduce certain 
theorems to the case of a bounded function’), in particular the results 
stated in §1.2. That is to say, if /(z) omits the values a, b, c near 
z = 1, and if I'(1) contains the value a, then I'(1) contains no other value, 
and {(z)+a as z +1 uniformly in \arg(l1 —z)| = B<4a. Further if 
{(z) > «a as z—+1 along two Jordan curves, then {(z) + « uniformly in the 
region between them. 

Theorem 7. If f(z) is meromorphic for |z|<.1, and does not take 
the values a, b and c, then points of G are everywhere dense on |\z| = 1. 

It follows from theorem Ib or IIb that if any point on |z| = 1, 
say, z = l, is not a point of G, then C(1) includes every value, and, in 
particular, the values a, 6 and c. Now apply theorem 5; case 3 is 
excluded, and so J (e‘"), 0< |6|< 6, contains values near a, b and c 
for every 56> 0. By the theorem which we have just quoted every 
point e” at which J’(e**) is not void is a point of G. Hence there are 
points of G arbitrarily near z = 1. 


22) See § 2.1. 
23) See G. Julia, Lecons sur les fonctions uniformes, Paris (1923) Chap. II. 
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We may also state the theorem in the form 


Theorem IIIb. Under the hypotheses of theorem 7, almost all 
points e'*, either belong to G, or are limit points of points of G, at which 
I'(e*) contains values near a, b and c. 

We also have a result for functions whose set of boundary values 
is of linear measure zero besides those given in the corollaries of theorem 4. 

Theorem 8. Suppose that f(z) satisfies the hypotheses of theorem 7, 
and also that the set I’ (e'*), 0=|6| <4, is of linear measure zero. Then 
R (1) includes all values which do not belong to I'(e'*), 0 |0| <6, and 
so R(1) certainly includes all values except a set of linear measure zero. 

Proof. Suppose that R(1) does not contain the value a,, and let 

F (z) = (f(z) — a,)-". 
Then F(z) is regular in |z|<1, |1—z|<y for some 7; suppose, in 
addition, that |F(z)| is bounded. Then by theorem 1, the set J'(e‘*), 
0 = |6| =< 4, is not of linear measure zero, and we have a contradiction. 
Hence | F (z)| is unbounded, i. e. a, belongs to C (1) for f(z). Now applying 
theorem 5 we may reject case (3), and we see that I’(e'*), 0< |6| < 4, 
includes the value a,. 

4.6. The theorems of §4.5 are very nearly the best possible, as 
the following results show: 

Theorem 9. There is a function f(z) regular in |z| <1 such that 
I'(e'*) is void for 0 << |0| <a, but not for 6 =0 and 0 = a. 

Let p(z) be the function considered in theorem 6, and let Z be 
defined by (4.30). Then write 


y(Z) = 9(2); 


f(z) = p(2)+ v(—4 
has the required properties. For y(z) is bounded ercept near the arc 
0< argz < 2a,|z|=1, and p(— z) except near the are — 7< argz < 0, 
|z| = 1; and it follows as before from the inequalities obtained for ¢ (z) 
that f(z) cannot tend to a limit finite or infinite as z—e'*, where 
0<|0|<z. 

Theorem 10. There is a function Q(z) regular for |z| <1 which 
omits the values 0, + 2nzi, n= 1, 2,..., and is such that I'(e'*) is 
void except for an enumerable set of 0. 

We write 

Q(z) = log H(z), 2 =—*, log (t,) = q, 


—1<R(,) 51, | -3/ 23, 


and we see that 





|t +4| > 4, 
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where k*(r) is the elliptic modular function, and the determination of 
the logarithm is fixed by q,. Then it is known”) that Q(z) does not 
tend to a limit as z > e’* unless @ is one of an enumerable number of 
vertices of curvilinear triangles formed by arcs orthogonal to |z| = 1, 
and Q(z) has the other properties required. 


A Set of Singularities of Linear Measure Zero. 

5.1. Besicovitch**) has proved the following theorem: 

Theorem Ic. Suppose that {(z) is meromorphic and one-valued in 
an open simply-connected domain D except for a set E of essential singula- 
rities of linear measure zero. Then {(z) takes values everywhere dense in 
the neighbourhood of each singularity. 

In other words, for each singularity ¢, C,(¢) includes all values. 

The method of theorems 4 and 5 may be applied to such functions 
in the neighbourhood of an essential singularity; and since Cp (2) includes 
all values, we do not need to suppose that C,)(¢) includes the value a. 

Theorem IIIc. Suppose that the conditions of theorem Ic are satis- 
fied, and that f(z) + a near one of the essential singulerities z = ¢,. 

Then for every 6>0 the set I'p(C) taken over the singularities ¢ for 
which |\€ —€,|<.6 has one or other of the following properties: 

(1) the set includes the value a, 

(2) the set includes a set, A, of values, as near to a as we please, 
such that the projection of A on a certain straight line fills an interval of 
the line completely. 

It seems strange that the values J",)(¢) may be of positive measure 
when the points ¢ are of measure zero, but I am quite unable to prove 
anything more. 

Proof. Suppose as before that a = o. Then we can draw a 
circle |z —¢,| = 6 inside which /(z) is regular except for points of E, 
and on which /(z) is regular. Since C,(¢,) includes the value a, there 


is a sequence of points z,, z,, ... such that 
Jim |f (2n) | = oy, jim j= Cee 


and z, does not belong to Z. Now apply the argument of theorem 4. 
Since f(z) is regular on |~—¢,| = 6, |/(z)| is bounded on the circle. 
Let 4(o) denote the set of points for which |/(z)| >, |z—¢,| <6. 
Then A(g) lies entirely inside |z —¢,| = 6 if o is sufficiently large. It 
follows that |/(z)| = @ at all points on the boundary of 4(@), except 


%4) A. Hurwitz-R. Courant, Funktionentheorie, Berlin (1929) p. 432. See also 
J. E. Littlewood, Proc. London Math. Soc. (2) 28 (1924), p. 489. 
26) A. 8. Besicovitch, Proc. London Math. Soc. (2) 82 (1931), pp. 1—19. 
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perhaps at points ¢ which belong to Z. Hence everything that we proved 
in theorem 4 about I(e'*), 0 4< 22, holds for ["p(¢), where 
|\¢ —¢,|<6, and ¢ belongs to HZ, ¢, of course corresponds to z = 1. 
We get the three cases stated, provided that |¢ —¢,|< 6; but, since 
6 may be as small as we please, this is the complete result. 


5.2. So far no general result of the Picard type has been proved 
for functions with a set of essential singularities of linear measure zero, 
and we may expect it to be much more difficult to prove one. It has 
been shown that such functions may omit a non-enumerable set of values 
provided that it is of logarithmic measure zero”), but it is natural to 
hope for a result similar to Ahlfors’ theorem*’) for the unit circle involving 
an exceptional S-set on a sphere. But even this presents great difficulties, 
and if we observe the difference between theorems Ib and IIb, there 
seems no very strong reason to suppose that such a result is true. For 
points of H do not necessarily belong to J. We can however prove a 
fairly satisfactory theorem**) for functions with a set of singularities of 
logarithmic measure zero. 

Theorem IIc. Suppose that f(z) is meromorphic in an open simply- 
connected domain D, except for a set E of essential singularities of logarithmic 
measure zero. Then f(z) takes all values, except perhaps a set which can 
be included in an S-set on a sphere. 

This depends chiefly on a result due to Seidel*’). 

Theorem of Seidel. Let f(z) be regular and |f(z)| <1 for |z| <1; 
and suppose that 

If(e*)| =1 
for almost all 6 in the interval 0, =< 0 <= 0,. If f(z) omits values in the 
unit circle which cannot be included in an S-set, then {(z) may be continued 
analytically beyond the are 0, < argz < 4,, |\z| = 1, by the relation 


1 1 
f (5) FG) 

Proof of Theorem IIIc. Suppose that ¢, is a point of FE such 
that in |z —¢,| << 6,, w= f(z) omits a set W cf values which cannot 
be included in an S-set, and f(z) is meromorphic in |z — ¢,| < 6,, except 
for points of Z. It is not difficult to show that there is at least one 
point w, such that every circle |w —w,|< » encloses a part of W 


26) See W. Seidel, Trans. Amer. Math. Soc. 36 (1934). 
%7) See § 4.4. 
28) Compare R. Nevanlinna, Comptes Rendus 199 (1934), pp. 512—515 and 548. 
See footnote °). 
2%) W. Seidel, Trans. Amer. Math. Soc. 36 (1934), p. 226. 
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which is not an S-set. Then w, belongs to W. For if f(z) = w,, 
where f{(z) is regular at z,, then f(z) takes all values near w, in some 
neighbourhood of z,. 

Let F(z) =f(z)—w,. Then 1/F(z) is regular in |z —€,| < 6,, 
except at points of Z; and, since £ is of logarithmic measure zero, we 
can certainly find 6 < 6, such that 1/F(z) is regular on |z—C,| = 6. 
It follows that 1/F(z) is bounded on |z—¢,| = 06; and so, for some 
o > 0, we have 

|F (z)| > @ 
on |z—¢,| = 6. 

Consider the points for which | F(z)| < o, |z — ¢,| < 4. Since Cp (¢,) 
includes w,, these points form one or more connected sets. Let J (0) 
be one of them. Since |F(z)| > o on |z—¢,| < 6, A(g) lies entirely 
inside |z —¢,| = 6, and |F(z)| =o on the boundary of 4 (0), except 
perhaps at points of Z£. 

Now map A(o) on |Z| < 1 by the transformation z = z(Z), and write 


o p(Z) = f (z(Z)). 

Then @(Z) is regular, and |y(Z)|< 1 for |Z|<1. The points of £ 
on the boundary of A(o) must transform into a set on |Z| = 1 of linear 
measure zero *°), since they are included in a set of logarithmic measure zero. 

At all other points on the boundary of 4(o), we have | F(z)| = 9; 
and so |(Z)| = 1 at almost all points on |Z| = 1. Since ¢(Z) omits 
in |Z| <1 the values omitted by |F(z)|o in 4(o), we see that p(Z) 
omits a set which is not an S-set, and we can apply Seidel’s theorem. 
It follows that »(Z) is regular on |Z| = 1; and since |g(Z)| = 1 at 
almost all points, we have |g(Z)| = 1 at all points on |Z|=1. But 
| F (z)| << @ in A(o), and so |p(Z)| <1 in |Z| <1. Since | F(z)| + 0, 
we have ~(Z) + 0 in |Z| <1; and so p(Z) attains its minimum, which 
is less than 1, on |Z| = 1. This gives a contradiction; and so f(z) 
cannot omit a set which is not an S-set near ¢,. 


5°) See the theorem of R. Nevanlinna quoted in § 2. 1. 


(Eingegangen am 29. 7. 1935.) 














Uber die Extremalen und geoditischen Felder in der 
Variationsrechnung der mehrfachen Integrale. 
Von 


Hermann Boerner in Miinchen. 


Kinleitung. 
Die Variationsrechnung der mehrfachen Integrale — mehrere unab- 
hangige Verinderliche und mehrere gesuchte Funktionen — zeigt eigen- 


tiimliche Schwierigkeiten, sobald man iiber die Herleitung der Eulerschen 
Differentialgleichungen hinaus zur Aufstellung von notwendigen oder hin- 
reichenden Bedingungen gelangen will. Es sind deshalb bis in die aller- 
jiingste Zeit hinein nur einige Ansatze zur Aufstellung einer ,,Legendreschen 
Bedingung“ zu verzeichnen’). Die erste umfassende Arbeit hat Carathéodory ’) 
geschrieben. Seine Methode in der Variationsrechnung’‘), die den Zusammen- 
hang des Hilbertschen ,,unabhingigen Integrals‘ mit der Hamilton- 
Jacobischen partiellen Differentialgleichung konsequent ausnutzt, hat sich 
gerade auch fiir diesen Fall, nach Uberwindung anfinglicher Schwierig- 
keiten, als sehr fruchtbar erwiesen. Im Mittelpunkt steht der Begriff des 
,geodatischen Feldes*, das sich zum Extremalenfeld so verhalt wie im 
Spezialfall der Strahlenoptik die Wellenflichen (Eikonal) zu den Strahlen. 
Carathéodorys ,,Legendresche Bedingung“ und ,,WeierstraBsche €-Funktion‘ 
sehen anders aus als man bis dahin vermutete. Als geeignetes Hilfsmittel zur 
Beherrschung der geoditischen Felder erwies sich eine Art verallgemeinerter 
Legendrescher Transformation, die sich im Fall der Kurvenintegrale auf 
eine von der gewohnlichen etwas yerschiedene reduziert. 

Die algebraischen und analytischen Eigenschaften dieser Legendreschen 
Transformation, die mit der Variationsrechnung nur wenig zu tun haben, 
nehmen in Carathéodorys Abhandlung den breitesten Raum ein. Daher 
diirfte eine Darstellung willkommen sein, bei der das Variationsproblem 


1) Clebsch, Crelles Journ. 56 (1859), S.122—148; Hadamard, Bull. Soc. Math. 
de France 30 (1902), S. 253—256; 38 (1905), S.73—80; McShane, Annals of Math. 32 
(1931), S. 578. — Prange behandelt in seiner Diss. (Gétt. 1915) u.a. den Fall zweier 
unabhangiger und zweier abhangiger Variablen; er bedient sich einer Legendreschen 
Transformation als Mittel zur Integration der Eulerschen Differentialgleichungen. 

2) Carathéodory, Acta Szeged 4 (1929), S. 193—216. 

3) Carathéodory. Variationsrechnung und partielle Differentialgleichungen erster 
Ordnung, Leipzig und Berlin 1935. 
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am Anfang steht und im Vordergrund bleibt; sie wird im ersten Kapitel 
der vorliegenden Arbeit gegeben, das zugleich zur Vorbereitung fiir das 
zweite dient. Es zeigt sich auch, daB man manches, wenn man es einmal 
hat, viel einfacher herleiten kann. So werde ich gleich zuerst mit sehr 
wenig Rechnung die €-Funktion und die Legendresche Bedingung herleiten 
und erst dann das umfangreiche Formelsystem der Legendreschen Trans- 
formation hinschreiben, das ich fiir die spiaiteren Zwecke brauche. Zum 
Eingang wihle ich den Weg, den Carathéodory in seinem Buch verwendet‘) 
und der wohl den elegantesten und zugleich einfachsten Zugang zu allen 
Grundformeln der Variationsrechnung darstellt. Hier mag man sich 
iiberzeugen, wie ungemein rasch und zwingend man gerade auch bei einem 
schwierigen Problem auf diese Weise zum Ziel kommt. 

Diese Theorie ist nun aber noch in einem wesentlichen Punkte un- 
vollstiindig. Man hat gezeigt, daB jede Flache, die von einem geoditischen 
Feld transversal®) geschnitten wird, eine Lésung des Variationsproblems 
ist, wenn noch die Legendresche und die WeierstraBsche Bedingung erfiillt 
ist; und es hat sich ergeben, daB jede solche Flache eine ,,Extremale“ ist, 
d. h. den Eulerschen Differentialgleichungen geniigt. Um aber zu beweisen, 
da8 diese drei Bedingungen — die von Euler, Legendre und WeierstraB —, 
in geeigneter Weise formuliert, notwendig bzw. hinreichend sind, muB man 
jedes (geniigend kleine) Extremaienstiick in ein geoditisches Feld ,,ein- 
betten“ kénnen, d. h. ein geodiitisches Feld finden, von dem es transversal 
geschnitten wird. Dem Beweis dieses Einbettungssatzes ist das zweite 
Kapitel dieser Arbeit gewidmet. 

Im Falle einer einzigen gesuchten Funktion ist nichts zu beweisen: 
man braucht nur in der Nachbarschaft der gegebenen Extremale weitere 
Extremalen zu konstruieren; denn hier ist jedes Hxtremalenfeld ein geo- 
ditisches Feld. Auch im Fall einer einzigen unabhingigen Verinderlichen 
ist der Satz sehr leicht zu beweisen; da ist jedes geodiitische Feld ein 
Extremalenfeld, die Extremalen sind die Charakteristiken der Hamilton- 
Jacobischen Gleichung. 

Anders im allgemeinen Fall. Auch hier gelingt aber der Beweis mit 
Hilfe der Charakteristikentheorie. Die geodiitischen Felder werden namlich 
immer noch von einer einzigen partiellen Differentialgleichung beherrscht, 
so da8 man das System von Funktionen, um das es sich hier handelt, 
bis auf eine einzige Funktion willkiirlich wahlen kann. Wenn man das 
in geeigneter Weise tut — so zeigt sich —, dann verlauft jede charakte- 
ristische Kurve der partiellen Differentialgleichung, die die Extremalflaiche 

‘) 8. 197ff. Zum ersten Mal hat er ihn in einer Vorlesung iiber geometrische 


Optik im Sommer 1934 angegeben. 
5) Fir die Definition dieser Begriffe vgl. Abschn. 2 dieser Arbeit. 
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beriihrt, ganz auf dieser. Man braucht also nur die Cauchyschen Anfangs- 
werte passend zu wiahlen, dann werden alle Charakteristiken, die auf der 
Extremale beginnen, ganz auf ihr liegen, und dann wird sie in der Tat 
vom geodatischen Feld transversal geschnitten. 

Im allgemeinen schneidet das geoditische Feld, das man durch diese 
Konstruktion erhalt, keine weitere Extremale transversal und ist also nicht 
zugleich ein Extremalenfeld. Aber das ist auch gar nicht nétig; und gerade 
dieser Umstand riickt den Nutzen des Begriffs ,,geodiitisches Feld‘ in helles 
Licht. Um die WeierstraBsche Formel hinschreiben zu kénnen, braucht 
man in der Tat gerade ein geodatisches Feld und weiter nichts*). 

Im dritten Kapitel gebe ich den Anfang einer Theorie der diskonti- 
nuierlichen Lésungen bei mehrfachen Integralen. Auch hier ist der zuletzt 
erwihnte Gesichtspunkt von ausschlaggebender Bedeutung, nimlich, daB 
man nicht nétig hat, ein Feld von diskontinuierlichen Lésungen zu 
konstruieren. Die geodatischen Felder in kanonischen Verinderlichen er- 
weisen sich iiberdies als der bequemste Weg zur Aufstellung der ver- 
allgemeinerten Erdmannschen Gleichungen. 


Erstes Kapitel. 
Das geoditische Feld und die Legendresche Transformation. 
1, n Funktionen 
(1.1) a(t.) 
von «4 Verinderlichen’) definieren eine /-dimensionale Mannigfaltigkeit im 
n-+ u-dimensionalen Raum der z;,¢t,. Ihre Ableitungen, die wir ab- 
kiirzend mit 


Ox, 
(1. 2) . 


ot, Pe 





bezeichnen, sollen stiickweise stetig und differenzierbar sein. Ist Y (z,, t,,) 
irgendeine Funktion im Raum, so kénnen wir darin fiir 2; speziell die 





*) Kirzlich hat Weyl [Phys. Review 46 (1934), S.505; Annals of Math. 36 
(1935), S. 607] einen neuen Ansatz gemacht und ebenfalls bis zur Einstellung einer 
Extremale in ein geodatisches Feld durchgefiihrt, der sich ebenfails der Hamilton- 
Jacobischen Methode bedient und viel einfacher aussieht als der hier vorgetragene. 
Weyls Formeln sind alle linear wie bei den einfachen Problemen, wahrend bei 
uns immer Determinanten von linearen Ausdriicken erscheinen. Aber daher kommt 
es auch, daB die Weylsche Theorie nicht imstande ist, alle Fragen zu beantworten, 
die man in der Variationsrechnung stellen kann. Die 7ransversalitdt nimlich kann 
bei den allgemeinen Problemen nur durck nicht-lineare Formeln definiert werden, 
und damit hangt es zusammen, daB es in der Weylschen Theorie, kurz ge:agt, 
nicht mdglich ist, Flachen zu vergleichen, die nicht denselben Rand besitzen. 

7) Lateinische Indizes durchlaufen immer die Zahlen von 1 bis n, griechische 
die von | bis fl. 
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Funktionen (1.1) einsetzen, d. h. wir betrachten die Funktion speziell auf 
unserer Fliche. Wir bezeichnen dann ihre Ableitungen auf der Fliche 
mit eckigem d*); es ist also 

ad ¥ oF oF 
(1. 3) dt. _ at. + Pia Oz. ). 
Diesen Differentialoperator werden wir auch anwenden, wenn die p,, nicht 
von einer Fliche (1.1) hergeleitet, sondern beispielsweise als Funktionen 
im Raum gegeben sind. Gechéren diese Funktionen dann speziell zu einer 
Schar von Flachen (1.1), die ein Stiick des Raumes einfach iiberdeckt, 
so geniigen sie dort iiberall der Bedingung 


dD,, Pip 
(1. 4) dt, ~~ oa" 

Es sei {(2;, te, Pia) eine positive Funktion, die in ihren n + w+ nye 
Argumenten analytisch ist. Ihre Ableitungen bezeichnen wir durch Indizes 


und fiihren die abkiirzende Bezeichnung 2;, = /,,, ein. 





Ist G, ein Gebiet im Raum der yw Verinderlichen ¢,, in dem die 

Funktionen (1.1) definiert sind, so kann man das Integral'*) 
(1.5) [ f (6 tas Pia) at 

G 
betrachten. Das Variationsproblem lautet: wie miissen die Funktionen (1.1) 
beschaffen sein, damit das Integral (1.5) einen kleineren Wert besitzt als 
dasselbe Integral, erstreckt tiber irgendeine andere Fliche x; (t,)? Dabei muB 
die Klasse der zum Vergleich heranzuziehenden Flachen noch irgendwie 
prazisiert werden; wir wollen im allgemeinen annehmen, daB der Rand 
der Flache vorgegeben ist, d. h. es wird stets iiber das gleiche Gebiet G, 
integriert und die Funktionen z;(t,) sollen am Rand dieses Gebietes mit 
(1.1) tibereinstimmen. 

2. Zur Beantwortung dieser Frage schlagen wir mit Carathéodory") 
folgenden Weg ein. 

Eine Flache (1.1) ist ersichtlich eine Lésung des Variationsproblems, 
wenn folgendes zutrifft: in einem Raumgebiet, das die Fliche enthilt, 
existieren Funktionen p,,(x,,¢;), die auf der Flache (1.2) erfiillen 
— auBerhalb der Fliche braucht dagegen (1.4) gar nicht zu gelten —, und 


8) Totale Ableitungen nach einer Verinderlichen kommen erst im zweiten 
Kapitel vor und werder dort mit einem Punkt bezeichnet, so daB Verwechslungen 
nicht zu befirchten sind. 

%) Uber jeden in einem Term doppelt vorkommenden Index ist zu summieren. 

10) Wir werden nur y-fache integrale betrachten und schreiben daher abkiirzend 
f.. dt statt [...[..dt,...dt,. 

11) Variationsrechnung und partielle Differentialgleichungen erster Ordnung, 
8. 197 ff. 


I ers 
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fiir diese Funktionen ist iiberall f (z,,t,, pj.) = 0, dagegen f(2;, t., Pic) >0 
fiir pic + Pia. Diese Eigenschaft besitzt unsere Funktion / nicht — wir 
haben ja vorausgesetzt, daB sie immer positiv ist —; aber wir kénnen 
versuchen, ein dquivalentes Problem zu konstruieren, das sie besitzt. 

Zwei Probleme heiBen dquivalent, wenn jede Lésung des einen zugleich 
eine Lésung des andern ist; das ist insbesondere der Fall, wenn die 
Integrale sich nur um ein ,,vom Weg unabhingiges‘“ Integral unterscheiden, 
d.h. um ein solches, das fiir zwei Flachen, die am Rand iibereinstimmen, 
stets den gleichen Wert besitzt. Zu einem solchen unabhingigen Integral 
gelangt man folgendermaBen. 

Wir fiihren » Funktionen S,(z,,t;) ein, die stetige Ableitungen bis 
zur zweiten Ordnung besitzen sollen. Die Gleichungen 
(2. 1) S, (z,, ts) =A, 


stellen eine “-parametrige Schar von n-dimensionalen Flachen dar. Ersetzt 
man die z; durch Funktionen der ¢,,, so definieren die Gleichungen (2. 1) 
eine eineindeutige Abbildung eines Gebietes G, auf ein Gebiet G, des 
Raumes der 4,, falls die Fliche x; (t,) die Mannigfaltigkeiten (2.1) durch- 
setzt, ohne sie zu beriihren. In diesem Fall ist die Funktionaldeterminante 


a 


A= 
dt, 











_ | Sue + Sis Pip | * 


von Null verschieden. Falls sie positiv ist, stellt das Integral 
f4de=fda 
G @) 


den Inhalt des Gebietes G, dar. Wenn man also irgendwelche anderen 
Funktionen 2; (t,) betrachtet, so gilt 


(2. 2) j 4’ dt =f Adt, 


Gt Gt 


wenn nur das Gebiet G; auf dasselbe Gebiet G, abgebildet wird wie G,. 
Und das ist insbesondere gewiB der Fall, wenn die Funktionen 7; (t,) am 
Rand von G, mit z,(t,) iibereinstimmen und man G; = G, nimmt. 

Wir erhalten also ein aquivalentes Problem, wenn wir die Funktion / 
durch f — A ersetzen; und in der vorhin angedeuteten Weise eine Lésung 
des Variationsproblems, wenn die Schar (2.1) die folgende Eigenschaft 
besitzt: in jedem Punkt ist das Minimum der Funktion / — A, bei Variieren 
der p;., gleich Null. Eine Schar (2.1) mit dieser Eigenschaft heiBt ein 


: 68s 
12) Hier wie im folgenden haben wir ——“ = S_, und 
Oz ati 


«@ 


dt, 





= 8.3 gesetzt. 
i 
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geoditisches Feld. Zu einem geodiatischen Feld gehért also ein System von 
Funktionen 7,,.(z;, t,), die die Gleichungen 





aA 
La = 
(2 ) Nia OP, 
und 
(2. 4) {=A 


erfiillen. Und man sagt, daB das durch diese p,, in jedem Punkt definierte 
Flachenelement von der durch diesen Punkt gehenden Flache der Schar 
(2.1) transversal geschnitten wird. 

Erfillen nun diese Funktionen p,, auf einer Flache (1.1) die 
Gleichungen (1.2), so ist diese Fliche in der Tat eine Lésung des 
Variationsproblems. Denn ist 2; (t,) eine Vergleichsflache mit demselben 
Rand, so ist wegen (2.4) und (2. 2) 

(2. 5) frat {fd =fi'—4)dt, 
Ga G oh 
und das ist positiv. 

(2.5) ist die Formel von Weierstra®, und die Funktion /’ — 4’, die 
unser aquivalentes Problem definiert, ist nichts anderes als die WeierstraBsche 
€-Funktion fiir unser Problem. Aus (2.4) und (2.3) folgt, daB sie fiir 
Pic = Pia Verschwindet und stationir ist; daB es sich wirklich um ein 
Minimum handelt, die €-Funktion also fiir pj. + pie positiv ist, miissen 
wir als besondere Bedingung einfiihren. Ist diese aber erfiillt, so liefert 
unsere Fiche, die durch das geoditische Feld transversal geschnitten wird, 
in der Tat ein ,,starkes‘‘ Minimum fiir das Integral (1.5); von den Ver- 
gleichsflichen braucht man weiter nichts vorauszusetzen als da8 sie im 
Felde verlaufen. 

Wir wollen jetzt fiir die €-Funktion einen anderen Ausdruck herleiten; 
wir werden sehen, da man diese Funktion ohne Benutzung eines geodiatischen 
Feldes allein durch p;. und p;, ausdriicken und definieren kann. 

3. Zuvor stellen wir einige Formeln aus der Theorie der Determinanten 
zusammen, die wir im folgenden fortwaihrend brauchen werden. 

Sind y,; die Elemente einer nicht-singularen Matrix von y Zeilen 
und y Spalten, so bezeichnen wir mit yp ihre Determinante und mit », 
das algebraische Komplement von y,, in dieser Determinante. Es ist 
also y + 0 und 


(3.1) Yao Vo» = Yoa Yor = bug Y 
und daher nach dem Multiplikationsgesetz der Determinanten 
(3. 2) | Pop| = y*-?. 


Sind die Elemente y, Funktionen von irgendwelchen Veranderlichen, so ist 
(3. 3) dy = Papd pap: 





ee 











——— 
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Gelegentlich werden wir auch die Ableitungen der y,s brauchen. Aus 
(3. 1) und (3.3) folgt 


Bia Poot Poa == djqdy 7 Vint Pau 1 Paud Yiu 
und wenn man mit ,, faltet (d. h. mit y,, multipliziert und iiber 4 
summiert), so erhilt man mit leichter Umformung 
-_ ee. al ox * lee 
(3. 4) dYus = yp (Pas Pin — Yuu Vis) a Piu- 


Was hier rechts als Koeffizient von dy,, erscheint, ist natiirlich zugleich 
das algebraische Komplement von y,, in der Unterdeterminante ,,. 

4, Jetzt wollen wir die GréBe A’ als Funktion von p;, und pj be- 
rechnen. Zu dem Zweck bezeichnen wir die Elemente der Determinante 4 
mit c,,. Dann berechnen wir aus (2. 3) 
(4. 1) ig == S,; Cua. 
Weiter folgt aus (2. 4) 

Ounl = Cou Cop = 8.4 CyB 7 Si Pix Cos = a Cos r Pia %z- 


Wenn wir also neue GréBen a,¢ durch 


(4. 2) @3 = baef — Pia Nig 
erklaren, so gilt 
(4. 3) G43 = 8,4 Cyp- 


Jetzt falten wir die Elemente von A’ mit ¢,,; wegen (4. 3) und (4. 1) kommt 
(Sia + Sy (Pia) Opp = Gap + Pia Mig = Sug l + (Pia — Piu) Miz; 
fiir die Determinanten bedeutet das nach (3.2) und (2. 4) 
’ 1 ; ; 
(4. 4) A = Fea il Pash + (Pia — Pra) Mp, 
Die €-Funktion ist, wie wir sahen, die GréBe f’ — A’. Wir haben also 


(4.5) E (ts tas Peas Biz) = f — yl Sef + ie — Pra) ip! 
zu setzen. 

5. Wir sind jetzt auch in der Lage, die Legendresche Bedingung fiir 
unser Problem anzugeben. Dazu entwickeln wir die €-Funktion nach 
Potenzen von p;«— Pia. Zu dem Zweck berechnen wir die Ableitungen 
von A’ nach p;,_ an der Stelle p;, oder, was auf dasselbe herauskommt, 
die Ableitungen von 4 nach p;, mit nachtrdglicher Benutzung von (2. 3) 
und (2. 4). 

Die erste Ableitung haben wir schon berechnet, es ist 


0 A’ 
OP; a Pia = Pea 





> Nias 


Mathematische Annalen. 112. 
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Um die zweiten Ableitungen zu bekommen, miissen wir S,,¢,, nach p;, 
differenzieren. Mit Benutzung von (3.4) erhalten wir 





os Mee 
IP .9Pj, = «A (aa Cup — Cap Cua) 
und wegen (4.1) und (2. 4) 
& A’ 


1 
, om | 7 ’ =_lc Rig — & 2; «)- 
OP a IPs Pie=Hwu (Aa sp — Tip Mya) 


Betrachtet man also die Entwicklung von €, so kommen, wie man 
sieht, Glieder nullter und erster Ordnung nicht vor; die Glieder zweiter 
Ordnung bilden eine quadratische Form mit den Koeffizienten 


(5. 1) Via, jp = foi « Py, + tyee hoy 3 — fois tp; a) 

in den n-u Veranderlichen (p;. — p,q). Die Legendresche Bedingung be- 
steht in der Forderung, da diese Form positiv definit sein scll. Flachen- 
elemente, die diese Bedingung erfiillen, heiBen regular. Ist sie erfiillt, 
so ist die €-Funktion gewi8 positiv, wenn p;. wenig von p;, abweicht; 
es ist also das Bestehen eines ,,schwachen“ Minimums gewahrleistet. In 
der Tat kann man ja 

(5. 2) é= Gix, ja (Pi pee Pia) (P52 er Pip) 

setzen, wobei man die Koeffizienten der quadratischen Form fiir einen 
Wert p24 + 8 (pic — Pga) auf der Verbindungsstrecke von p;, und p,,_ zu 
bilden hat. 

6. Wir haben gesehen, daB man die fiir das Variationsproblem 
wichtigen GréBen ohne Verwendung der Funktionen S,, allein durch p,,, 
und / ausdriicken kann. Und in der Tat unterliegt ja die Wahl dieser 
Funktionen einer gewissen Willkiir; zwei geoditische Felder sind bereits 
als identisch zu betrachten, wenn nur ihre Flachenelemente in jedem 
Punkt iibereinstimmen. Das veranla$t uns, ein System von GréBen ein- 
zufiihren, das gerade mit diesen Flachenelementen eineindeutig zusammen- 
haingt; und wir werden sehr bald sehen, daB diese GréBen die brauch- 
barsten kanonischen Verdnderlichen fiir unser Variationsproblem abgeben. 

Wir denken uns die durch einen Punkt gehende n-dimensionale Flache 
der Schar (2.1) in der Umgebung dieses Punktes durch Funktionen ¢, (z,) 


gegeben und setzen at, 


Oz, 
Wir wollen nur noch solche Flachenscharen betrachten, bei denen dies 
méglich ist; dazu muB, bei gegebenen Funktionen S,, die Determinante 
der S,, von Null verschieden sein, und dann berechnen sich die Funktionen 
P;, aus den Gleichungen 
(6. 1) Ses = Pi Say. 


= — Pyy. 
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Wir fiihren noch die GréBe F durch 
(6. 2) F -|Sae| =1 


ein. 
Analog zu dem Differentialoperator (1.3) kénnen wir jetzt das Symbol 


(6. 3) Soe : 


7. va, "78. 
: t “ 
; dS, 
einfiihren; (6.1) lautet dann einfach ix = 0. 
Als Differentialquotienten miissen die P;, einem System von differen- 
tiellen Bedingungen geniigen, namlich 





(6. 4) [gal=O0 (1, 7=—1,....8; 2 =1,..., m), 
wobei wir 

aP,, 4P,, I 
(6. 5) dz, _ dz, = [tj a] 


gesetzt haben. 


Eine weitere Bedingung soll gleich noch hergeleitet werden. Differenziert 
man S,, total nach z,;, so erhilt man mit Benutzung von (6. 1) 


aS, a , OP. 8) 
d x, "e vi , 
i a 
Wenn man also nach (3.3) die Determinante | S,¢\ = 7 differenziert, so 
kommt (vgl. (3. 1)) 
1 
de l a P, 
dz,  F ot 
oder 
dF OP, 
ill ——*? — 
(6. 6) dz, +F at. 0. 


Aus der Theorie der Systeme von partiellen Differentialgleichungen erster 
Ordnung folgt, daB (6.4) und (6.6) die einzigen Bedingungen sind, denen 
man die Funktionen P;, und F unterwerfen mu8, damit es Funktionen 
S, gibt, die (6.1) und (6.2) befriedigen. 

Dies alles gilt fiir beliebige Scharen von n-dimensionalen Flichen. 
Jetzt betrachten wir wieder speziell ein geodiitisches Feld und suchen die 
Beziehungen auf, die zwischen dem n-dimensionalen Flaichenelement P, , 
bestehen und dem ,-dimensionalen Flichenelement p,,, das von ihm 





as v8 as as 
13) Man beachte, daB et. wi ae und —“£ — °F ist. 
ot Ox dt dt 


B i ( Y 
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transversal geschnitten wird. Unsere Bezeichnungen sind vollkommen 
symmetrisch: das u-dimensionale Flichenelement wird von den uv Vektoren 


(P52, 89), BP=1,..4 4m 

aufgespannt, das zu ihm senkrechte n-dimensionale Element also von den 
n Vektoren 

(—4,;, Pie) t= 1,..., ”, 
das zu ihm (¢ransversale dagegen von den n Vektoren 

(—46,,, Pre) t=1,... &. 
Bei jenen einfachen Problemen, wo die Begriffe ,,orthogonal‘‘ und ,,trans- 
versal“ zusammenfallen, ist also P,,, = pjq_"*). 

Aber auch im allgemeinen Fall ist es ganz leicht, P;, und F aus p,, 
und / zu berechnen mit Hilfe der Gleichungen (2.3) und (2.4) des geo- 
ditischen Feldes. Aus (4.3) folgt mit Benutzung der Formel (3. 2) 

a =|S8.4\f"~", 
also 


(6.7) Pal. 


falls a + 0 ist, was wir von hier ab voraussetzen wollen. Und wenn 
man (6.1) in (4.1) eimsetzt und (4.3) benutzt, bekommt man 


(6. 8) X32 Son P; a Con _ P; a %q 3; 


faltet man das mit “ee , so kommt 


(6. 9) PD, = a. 


a 


In Zukunft definieren wir P;, und F durch die Formeln (6.7) und 
(6.9); dann sind die Gleichungen (6.1) und (6.2) véllig aquivalent mit 
(2.3) und (2.4) und dienen an Stelle dieser Gleichungen zur Definition 
der geoditischen Felder. Unsere ,,verallgemeinerte Legendresche Trans- 
formation ist aber noch nicht fertig; wir miissen zusehen, ob wir (6. 9) 
nach p;,, auflésen kénnen, damit wir F als Funktion von P,,, berechnen 
kénnen, als ,,Hamiltonsche Funktion". 

7. Zuvor entwickeln wir kurz das System der algebraischen Be- 
ziehungen zwischen den groSen und kleinen Buchstaben. Die Symmetrie 
unserer Transformation wird dadurch klar hervortreten, und die meisten 
dieser Formeln werden wir spiter ohnehin brauchen. 

Wir schreiben alle Formeln in der Form an, da8 die Determinanten- 
elemente ohne Querstrich vorkommen: durch Faltung mit den Komplementen 


14) Beim Problem der kiirzesten Bogenlange oder des kleinsten Flacheninhalts 
ist sogar auch F = f. 
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kann man aus jeder Formel ibre Auflésung nach den rechts vorkommenden 
Verinderlichen gewinnen. 
Den Ausgangspunkt bilden die vorhin entwickelten Formeln: 





(7. a1) Gen = Oupl — Pia Mia, 
(7. a2) Ria = Pig Aas 
(7. a3) va Ean. 

a 


Wir fiihren die Matrix 

(7. g1) Gas = Sap + Pia Pip 

ein, mit deren Verwendung sich vieles besonders einfach schreiben laBt. 
Man errechnet sofort den einfachen Zusammenhang zwischen g, g und a,,, 
wenn man (6.9) in (7.g1) einsetzt und beachtet, daB p,, 74 = b.5f — dup 


ist. Man findet 
f 


Jap = @ tp: 
und daraus folgt 
(7. g2) Jun I» = Sup 


und hieraus umgekehrt 


Gap = F dep; 
denn fiir die Determinante ergibt sich aus (7.g2) wegen (7. a3) 
(7. g3) g= fF. 
Aus (7.a2) folgt, wenn man mit 9g, faltet, wegen (7. g2) 
(7. g4) f Pia = Mo Guy: 


Man kann auch**) die Rolle der griechischen und lateinischen Indizes 
vertauschen. Wir fiihren die Matrix 


(7.h1) hy; = 8,,+ Pic Dj0 
ein. Wenn man in (7.a2) a,,, ausfiihrlich hinschreibt, so sieht man 
sofort, daB 


(7. h4) f Pia = Ayah, 

gilt. Auf ganz dieselbe Weise folgt umgekehrt aus (7. ¢4), wenn man noch 
(7. b1) by; = Os f — Pia Ma 

einfiihrt, 

(7. b2) Mia = Pro b,j. 


(7.h4) und (7.b2) sind genau so gebaut wie (7. g4) und (7.42). Es muB 
also auch 


(7. h2) hy, 6, = sf 


1%) Vgl. C. Carathéodory, Math. Annalen 86 (1922), S. 272. 
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sein. Jetzt fehlen noch die Determinanten A und 6. Man sieht aber 
sofort, daB h = g ist. Beide sind namlich gleich der n + ,-reihigen 
Determinante 


055 — Pig 8). 
P,, ba 8 
Also ist 
(7. h3) h={/fF, 
und daher folgt aus (7. h2) 
{Fb = f’, 
also 
(7. b3) oe tae, 


Das Formelsystem ist aber noch unvollstandig, solange das Analogon 
11, zu 7,,, fehlt. Diese GréBen miissen wir so einfiihren, daB wenn / 
Funktion von p;, und F Funktion von P,, ist, die Beziehungen 
Aue =Ip,, und /7,;,. = Fy», einander bedingen. Zu dem Zweck nehmen 
wir zunichst einmal an, daB alle unsere GréBen von irgendwelchen Para- 
metern abhingen, und bilden das Differential der Gleichung (7. g3): 
ig = Fdj —fdF. Nach der Formel (3.3) erhailt man wegen #,,; = Fa, 

dg = Fa. dges = Faces (Pic d pig + pig d Pi.) 
und endlich wegen (7.a2) und (7.a3) 


—9 


Pdf — %adp,4) + # (aR — & 


a 


‘es Pig d P,; a = 0. 





Wir miissen also 

(7. a4) Tea = Per Oey 

setzen, und dann gilt 

(7. *) F (df — a, edpe) +f (dF —11,. d Py.) = 0. 


Betrachtet man f/ als Funktion von z,, ¢, und p,;, und F als Funk- 
tion von 2;, t, und P;,, und ist 7%. = fp,, und //;, = Fp,,, dann folgert 
man aus (7.*) die wichtigen Gleichungen 
(7. **) Phe, = —fFap Ph, = —1 Fx 

Wir miissen aber noch das System der algebraischen Formeln ver- 
volistindigen. Hatten wir vorhin dh statt dg berechnet, so hiatten wir 
statt (7. a4) 


(7. b 4) INia = F —Pradir 





16) Vgl. das vorige Zitat. Ubrigens folgt aus dem Nichtverschwinden dieser 
Determinante, daB die im vorigen Abschnitt betrachteten zueinander transversalen 
Flachenelemente p, und P,, einander nicht berihren. 


7) Ist a + 0, so ist auch 4 + 0; es ist ja, wie man auch direkt zeigen kann, 


f"a =f b. 





es 
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gefunden. Aus (7.a4) und (7.b4) folgt durch Faltung mit g,, baw. h,;: 


(7.5) P Pia = Tin Goa 
und 
(7. h5) F Pia = IT hy 5. 


Und jetzt ergibt sich die Auflésung des Formelsystems (7.a2—4) 
oder (7.b2—4) nach den groBen Buchstaben ohne Rechnung aus der Be- 
merkung, daB die Formeln (7.g3—5) oder (7.h3—5), aus denen man 
alle anderen herleiten kann, in den groSen und kleinen Buchstaben sym- 
metrisch sind. In der Tat bleiben, wenn man groSe und kleine Buch- 
staben vertauscht, (7.g3) und (7.h3) umverindert; (7.g4) und (7.g5) 
werden vertauscht, ebenso (7.h4) und (7.h5). Wir brauchen also bloB 
noch die Matrizen 


(7.A1) Ags = bap F —_ Pi, Tg 
und 
(7. B1) By; = 6:5 F — Pya ll ja 


einzufiihren, und dann schreiben wir die friiheren Formeln einfach ab 
unter Vertauschung von grof und klein: 











(7. A2) Tia = Pio Age; (7. B2) Tig = Pra B, i, 
F*-! F*-} 
ij fa, (7.B4) f=*_-, 
ye—* pr-2 
(7.44) Xia = A Pi, Ago; (7. B 4) ue = — Pos B;,. 
Aus 9.2 = Fa,, folgt iibrigens 
(7. ***) PF Gag = f Aga: 
Endlich fiihren wir noch die GréBen g und @ ein durch 
(7. p) f+? = Piellia 
und 
(7.®) F+@ = P,, Il;.. 
Schreibt man (7.***) ausfiihrlich hin und identifiziert « und f, so er- 
MA meen F Pia Na = f Piallia 
” F(f+ 9) =1(F +9) 
Es ist also pica 
(7, * ***) ®@ os F 


8. Als erste Anwendung schreiben wir die €-Funktion in kanonischen 
Veranderlichen hin. Setzt man in 
4= | Sas + Sas Pip | 
(6.1) ein und beachtet (6.2), so erhalt man 
(8. 1) FA’ = |bap + Pia Pis|- 
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Hier bleibt die rechte Seite invariant, wenn man gleichzeitig gestrichene 
und ungestrichene, groBe und kleine Buchstaben vertauscht. Daher kann 
man statt (4.4) auch schreiben 


' f , , , 
4 = Spent | Sap + (Pie — Pic) His | 
und erhalt fiir die €-Funktion an Stelle von (4. 5) 
(8. 2) 7 E = F— | bapF” + (Pia — Pie) Mis 


‘ua—t 


Entwickelt man nach Potenzen von P;, —P;,., so erhalt man als Glieder 
2. Ordnung eine quadratische Form mit dem Koeffizienten 


1 
(8. 3) Qi je = Pe, pig — HF Mia ll jp — Mig 154); 


die hierzu an der Stelle P;,. zu bilden sind. 

9. Aber damit haben wir vorgegriffen. Wir wissen ja immer noch 
nicht, ob man (6.9) wirklich nach p;, auflésen kann und auf diese Weise 
F als Funktion von P;, berechnen. 

Statt von (6.9) gehen wir von der damit inhaltsgleichen Formel (7. a2) 
aus und bilden allgemein das Differential dieser Gleichung, das wir nachher 
in einem anderen Zusammenhang noch einmal brauchen werden. Wir 
erhalten 
Good Pig = A%;, — Pigdaz, = An. — Piydf + Pig mjod pig t+ Piz Pag d Mx. 
Nach (7.h1) und (7.h4) kann man dafiir auch schreiben 


: 1 
(9. 1) Aq,4 Pi_ = hi ld Ty — ‘3 (m4 f ae 5» May Pjp)} e 


Wir wollen nach p;,; differenzieren, also ist df = 1;,dp;;. Wir falten 
noch mit g,; und erhalten wegen (7.g2) und (5.1) 





OP ig _ Min Gag 

op;,, ft Teo, 50 
Die Determinante dieser «-n-reihigen Matrix ist 
9 2) | @ Pin Fr u | | #8) 
( ° OP;, = Vic, jp . 





Sie ist gewiB von Null verschieden, wenn die Legendresche Bedingung 
erfiillt ist; in diesem Falle besteht also stets die Méglichkeit, kanonische 
Veriinderliche einzufiihren. 


‘*) DaB die Determinante der , - n-reihigen Matrix h, ; 9g den Wert h“ g” hat, 
sieht man so: es ist, wie leicht zu sehen, |h.. 4 a! = h“ und 15; Gua! =g"; und 


es ist hy 9,5 =A 


ij ‘a 


ir 9.4 4, 5 9.8" 
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Wir hiatten statt von (7.a2) von (7.42) ausgehen kénnen; dann 
hitten wir gefunden 
OPia _ 


Goa 
oP. _ = "QO 0, JB 
i 
Die hier auf der rechten Seite stehende Matrix ist also die Reziproke der 
vorhin angeschriebenen, und fiir die Determinanten gilt 


1 = fe" Pe" | gic, 5p|- | Qi, jal: 
10. Die Methode von Lagrange liefert fiir die Extremalen unseres 
Variationsproblems die Eulerschen Gleichungen 
adx,, 
a, 





(10. 1) — fe, = 0. 

Man rechnet leicht nach, daB eine Fliche, die von einem geodiatischen 
Feld transversal geschnitten wird, diesen Gleichungen geniigt'’). Unter 
allgemeineren Voraussetzungen gilt eine Identitaét, die den Zusammenbang 
zwischen Feldern von Extremalen und geoditischen Feldern klar erkennen 
1a8t und die wir jetzt herleiten wollen. 


Wir nehmen an, daB uns als Funktionen im Raum die GréBen 7,., 
f(@,te, Pic) und Pj., F (xj,te, Pig) gegeben sind und daB zwischen ihnen 
die im 7. Abschnitt aufgeschriebenen Beziehungen bestehen. Dann ver- 
wenden wir die Gleichung (9.1), um eine Beziehung zu erhalten, in der 

dx, 
die GréBe it vorkommt : 
“dP, (da 1 df dP; »\\ 

— ~~ ee A aie j 
a = = he (di, 7 (eae, ie aae)j- 
af 
dt, 


a 


Hier rechnen wir aus, benutzen (7.h4) und erhalten 


dP « e dp; 
Gey a, + Pio (he ot Peg fay) = hix (* _* Tk vy AiR as je Map) ge} 


1 
vA 
Es ist ober Pio Prey = hin — Ox. Also ‘hei 


Oey (FE + Pie pe *\ + Pig hy — fe 











Re h dx, ae bar CO, qp;, dp;, 
a — fe, + (a ae ye 
dx Nig d a8, e . . . 
1%) Es ist —— Tt, = = a, (8,;€),)3 weilc,, = di, ist, verschwindet die Divergenz 
dé, dx, dS., d8,. de P; 
—eo ut sa, =a i ce PN SA oe. 
dt, » also hat man dt, Ei, dt, ; es ist aber di, da, 49 z, , also 
Se ae 8 ig Ss Bia Sas 
dt Ox, I! Ox, ) 3° 0, zj 
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(Im letzten Term rechts wurde lediglich eine Umbenennung von Summa- 
tionsindizes vorgenommen.) Nun fiihren wir links iiberall die groBen 
Buchstaben ein, indem wir (7.***), (7.a4) mit (7.a3), und (7.**) be- 
nutzen. Die linke Seite wird 


re OP. OP;. F F.| 
F {ee + Ma oz; ~ + Fa, — Pig Beg 


at per, 7 (2B P,, --) 4B, — PF 
=F | a+ je Os; ie Bae) + Sei fo te} 


und mit den Bezeichnungen (6.3) und (6.5) 











aF Fen , a P,, aie | { {dF po via - 

¥ \az + PG + Mile “*) — ¥ \dz, 7 Poin, +M;_{65ai} 
Mit 
(10. 2) {tj} = = iz PL PSE + IT 5. [tj a] 


erhalten wir die gesuchte Identitat, wenn wir noch nach (7.h2) mit 6,; 
falten: 


‘ [47% mee je 4p;, 4 Pj, _ On ° 
(39.3) a, — bagi + (az at, )= Fi. 








Im geoditischen Feld gilt (6.4) und (6.6), also [{}] = 0. Schneidet 
das geoditische Feld eine Fliche transversal, so gilt auf der Flache (1. 4), 
und daher folgt aus (10.3), daB eine solche Flaiche die Eulerschen 
Gleichungen (10.1) erfiillt. 

Hat man umgekehrt ein Feld von Extremalen, d.h. von Lésungen 
der Eulerschen Gleichungen, so folgt aus (10.3) [i] = 0, aber damit ein 
geoditisches Feld vorhanden ist, miissen noch alle [ij«] = 0 sein, woraus 
dann (6.6) folgt. In diesem Falle hat man, was Carathéodory eine 
vollstiindige Figur und was die Amerikaner (im Fall der einfachen Inte- 
grale) ein Mayer-Feld nennen. 

Es gibt keine Methode, um eine gegebene Extremale in ein Feld von 
Extremalen einzubetten, das eine vollstiindige Figur bildet. Wir haben 
aber schon gesehen, daB man das gar nicht nétig hat; man braucht gar 
kein Feld von Extremalen, um die WeierstraBsche Theorie anzuwenden. 
Es geniigt vollstindig, ein geoditisches Feld zu konstruieren, das die 
gegebene Extremale (und eventuell gar keine andere) transversal schneidet. 
Im niichsten Kapitel werden wir zeigen, wie man das machen kann; 
damit wird zugleich bewiesen sein, daB die Extremalen die Lésungen des 
Variationsproblems sind. 

11. Noch ein Wort iiber die Transversalitit. Bei den einfachen 
Problemen der Variationsrechnung tritt die Transversalitat gewdhnlich im 
Zusammenhang mit den Randbedingungen auf, und zwar dann, wenn die 





a 








; 
: 
E 
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Berandung der gesuchten Kurve oder Fliche nicht fest vorgegeben ist. 
Auch bei dem vorliegenden allgemeinen Problem gelangt man durch die 
Theorie des geoditischen Feldes leicht zu solchen Transversalitits- 
bedingungen. Man braucht nur zu verlangen, daB das Integral { A’ dt 
fiir alle ,,zulassigen‘* Vergleichsflichen den gleichen Wert besitzt oder, 
was dasselbe ist, daB alle solchen Flaichen das durch ihren Rand be- 
stimmte Gebiet G, auf dasselbe Gebiet G, abbilden®). Falls der Rand 
fest vorgegeben ist, ist das, wie wir gesehen haben, von selbst der Fall. 
Nehmen wir aber beispielswoise an, daB ein Teil der — sonst fest vor- 
gegebenen — Berandung auf einer »-dimensionalen Mannigfaltigkeit § (v > ) 
frei beweglich ist! Durch jeden Randpunkt geht eine Fliche S, = A. 
Damit unsere Bedingung erfiillt ist, miissen notwendig alle Randpunkte 
aller zulassigen Vergleichsflachen auf diesen selben Flachen S, = ,, liegen. 
Ks mu also die Mannigfaltigkeit § in der n+ m« — 1-dimensionalen 
Mannigfaltigkeit enthalten sein, die durch diese Flaichen gebildet wird. 

Man erhalt demnach folgende Transversalitatsbedingung: Ist ein Teil 
der Berandung der gesuchten Fliche auf einer »-dimensionalen Mannig- 
faltigkeit frei beweglich (vy > 4), so muB jede Lésung des Problems von 
dieser Mannigfaltigkeit transversal geschnitten werden. Dabei heiBt ein 
m + —- 1-dimensionales Flachenelement (1 << m <n), das mit der Ex- 
tremale » — 1 Richtungen gemeinsam hat, zu ihr transversal, wenn es 
genau m linear unabhangige transversale Richtungen enthalt (d.h. solche, 
die im friiher definierten n-dimensionalen transversalen Flichenelement 
enthalten sind). 

Insbesondere heiSt eine n + « — 1-dimensionale Mannigfaltigkeit, die 
durch eine Gleichung S (z,,t,) = const. dargestellt ist, zu einer Extremale 
transversal, wenn die Gleichungen 


(11. 1) 8,, = S,, Pi, 


erfiillt sind. 


Zweites Kapitel. 
Konstruktion eines geoditischen Feldes, das eine gegebene Extremale 
transversal! schneidet. 


12. Carathéodory hat bemerkt, da8 man, um irgendein geoditisches 
Feld zu erhalten, eine einzige partielle Differentialgleichung erster Ordnung 
aufzulésen hat. Die Gleichungen, die man zu erfiillen hat, lauten ja 


(12. 1) Sai = Pi. Sao; 
(12. 2) |Sae|-F(x;, ta, Pi) _ 1, 


2”) Vgl. Abschnitt 2. 
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Man braucht blo® (12.1) nach P,,, aufzulésen und das Resultat in (12. 2) 
einzusetzen. Man kann also ~—1 von den Funktionen S, willkiirlich 
vorgeben, und dann ist (12.2) eine partielle Differentialgleichung erster 
Ordnung fiir die w-te Funktion. 

Um dies naher auszufiihren, fiihren wir einige neue Bezeichnungen 
ein. Einen Index, der die Zahlen von 2 bis « durchlauft, bezeichnen wir 
mit einem gestrichenen griechischen Buchstaben: «’, #’ usw. Der Index 1, 
der haufig vorkommen wird, ist stets ein ,,griechischer“: « = 1. 

Wir geben uns die Funktionen 8S, willkiirlich vor und bezeichnen 
die Ableitungen der gesuchten Funktion S, = o(z,,t,) mit 

S,; = d;, &.. = Gy. 
In der Matrix S,, sind jetzt alle Elemente auBer denen in der ersten Zeile, 
also insbesondere auch die Unterdeterminanten S,,, bekannte Funktionen 
von z,; und ¢t,. Da wir (12.2) erfiillen wollen und da 
(12. 3) [Sup] = 0c Sr. 
ist, mu iiberall wenigstens eine dieser Unterdeterminanten von Null ver- 
schieden sein. Wir setzen voraus, daB in dem Gebiet, das wir betrachten, 
(12. 4) S,, +0 
ist. 

Durch Auflésung von (12.1) nach P;, und Einfiihrung der bekannten 
Funktionen S,';, S.. erhalt man die P;, als Funktionen von z,, t,, 0;, o,, 
die wir mit 
(12. 5) (Pid —= Pa (Zis bas Fi, Fa) 
bezeichnen. Entsprechend sei (F)= F(z,,t,..(P;..))und (7j4)=F p, (2istus(Pia))- 

Endlich setzen wir 


(12. 6) 6, 8,4:(F) — 1 = M(2,,t,,0;, 0a), 
und dann lautet unsere partielle Differentialgleichung (12.2 
(12. 7) M (2;, te, 9;,%.) = 9. 


13. Es sei an folgende Tatsachen aus der Charakteristikentheorie 
der partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung erinnert. Man kann 
sich die Funktion o auf einer » + u — 1-dimensionalen Mannigfaltigkcit 
(,,Hyperflache“) 


(13 1) ty = tT (2;, tea) 
willkiirlich vorgeben: 
(13. 2) o(2z;,T, tar) = 2 (2%;, ta’). 


Aus (13.2) folgt durch Differentiation, wenn wir die Ableitungen von t 
und £ einfach durch die Buchstaben i und «’ bezeichnen, 
(13.3) Se Pam HF 


Og = Ly — G, Ta'e 
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Wenn man dies in M einsetzt, dann kann (12.7) zur Berechnung von o, 
dienen, falls die Ableitung nach o, von Null verschieden ist: 

(13. 4) Mo, — Mg, ta — My, t; + 0. 

Sodann berechnet man o; und og, aus (13.3). Mit den so erhaltenen 
Anfangswerten fiir o, und o, integriert man die Gleichungen der Charak- 
teristiken : 

(13.5) t. = M,.. +, = M,,, 


(13. 6) 6,=—M,,, 6; = — M,,*"). 
Dadurch erhalt man o, und o, als Funktionen im Raum und aus ihnen 
durch eine Quadratur die gesuchte Funktion o = S, und damit das 
geodiitische Feld. 

Statt (13.4) kann man jetzt auch schreiben 

t, — tat Tar — 44%, + O, 

d.h. die charakteristischen Kurven sollen die Flache (13.1) nicht be- 
riihren. Es wird daher ein gewisses Raumgebiet einfach von ihnen iiber- 
deckt. 

Die Beweise dafiir, daB die gefundenen Funktionen o;,¢, die erforder- 
lichen Integrabilitatsbedingungen erfiillen, lese man bei Carathéodory *) nach. 

14, Unser Ziel ist, zu zeigen, daB diese Methode ein geoditisches 
Feld liefert, das eine gegebene Extremale transversal schneidet, falls man 
die Funktionen S, und die Anfangswerte fiir S, (auf einer Hyperfliche, 
die die Extremale durchsetzt) in geeigneter Weise vorgibt. 

Dazu miissen wir die charakteristischen Gleichungen naher betrachten. 
Wir beginnen mit (13.5). Diese Gleichungen lauten nach (12. 6) 

t. = (F)8,4.+0,8,, (I 9) 38? 
(14.1) a7 P . 
iow, B, (ja) 2 


Die Funktionen (P;,.) wurden durch Auflésung der Gleichungen 


(14. 2) a; = Pj, 0,, 
(14. 3) Sai = Pj, Say 
nach P;, erhalten. Diese Gleichungen differenzieren wir nach ¢,,: 

O(P..) 

—-P,= —_ ae Gy; 

" 6, 'y 
O(P. ) 

in J 
0 = — Sao, 


21) Der Punkt bedeutet Ableitung nach einem Parameter r, mit dem wir die 
Charakteristiken darstellen. 

22) Variationsrechnung und partielle Differentialgleichungen erster Ordnung, 
3. Kapitel. 
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und erhalten durch Auflésung nach den Differentialquotienten 
= O(P j ) 


(14. 4) 0,8,, ZA = — (Pye) 813. 
Auf dieselbe Weise bekommt man 
— = 
(14.5) o,8,,—2F = 8,5 Si. 
i 


Wir setzen (14.4) und (14.5) in (14.1) ein und erhalten schlieBlich 
‘/{ = (F) Si. 2% (P 5.) (J7 5a) 8,3 = (A. 5) Si, 
= (11,3) Sip. 

15. Fiir die folgenden Abschnitte geben wir uns o, und a, als be- 
liebige Funktionen im Raum, zwischen denen die Gleichung (12.7) besteht. 
Aus (12.5) entstehen dann ebenfalls Funktionen im Raum, die wir mit 
P?.. bezeichnen; ebenso F* usw. 

Man kann sich auch zuerst die Funktionen P?, geben; sie miissen 
nur die Gleichungen (14.3) erfiillen: 

(15. 1) Sa; = Pi, Sa'g- 
Es sind dann noch ~ —1 von den o ganz willkiirlich wahibar, z. B. o,.,. 
o, erhélt man darauf wegen (12.4) stets eindeutig aus 


(14. 6) 


(15. 2) o,S,,-F* = 1 
(d. i. (12.7)) und hierauf o, aus 
(15. 3) o, = Pt,o, 


(d. i. (14. 2)). Die Beziehung (15.2) erlaubt uns in unseren Rechnungen 
iiberall o, 8,, durch r zu ersetzen. 


Die Gleichungen 
(15. 4) » de Azs Sis, 
a, = II. is 8, B 
(d. i. (14.6)) definieren eine bestimmte Kurvenschar im Raum; es ist 
bemerkenswert, da8 diese Schar, wenn man so vorgeht wie zuletzt ge- 
schildert, von der Wahl der Funktionen o, gar nicht abhingt. Es ist 
leicht, sich die geometrische Bedeutung der Kurven klarzumachen. Mit 
Benutzung vou (14.3) und (7.A1) rechnet man 
(15. 5) Sari X; + Swat, =0 
aus; und wenn man mit p?, das vermége der Legendreschen Transformation 
zu P}, gehérende -dimensionale Flachenelement bezeichnet, findet man 
wegen (7. A2) 
(15. 6) a, = plete. 
Die betrachteten Kurven liegen also auf den Flaichen S,, = A, und be- 
riihren die Flachenelemente pj,; falls die p%. zu einer Schar von y-di- 





ae 


——ae ee Se 


SL ae 


are 





ae Cocks 


ed 





eS Pe 


=~ 
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mensionalen Flaichen gehéren, die von den (n + 1)-dimensionalen Flachen 
Sw = A durchsetzt werden, dann sind es einfach die Schnittkurven 
dieser beiden Flachenscharen. 

16. Unter den im letzten Abschnitt eingefiihrten Voraussetzungen 
nehmen wir jetzt die andere Halfte (13.6) der charakteristischen Glei- 
chungen in Angriff. Wegen (14.4) und (14.5) ist 





a P+, _ oP; s) (P54) 90, a(P; ip) 9% 

Ot, Ot, da, Ot, ; dc, Ot, 
a(P da 

= Gf + PHB (Se — Prog!) 


(man beachte immer (15.2)!); oder, wenn man noch die nach t, diffe- 
renzierte Gleichung (15.3) beriicksichtigt, 











a(P;,) oP, aP}, 
(16. 1) “1s Fi — F*8,;0,— a 
Genau so erhalt man 
a(P..) apt aPs, 
Te = oe, — PS 


und also auch, mit dem Operator (6.3), in dem wir P;, = P*, nehmen, 


d(P,,) Pt, d Pt 
a ae 
(16. 2) xe Tk — F*8,50,42 2, 


Mit Hilfe von (16.1) berechnen wir M# (d.h. die Ableitung der 
Funktion (12.6) nach ¢,, in der wir dann die gegebenen Funktionen o; 
und o, einsetzen) und bekommen 





; as l aF* 0 P* 
* wots 2 oo. ae © —__2f - 
= Foon ay + re a — 29% at,’ 


hier haben wir noch (15.4) benutzt. In derselben Weise berechnet man 
mit (16, 2) 


4 s a5, pare a Phy 
(16. 4) M;, — Pi, Mi, = F*q z+ Fs dz, _T hd er z, 





Jetzt gilt es Differentiationen tains der Kurven (15.4) auszufiihren. 
Ist ‘(2;,t,) irgendeine Funktion im ae so ist nach (15. 4) 


. ar. av: av av . 
Faget Tea a At F 7 F Bie — By, Pla 
“ ? 


oder 
(16.5) Y= 5,52 475, S. 


Te, 
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Eine weitere Hilfsformel betrifft die Ableitungen von S,;. Mit Hilfe 

von (15.1) erhalt man 
d8y, _98e9 ps 
dz, 92, — 


as 08., as 
Ot, at, sad 


a Pt, 
au? 


«'@ a’o S 
— Ve'o 


at, 
und daher gibt uns die Formel (3.4), in der wir wegen « = 1 fiir A 
einen gestrichenen Index verwenden diirfen, 


(16. 6) 


Wir gehen aus von den lings cer Kurven (15.4) differenzierten 
Gleichungen (15.2) und (15.3), die wir so schreiben: 


3 _—— Fe i 
(16. 7) G.5:e = — ra a;8;; 
und 
(16. 8) a; — Ph, 6, = og PPs. 


Aus (16.3) und (16.7) berechnen wir die GréBe S, «(64+ Mz) und 
verwenden dabei die Formel (16.5) zuerst fir “= *F* und dann 
fir Y= S,, und die Formel (16.6). Das meiste hebt sich weg und es 
bleibt 

=< : “ z (‘dF* 90 P?.., 
(16. 9) Sia(Gq + Mf) =— pa i> 4. F* ai) 

Ebenso berechnen wir aus (16.4) und (16.8) den Ausdruck 
o; + M?,— P?,(o, + Mi), wobei wir wieder (16.6) benutzen und (16.5) 
fir ¥ = P*. Es kommt 


(16. 10) a, + M?, — P?, (6, + M?) 





_ 1 (dF* , py? Pte) , .  (4Pts Phy 
° ma. +? ait) + 41% (Get - a) 
1 (dF* OPH \ i = 
= pe (Zz, + Ft ait) + Me Bi0op Lil. 
' 


Um dies noch weiter umzuformen, bemerken wir, daB wegen (15.1) ein 


enger Zusammenhang zwischen S,.. und [ija]* besteht. Aus (15.1) folgt 
namlich 
dS, yoo d8 


d 
ai os = * a’o * 
io +" P?, * ies PHe 
J 








8.6 , + + 
qs, + [tj o}* Sato. 


Man braucht nur die Differentiationen auszuschreiben und die Tatsache 
zu benutzen, daB S,,; und S,, die Ableitungen von S,, nach z, und ¢, 
sind; dann hebt sich alles andere weg und es bleibt 


[ij ol* Sey = 0. 


si ie als 





weer 


— 


EE EOE 
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Diese 1 — 1 Gleichungen fiir [+7 @]* sind dieselben, denen auch die 
GréBen S,, geniigen; daraus folgt, daB fiir jedes Zahlenpaar i,j die 
Zahlen [tj e]* mit S,, proportional sind, was man so schreiben kann: 
(16. 11) [ija]* Sip = [ij p)*S,.. 

Und daher findet man schlieBlich aus (16.10) mit Benutzung der Ab- 
kiirzung (10. 2) : 

(16. 12) o,+ M2, — PP, (a, + Me) = 


=e 

17. Es sei eine Extremale gegeben, d.h. eine Flache (1.1), die den 
Eulerschen Differentialgleichungen (10.1) geniigt. Aus (1.2) folgen die 
Pia auf der Fliche. Die Determinante |q;.,;3| (vgl.9.2)) sei von Null 
verschieden, so daB man aus (6.9) und (6.7) P;, und die Funktion 
F (x;,t., Pig) auf der Fliche berechnen kann. Wir wollen zeigen, daB 
man die Funktionen S,, und die im 15. Abschnitt eingefiihrten Funktionen 
o;, 0, speziell so waihlen kann, daS auf der Extremale P?, = P;, wird. 

Die S, brauchen offenbar auBer der Ungleichheit (12.4) nur noch 
auf der Extremale die Gleichungen (14.3) zu erfiillen; d.h. die Flachen 
S. = 4. miissen die Extremale transversal schneiden. Man kann sich 
iiberlegen, daB es stets méglich ist solche Funktionen anzugeben**). Um 





23) Wir zeigen es, indem wir solche Funktionen wirklich hinschreiben. Durch 
jeden Punkt (°, 2? = a; (t®2) der Extremale legen wir die zu ihr transversale »-di- 
mensionale Ebene; sie wird durch die Gleichungen 
(1) t, = t, (tt) = — P,,.(2;— 2?) 
gegeben. Durch diese Ebenen wird eine gewisse Umgebung der Extremale einfach 
iiberdeckt; denn die Ableitung der Funktionen (1) nach ty ist 0, at P; Pi a= Gaps 
die Funktionaldeterminante g ist nach Abschnitt 6 von Null verschieden. Man 
kann deshalb die Gleichungen (1) nach ¢® auflésen und erhalt gewisse Funktionen 
t? (Zp t,)- 

Jetzt wihlen wir beliebig « — 1 Funktionen «_, (t®) und bestimmen die Funk- 
tionen S_, so, daB sie auf der Extremale diese Werte haben, 

(2) Sar (2 (ta) 12) = 8y (HD), 
und auf jeder Ebene konstant sind, d. h. wir setzen 
So» (Zo ty) = 8 (#2 (2s ty))- 
Diese Funktionen erfiillen auf der Extremale (14.3); daher erhalt man durch Diffe- 


rentiation von (2) mit Benutzung fritherer Abkiirzungen die Beziehung 
8 


(Cg sind hier die Ableitungea von 8,,), die es erlaubt, die Ableitungen von S_, 


ao FoR _ Ca’ 3p 


auf der Extremale aus denen von s,, zu berechnen. Fir §,, findet man 


S,= > Ia "10° 

Die s,, miissen also so gewahlt werden, daB dies von Null verschieden ist: dann 

ist auf der Extremale und also in einer Umgebung von ihr (12. 4) erfiillt. 
Mathematische Annalen. 112. 14 
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nun auch noch passende Funktionen o zu finden, geben wir uns wieder 
zuerst die P?,. Diese Funktionen miissen iiberall (15.1) erfiillen und auf 
der Extremale mit den P,, (die ja derselben Gleichung geniigen) iiber- 
einstimmen. Die o, bleiben nach wie vor ganzlich willkiirlich, und die 
iibrigen o werden wie im Abschnitt 15 aus ihnen berechnet. 

Nachdem wir alle Funktionen so bestimmt haben, betrachten wir 
die «—1-parametrige Schar der Kurven, in denen die Flachen S,, = A, 
unsere Extremale durchsetzen. Wegen (15.5) und (15.6) gehdren diese 
Kurven zu der Kurvenschar, die wir in den vorigen Abschnitten be- 
trachtet haben, und kénnen also durch Funktionen 
(17.1) Bg (T, Wy, . 0 oy W—yz), ba (T, Wy, . - oy Mp —z) 
dargestellt werden, die den Gleichungen (15.4) geniigen. Jetzt bestimmen 
wir die ~— 1 willkiirlich gebliebenen Funktionen o, so, da8 sie lings 
dieser Kurven den yu -- 1 Differentialgleichungen 
(17. 2) Ge + Mi, =0 
geniigen; hier bedeutet das neue Zeichen, da8 man in M,_, mittels (15. 2) und 
(15.3) o, und o, durch o,; ausdriicken und sodann die Funktionen (17. 1) 
einsetzen soll. Welche Werte die o, auBerhalb der Extremale bekommen, 
ist gleichgiiltig. 

Wir schreiben das so gewonnene System von Funktionen a,, o,, eben- 
falls in der Form 
(17.3) Gg (Ey Was o20p Me — ah Ga (Te Mas - ooo Mpg) 

Diese Funktionen bilden mit (17.1) zusammen eine (u — 1)-parametrige 
Schar von Charakteristiken der Differentialgleichung M = 0. 

In der Tat: auf der Extremale ist (P;,) = P?. = P,,. Daher er- 
fiillen die Funktionen (17.1) nicht nur (wie gesagt) (15.4), sondern auch 
mit (17.3) zusammen (14.6), d. h. (13.5). Weiter ist wegen (17. 2) 

(17. 4) Ga + Mi, = 0. 


Nun betrachten wir die Identitét (16.9). Wegen (10.3) sind auf der 
Extremale (hier benutzen wir, daB es sich um eine Extremale handelt) 
alle (j)* = 0, was man (vgl. (10.2)) so schreiben kann: 





d F* 0 P¥, 
Tee + eit = — Mi (a kay. 
Daher kénnen wir fiir die rechte Seite von (16. 9) 
pdt k BY 


schreiben oder onmh, wegen (16.11) und weil S,, + 0 ist, 


rds gt ty kA = a a; iy (GRU. 





ey 











—Eo 


SS ae 
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Das ist aber Null, weil der Koeffizient von [jk1]* in j und k symmetrisch 
ist, [jk1]* selber aber antisymmetrisch. Es verschwindet also auf der 
Extremale die linke Seite von (16.9), und daraus folgt wegen (17.4) 
(17. 5) o, + Mi = 0. 

Jetzt betrachten wir die Identitét (16.12). Auch hier verschwindet auf 
der Extremale die rechte Seite, und da schon alle o,-+ M? = 0 sind, 
muB auch 

(17. 6) o,+ M?, =0 

sein. 

Wegen (P;,.) = P® hitten wir (17.4) bis (17.6) ebensogut ohne 
Stern schreiben kénnen; mithin sind in der Tat auch alle Gleichungen 
(13. 6) erfiillt, wie zu beweisen war. 

18. Eine Charakteristik ist eindeutig bestimmt durch die Werte 
von o; und o, in einem ihrer Punkte. Unter der Voraussetzung, daB 
die S,, auf der Extremale (14.3) erfiillen, haben wir also folgendes be- 
wiesen: 

In einem Punkt der Extremale bestimme man die o so, daB (?;,.) = P;, 
ist®*), und integriere mit diesen Anfangswerten die charakteristischen 
Differentialgleichungen. Dann verliuft die ganze so bestimmte Charakteristik 
auf der Extremale und es ist lings der ganzen Kurve (P;.) = Piya. 

Wir wollen sehen, ob man die im 13. Abschnitt besprochenen An- 
fangswerte fiir S, so waihlen kann, daB alle Charakteristiken, die auf der 
Extremale beginnen, diese Eigenschaft haben. 

Von der Hyperfliche (13.1) — sie heiBe % — verlangen wir weiter 
nichts, als daB sie die Extremale und auf ihr die Kurven S,, = A. (die 
ja charakteristische Kurven werden sollen) durchsetzt. Der Durchschnitt 
ist eine ( — 1)-dimensionale Mannigfaltigkeit §: 


(18. 1) t, = T(ta), Dy = &; (ta). 
Diese Mannigfaltigkeit liegt also auf §: 

(18. 2) T(E; (ta), tx) = T (te), 
und auf der Extremale: 

(18. 3) a; (T (tar), ter) = §; (ter); 


hier stehen links die Funktionen a. 1). 
Auf dieser Mannigfaltigkeit § miissen wir zugleich mit (13.3) die 
Gleichungen 


: Fo 1 
(18. 4) 0.510 = 5 
und 
(18. 5) OF = P; Gp 


24) Hierbei sind die c,, in diesem Punkt noch vdllig willkirlich; wir haben in 
der Tat bei der Integration von (17.2) iiber die Anfangswerte noch nicht verfigt. 


14* 
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erfiillen (dann ist natiirlich auch (12.7) erfiillt). Aus diesen insgesamt 
f+ 2m Gleichungen kénnen wir alle o eliminieren, wodurch n Beziehungen 
zwischen den Z entstehen. Man bildet am einfachsten aus (13.3) die 
Linearkombinationen 2, — P,,: 2 und 8,2; mit Benutzung von 
(18.4) und (18.5) erhailt man 

2 — Pie Ze = 0; — Pra Ge + 0, (ty — Pye ta) = 9, (Por + ti — Pew to’), 


> 1 
Ja! 5: 0! = Oa S30" + 0,ta Sia = F~% (&,, — te 5:2’), 


und indem man hieraus noch o, eliminiert**), 
(18.6) ( — Ze Bye) (Pa + 1s — Pop ty) 
= (2; — Py 2a") (&,, = Tg’ Sip’) = 0. 

Ich behaupte: wenn die Anfangswerte auf der Mannigfaltigkeit § 
die m Relationen (18.6) befriedigen, dann gibt es immer ein Lésungs- 
system o,,¢, der Gleichungen (13.3), (12.7), das zu P,, gehért, d.h. 
(18.4) und (18.5) erfiillt. 

Es ist dies fast selbstverstindlich; da wir uns wegen (18. 4) gar nicht 
um (12.7) zu kiimmern brauchen, haben wir es — im Gegensatz zum 
allgemeinen Fall des 13. Abschnitts — nur mit linearen Gleichungen zu 
tun und brauchen bloB zu verifizieren, daB deren Determinante nicht 
verschwindet. Wir wollen es etwas anders machen und an Stelle der 
(u + n)-reihigen Determinante eine (u — 1)-reihige betrachten. Wir be- 
merken nimlich, da8 man schon aus den Anfangswerten auf %: 


(18. 7) a(&;, t, ta) = » (é:; ta’) _ d (te) 
alle o,; und o, auf dieser Mannigfaltigkeit berechnen kann. In der Tat 
wissen wir ja, daB dort nur iiber die o, noch frei verfiigt werden kann. 
Wir differenzieren (18.7) nach ¢,:: 

0,540 + 0, Ta + Fe = La 
und setzen in dieser Gleichung fiir £;,, die Werte p;; Ta + Pia', die aus 
(18.3) folgen, und fiir o, und o, ihre aus (18.4) und (18.5) berechneten 
Ausdriicke in o, ein. Mit Benutzung der Abkiirzung (7. g1) erhalten wir 
nach leichter Umformung 


l is - = “ 
(18. 8) s.. (S,, (9x «’ T 9p’ 1 Ta’) — Syx (9: a +9, Ta’) on" 
il 
> 1 - 
= 2. — FS,, (9: e + 911 Ta’) 


25) Man iiberzeugt sich leicht, welche Relationen an die Stelle von (18. 6) 
treten miissen, wenn S,, —r,,8,,, oder alle P,, + 1;—P,,, t, verschwinden. 
DaB das eine und das andere zugleich eintritt, kann man ausschlieBen, wie eine 
geometrische Uberlegung zeigt. Vgl. ibrigens weiter unten. 
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Aus diesen 4 — 1 Gleichungen kann man ¢,) berechnen, falls ihre Deter- 
minante nicht verschwindet. Um diese auszurechnen, falten wir ihre 
Matrix mit Sp, » und benutzen die Relationen S, 3S, 3 = 0 und Sy g gee = Cy «’s 
von denen die zweite unmittelbar aus der Definition von c,, und g,; folgt, 
wenn man (14.3) benutzt (vgl. auch Anm.*). Die Faltung ergibt die 
Matrix 
Co’ a’ + Co 1 Ta’ => aee + ae Ta’. 

Ihre Determinante ist nichts anderes als die Funktionaldeterminante der 
S,, nach ty auf der Flache (18.1), die nach unseren Voraussetzungen von 
Null verschieden ist. Das gleiche gilt von der Determinante | Sp: ,| = S,,, 
und daher kann man aus diesen beiden die gesuchte Determinante be- 
rechnen und diese verschwindet ebenfalls nicht. 


Man kann die Anfangswerte = auf § willkiirlich wahlen. Aus (18. 7) folgt 
2; §i@' + Ze = Bes 
und diese Gleichungen bilden zusammen mit (18.6) ein System von 
u-+u—1 Gleichungen fiir 2; und 2,. Diese Gleichungen werden er- 
fiillt von den Werten, die aus (13.3) folgen, nachdem man aus (18. 8), 
(18.4) und (18.5) die o berechnet hat. 

Die geometrische Bedeutung der Gleichungen (18.6) ist die, zu 
garantieren, daB die Flache S, = const. in den betreffenden Punkten die 
Extremale tranversal schneidet. Augenfiallig ist dies, wenn man sich § 
als eine solche Flache S, = const. vorgeben will und fragt, welcher Ein- 
schrinkung man dann die Orientierung von § unterwerfen mu8. Man 
will also © = const. wahlen, alle 2; und JZ, sollen verschwinden, und 
daher folgt aus (18. 6) 


Pa +t — Pip te = 0. 


t;, — 1, ts sind aber die Komponenten der Normale von %, diese Gleichung 
besagt also nichts anderes, als daB diese Hyperfliche, wie zu erwarten, 
zur Extremale transversal sein mu8 (vgl. 11.1). 

Wir kénnen das Ergebnis, dessen Beweis die Abschnitte 14—18 ge- 
widmet waren, folgendermaBen zusammenfassen: 

Um eine gegebene Extremale in ein geodatisches Feld einzubetten, gebe 
man sich Funktionen S8,'(z,,t,) so, daB die Flichen Sy = 4, zur Extre- 
male transversal sind. Dann gebe man sich auf einer Hyperflache, die die 
Eztremale und auf thr die Kurven S, = Ay durchsetzt, die Anjangswerte 
fiir S, so, daB sie auf der Ezxtremale die Gleichungen (18.6) erfiillen, und 
integriere mit diesen Anfangswerten die partielle Differentialgleichung (12.7). 
Das so erhaltene geoddtische Feld schneidet die Extremale transversal. 
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Drittes Kapitel. 
Diskontinuierliche Lésungen. 


19. Es seien zwei Funktionen F(2,,¢,, Pj.) und F’(2;,t., Pie) ge- 
geben. Wir wollen ein geoditisches Feld konstruieren, das auf der einen 
Seite einer Hyperfliche §, die durch die «+ n — 1 Parameter u,, u. ge- 
geben sei, zu F, auf der anderen Seite zu F’ gehért, derart, daB die 
Funktionen S, stetig sind. D.h. es sollen auf § die Gleichungen 


(19. 1) Sw, 
(19. 2) Sai _ PipSas, S.; = Pi 38a, 
(19. 3) F\Soeg)=1, F’|Sig|=1 
besteben. Aus (19.1) folgt durch Differentiation nach den Parametern 
Oz ot Oz él 
ai Se ee ee el 
S., du, Ses Ou, Sei Ou, ° Say du,’ 
Ox ot Ox ot 
. j ’ x  Tiiecss eee: 
Se; du, — Sus du, = S.; du, Ses du, 


Das bedeutet, da die ~ Vektoren mit den Komponenten 
So; oo &... Sas — Sas 


alle in der Richtung der Normalen von § fallen, deren Komponenten wir 
mit »v;, ¥; bezeichnen. D.h. es gibt « Funktionen 9g, auf der Hyper- 
flache, so daB . 
ej — S8,; = aj; 

ri Sis — Sug = O09 
ist. 

20. Jetzt nehmen wir an, es seien uns auf einer (~ — 1)-dimen- 
sionalen Mannigfaltigkeit 
(20. 1) t= Tile), 2 = &; (te) 


die GréBen P;, und P;, vorgegeben. Es soll méglich sein, zu jeder durch 
(20.1) gehenden Hyperfliche § ein geodatisches Feld zu konstruieren, 
das die Gleichungen (19.1) bis (19.4) erfiillt und dessen Flichenelemente 
auf (2U.1) mit den vorgegebenen iibereinstimmen. Welchen Bedingungen 
miissen diese GréBen hierzu geniigen ? 

Aus (19.2) folgt durch Subtraktion 


(20. 2) Sai — Sai — Pig (Sap — Sap) —(Pis — Pi) Sag = 0. 


Man wihle nun die Hyperflache § speziell so, daB in einem Punkt von 
(20. 1) 


(20. 3) yi Pip % = 0 
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ist **). 





Dann folgt aus (19.4) und (20.2) fiir diesen Punkt 
(Pis — Pis)Sag = 0 

ig und daher wegen |S,.3| + 0 

(20. 4) Pig = Pie. 

Statt (20.2) hat man jetzt in dem betrachteten Punkt 
Soi — Sai ce Pig (Sep = 8.) —_ 0. 

Man kann die Hyperfliche aber auch so wiahlen, daB (20.3) nicht gilt. 

Wegen (19.4) kann man dann die zuletzt hingeschriebene Gleichung nur 

erfiillen mit S.; = S,; und Sg — S,x. Und dann folgt aus (19.3) 

(20. 5) F’ = F. 

Die vorgegebenen GréBen miissen also diesen Gleichungen (20. 4), 
(20.5) geniigen. 


2 tt 


21. Jetzt betrachten wir eine Extremale, die lings einer Mannig- 
faltigkeit (20.1) einen ,,Knick“ besitzt; ihre Flichenelemente sind auf 
der einen Seite von (20.1) durch p,,, auf der andern durch p;, dargestellt, 
so daB auf dem Knick pj. + pj. Es handelt sich um einen Spezialfall 
des vorhin behandelten Problems, und daher miissen auf dem Knick die 
Gleichungen (20.4) und (20.5) erfiillt sein. 

Aus (20.4) folgt, daB man nicht zu beiden Seiten des Knickes mit 
einer und derselben Legendreschen Transformation operieren kann (denn 
sonst wiirde aus P;, = P,, folgen pic = pia*’)); daher hat man es auch 
hier mit zwei verschiedenen Hamiltonschen Funktionen zu tun, und (20.5) 
ist keine Folge von (20. 4). 


Ausfiihrlich geschrieben lauten also die verallgemeinerten Erdmannschen 








Eckenbedingungen: . 

(21. 1) wat gy = Eni, 
“ui e—1 

(21. 2) Fo = f. 


22. Zu einem mit den Erdmannschen Gleichungen Aquivalenten 
Gleichungssystem gelangt man folgendermaBen. Wir betrachten eine 


26) Also — vgl. (11.1) — ,,transversal zu p;,“, falls die ,,kleinen“ GréBen 
definiert sind. 

27) Wir werden gleich sehen, daB €(z,, t,, Pp,» Pig) = 9 ist. Ist nun die 
€-Funktion sonst positiv und schreibt man sie in der Form (5. 2), so sieht man, da8 
in dem durch den Circumflex bezeichneten Punkt der Verbindungsstrecke von p,, 
und p;, die quadratische Form singular ist und daher die Determinante (9. 2) 
verschwindet. 
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Extremale und auf ihr ein Gebiet, in dem sie ,,stark“ ist, d.h. wo € > 0 
ist fiir pj. + Pic. Fassen wir speziell einen Randpunkt dieses Gebietes 
ins Auge, so gilt dort offenbar folgendes: Es ist € >0; aber es gibt 
wenigstens ein Wertsystem p;. + Pia, fiir das 


(22. 1) E (xi, ta, Pie Pia) = 0 
ist. 


Ein Flachenelement mit dieser Eigenschaft mag ,,halbstark‘ heiBen. 
Wir wollen von den halbstarken Flaichenelementen noch verlangen, daB 
es eine Umgebung des Wertsystems p;. = p;. gibt, in der die €-Funktion 
fiir pig + Piq nicht verschwindet. M.a. W.: halbstarke Flaichenelemente 
sollen reguldér sein (Abschn. 5). Insbesondere ist dann die Determinante 
\qias ip | + 0. 

Ist p;. ein halbstarkes Flachenelement, so gibt es ein Wertsystem 
Pia + Pic, das die Gleichung (22.1) und dazu die un Gleichungen 


aE 
22.2 —— =0 
( ) ap, 
erfiillt. Setzen wir 


Pia — Pia 





qan = bag + Aig, 


dann kénnen wir nach (4.5) fiir (22.1) und (22. 2) 


(22. 3) f=4af 
und 

(22. 4) Nia = Jan Xo 
schreiben. 


Wir zeigen, daB aus (22.3), (22.4) die Gleichungen (21.1), (21.2) 
folgen und umgekehrt; auf halbstarken Flachenelementen besitzen also 
die Erdmanpnschen Gleichungen eine Lésung. In der Tat folgt aus (22. 4) 

a3 = Oapf — PiaM%s = Oupf — Pie Uae %iys 


und daraus berechnet man wegen (22.3) und weil 


: fqup = Gap + Pia Nip 
ist, 


(22. 5) Gee Gop = dash’ _ Pied Nip = F aap. 


Bildet man hier die Determinanten, so findet man wegen (22.3) 
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also (21.2). Faltet man aber (22.5) der Reihe nach mit = ‘a und 


=? 
{Go 
> 


=» 80 erhalt man wegen (22. 3) 


Cy 


a0> 
“a Voy 


Hl 
| 
~ 


und wenn man mit 2,, multipliziert und (22. 4) beachtet, so kommt (21. 1). 

Um die Umkehrung zu beweisen, benutzen wir (8.1) und leiten aus 
dieser Formel 
(22. 6) E =f —F ldap + Preis! 
ab. Wenn (21.1) und (21.2), d.h. (20.4) und (20.5) gilt, dann sind die 
Elemente der in (22.6) vorkommenden Determinante gleich g,,, und dann 
ist wegen (7. g3) 

a Pe ee ee ee 
€ =f Fa! Fp = 0. 

Und wenn man (22.6) nach p;, differenziert und dann P;,. = Pj., F = F’ 
setzt, so bekommt man 


Seem = ie — Fe Tea Pie = ps (ipGep — I Pie) = 0 
wegen (7. g 4). 

23. Zwei Flachenelemente in einem Punkt (2),%), pj, und Pia, die 
miteinander die Erdmannschen Gleichungen befriedigen, erfiillen, wie wir 
eben sahen, die Gleichungen (22.1) und (22.2). Da die Erdmannschen 
Gleichungen in den gestrichenen und ungestrichenen Verinderlichen sym- 
metrisch sind, miissen auch die Gleichungen richtig sein, die aus (22. 1) 
und (22.2) durch Vertauschung von gestrichenen und ungestrichenen Ver- 
inderlichen hervorgehen. Wir hatten das auch direkt sehen kénnen. 
Erinnern wir uns namlich, daB wir im 2. Abschnitt des I. Kapitels als 
&€-Funktion die GréBe 


f- A - € (z}, tt, Pia Pia) 
eingefiihrt haben, die fiir p;, = pi, jedenfalls ein Extremum mit dem 
Wert 0 besitzt. Aus (22.1), (22.2) folgt, da& auch fiir die Stelle p;, = pj 


ein Extremum 0 besteht; und daher zeigen die Betrachtungen des zweiten 
Abschnitts, daB man auch 


j- A = € (z}, é. Pies Pia) 
setzen kann. Also ist fir alle p;,. 
(23. 1) E (2, te, Pia Dia) = E (2?, é, Pics Pia)- 
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Daraus folgt ohne weiteres: Ist von zwei Flichenelementen in einem 
Punkt, die miteinander die Erdmannschen Gleichungen erfiillen, eines 
halbstark, so ist stets auch das andere halbstark. 


Eine weitere Folgerung aus (23.1) betrifft die zweiten Ableitungen 

der €-Funktion, die wir gleich brauchen werden. Es mu8 namlich 
2 0 , ° 
(23. 2) CEM S Bm Me) gg 
9 Pia O pip 

sein, d. h. gleich den durch (5.1) definierten Zahlen, gebildet fiir die pj. 
Insbesondere ist die mn-reihige Determinante dieser GréBen von Null 
verschieden, da wir von den halbstarken Flachenelementen die Regularitat 
vorausgesetzt haben. 


24. Wir wollen jetzt die Bedingung dafiir aufstellen, da8 auf einer 
Extremale die Mannigfaltigkeiten, wo die Erdmannschen Gleichungen eine 
Lésung besitzen, isoliert liegen. Wir betrachten also die Erdmannschen 
Gleichungen auf einer Extremale, d. h. wir driicken darin z; und p;, durch 
‘, aus. Dann kénnen wir diese un + 1 Gleichungen etwa so schreiben: 


VY (t, Pia) = 0, P is (t, Pia) = Q, 


Wenn diese Gleichungen in einem Punkt (¢,) eine Lésung p;, besitzen, 
dann gehért dieser Punkt offenbar dann und nur dann zu einer genau 
 — i-dimensionalen Mannigfaltigkeit von Punkten mit der gleichen 
Eigenschaft, wenn die Matrix 





/a¥ 0 ¥ 56s 

Op. Op, 

(24. 1) Pte ry 
ea 

\ ot, 88, 


von “n-+ 1 Spalten und wn + pu Zeilen den Rang wn + 1 besitzt. 


Diese Bedingung schreibt sich nun besonders einfach, wenn man von 
der Form (22.1), (22.2) der Erdmannschen Gleichungen ausgeht. Dann 
sieht namlich in dem betrachteten Punkt die Matrix (24.1) so aus: 


0 ae 
I Pig 9 Pip 98) 
0€ BE : 


\9t, Ot, OD5 


%8) Die Ableitung von € nach ¢, ist natiirlich so zu verstehen, daB man auch die 
Abhéngigkeit der z, und p,, von ¢, beriicksichtigt. 





gio 
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Sind die betrachteten Flachenelemente halbstark, so verschwindet nach 


dem vorigen Abschnitt die Determinante a nicht; also hat die 
ta? Pip! 
Matrix (24.1) dann und nur dann den Rang wn+1, wenn die Zahlen 





so nicht alle verschwinden, d.h. wenn die €-Funktion in dem betrachteten 


Punkt einen Gradienten besitzt. 


Die Bedingung (24.1) fiir ein halbstarkes Flachenelement einer 
Extremale ist also gleichbedeutend damit, daB dieses Flichenelement zu 
einer » — l-dimensionalen Mannigfaltigkeit von ebensolchen Flachen- 
elementen der Extremale gehért, die auf ihr ein ,,starkes‘‘ Gebiet von 
einem ,,schwachen" trennt. 

Langs des Randes eines starken Gebietes, er mége in der 
Form (20.1) dargestellt werden, Ja8t sich also eine Lésung der 
Erdmannschen Gleichungen bestimmen, deren Flichenelemente p;,. halb- 
stark sind. Und doch erhilt man auf diesem Wege im allgemeinen keine 
gebrochene Extremale. Denn damit es iiberhaupt méglich ist, mit den 
Anfangswerten p;, eine Extremale zu konstruieren, miissen diese eine 
Bedingung erfiillen, die wir jetzt noch aufstellen wollen und die im all- 
gemeinen durchaus nicht erfiillt ist. 


25. Sind namlich p,;,, und p;. Funktionen auf (20.1) und gehéren 
sie je zu einer w-dimensionalen Flache, die diese Mannigfaltigkeit enthalt, 
so erfiillen sie die Gleichungen 


0€; fi) 
(25. 1) x = Pir a + Pia’: 
dé; , Or ' 
(25. 2) 50, = Pin gy, + Pia 


das ist, was man im Falle « = 2 eine Streifenbedingung nennt. Ist man 
von einer Extremale ausgegangen, so ist (25.1) erfiillt, aber (25.2) im 
allgemeinen nicht. 

Dagegen gibt es immer®*’) ,,Knickstreifen“, d.h. Mannigfaltigkeiten 
(20.1) und auf ihnen Funktionen p,, und pj., die die Erdmannschen 
Gleichungen und (25.1) und /25. 2) erfiillen. Gibt man sich (20.1) vor, 
so hat man 24m Funktionen zu bestimmen, die 


wnt+14+2(¢—1) =(n+2)p-1 


2%) Vorausgesetzt, daB das Variationsproblem nicht fir alle Flichenelemente 
regular ist (denn dann gibt es tiberhaupt nur starke Flachenelemente). 
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Gleichungen befriedigen. Nur fiir ~« = » = 1 sind das genau so viel 
Gleichungen wie gesuchte GréBen; nur in der Ebene existiert also der 
fiir die gewéhnliche Theorie der diskontinuierlichen Extremalen charakte- 
ristische Sachverhalt, daB man in der Umgebung einer ,,Ecke“ in ein- 
deutiger Weise ein Feld von Ecken bestimmen kann. LaBt man uw wachsen, 
so erhalt man mehr Gleichungen als Unbekannte; z. B. wird man bei den 
Flachen im Raum (” = 2, m = 1) sich die Kurve, langs welcher ein Knick 
stattfinden soll, nicht willkiirlich vorschreiben kénnen. Ist dagegen n> 1, 
so hat man stets mehr Unbekannte als Gleichungen. 


26. Hat man eine diskontinuierliche Extremale gefunden, die lings 
ihres Knickes die Erdmannschen Gleichungen mit der Bedingung (24. 1) 
erfiillt und beiderseits des Knickes stark ist, so liefert ein geniigend 
kleines Stiick dieser Fliche in der Tat ein starkes Minimum. Um ein 
geoditisches Feld zu erhalten, das die Flache transversal schneidet, mu8 
man nur die Konstruktion des vorigen Kapitels auf beiden Seiten einer 
Hyperfliche § ausfiihren, die den Knick enthalt. Man wihle die Funk- 
tionen S, so, daB sie auf § mit saimtlichen Ableitungen stetig bleiben; 
dann werden auch die Anfangswerte fiir o;, 0, beiderseits die gleichen, 
und somit sind die P;, im ganzen geoditischen Feld stetig. 


(Eingegangen am 2. 7. 1935.) 
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Die erste Resonanzkurve beim Duffingschen 
Schwingungsproblem. 


Von 
Rudolf Iglisch in Kiel. 


In einer Monographie‘) macht G. Duffing nachdriicklichst aufmerksam 
auf die Wichtigkeit der Behandlung der ersten Randwertaufgabe der 
Gleichung 
(1) &(t) + & sin x(t) = —fsint 
(Gleichung der erzwungenen Pendelschwingungen mit sinusférmiger er- 
zwingender Kraft) im Intervall <0, >, dem halben Periodizititsintervall 
der ungeraden rechten Seite (d. h. der erzwingenden Kraft). Ein be- 
sonders auffilliges, qualitativ von dem der entsprechenden linearen Gleichung 
— wo also auf der linken Seite von (1) sin z durch z zu ersetzen ist — 
véllig verschiedenes Verhalten zeigt die nichtlineare Gleichung (1) in der 
Umgebung derjenigen Lésungen z(t), fiir die die zugehérige Jacobische 
Differentialgleichung 
(2) p(t) + a* cos z(t) p(t) = 0 
eine in ¢ = 0 und ¢ = a verschwindende Lésung besitzt. Solche Lésungen 
a(t) zahlen mehrfach, d. h. es gibt im allgemeinen gewisse Parameter- 
werte a und f#, zu denen es mehr als eine zu diesem x(t) benachbarte 
Lésung von (1) gibt. Derartige Verzweigungen sind bisher erst fiir die 
trivialen Verzweigungslésungen z(t)=0 zu 8 = 0, «* = n* untersucht 
worden*). Ganz allgemein wollen wir solche mehrfachen Lésungen hier Re- 
sonanzlésungen nennen, weil sie die folgende charakteristische Eigenschaft 
besitzen — deren Analogon in der Theorie der linearen Schwingungen im 
Falle der Resonanz bekanntlich allerdings noch viel stirker ausgeprigt 
ist —: Andert man, ausgehend von einer mehrfachen Lésung von (1), 
den Parameter 6 um einen kleinen Betrag 6, so andert sich die Ampli- 


1) Georg Duffing, Erzwungene Schwingungen bei verinderlicher Eigenfrequenz 
und ihre technische Bedeutung, Braunschweig (Friedr. Vieweg & Sohn A.-G.) 1918. 
— Vgl. auch: Georg Hamel, Uber crzwungene Schwingungen bei endlichen Ampli- 
tuden, Math. Annalen 86 (1922), S.-1—13. 

2) Rudolf Iglisch, Zur Theorie der Schwingungen (2. Mitteilung), Monatsh. f. 
Math. u. Phys. 89 (1932), S. 173—220. Diese Arbeit wird sp&terhin stets mit M 2 
abkiirzend zitiert werden. 
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tude der Schwingung im allgemeinen von héherer Ordnung, etwa wie V6 * 


¥é usw.; der Wurzelexponent hiingt von der Art der Verzweigung ab‘). 
Fiir die Technik vor allem wichtig sind natiirlich die sich nicht iiber- 
schlagenden Schwingungen, d. h. diejenigen mit | x(¢)| < 2, denen in dieser 
Arbeit das Hauptinteresse zugewandt ist. Vor allem hat man sich iiber die 
niedrigsten Resonanzwerte Rechenschaft abzulegen; bei linearen Schwingungen 
sind dann die iibrigen Resonanzwerte die ganzen Vielfachen dieser ersten 
Resonanzwerte; d.h. fiir die lineare Gleichung 
c+ats = —fsint 

sind die kritischen Zahlen « die Zahlen 1, 4,9,16,... Bei der nicht- 
linearen Gleichung liegen die Verhiltnisse wesentlich komplizierter, vor 
allem sind die Resonanzwerte «’ Funktionen von f. Die sich stetig zu- 
sammenschlieBenden Wertepaare a’, 8, fiir die Resonanz eintritt — richtiger: 
deren zugehérige Resonanzlésungen z(t) stetig auseinander hervorgehen — , 
wollen wir, in der a’, 6-Ebene aufgetragen, als Resonanzkurven bezeichnen. 
Um Anschlu8 an die Verhiltnisse bei linearen Gleichungen zu gewinnen, 
haben wir z(t) eine Lésung erster Resonanz (erste Resonanzlésung) zu 
nennen, wenn Gleichung (2) eine in t= 0 und ¢t = 2, nicht aber da- 
zwischen verschwindende Lésung (i) besitzt. Die entsprechende erste 
Resonanzkurve in der «*, 6-Ebene zu untersuchen, ist das Hauptziel dieser 
Arbeit. Man kann diese Kurve gewissermafen als die durch das nicht- 
lineare Anziehungsgesetz bewirkte Verzerrung der Vertikalen «*® = 1, die 
die erste Resonanzkurve beim linearen Problem darstellt, ansehen. Da- 
bei wollen wir gleich das folgende allgemeinere Randwertproblem (allge- 
meinere Zwingkraft) untersuchen: 


(3) f(t) +o sin z(t) = —Af(t), 2(0) = 0 = a(x). 
Offenbar brauchen nur nichtnegative Werte von f betrachtet zu werden, 
da mit £ auch z(t) das Zeichen wechselt. Uber f(t) wollen wir nach- 


einander folgende Voraussetzungen einfiihren, die sich hinsichtlich der 
Ungleichheitszeichen noch mildern lieBen: 


(4) f()}>O in (0,2)*), (0) +0, f(x) +9, 


— die beiden letzteren Bedingungen braucht man nur im Falle / (0) = 0, 
bzw. /(z) = 0 zu fordern — 
(5) f() = f(x—9, 

5) Vgl. z. B. Rudolf Iglisch, Zur Theorie der Schwingungen (3. Mitteilung), 
Monatsh. f. Math. u. Phys. 42 (1935), S. 7—36, insbesondere 8S. 33. 


*) (0, 2) bedeutet im folgenden im Anschlu8 an Herrn Kowalewski stets das 
Intervall mit AusschluB der Enden, (0, 2) mit EinschluB der Enden. 
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(6) f()>O in <0, 3). 

Unter diesen, auch fiir Gleichung (1) zutreffenden Voraussetzungen gilt 
der folgende fundamental wichtige Satz fiir die ersten Resonanzen sich 
nicht iiberschlagender Schwingungen: Die erste (bei a? = 1, Bf = 0 be- 
ginnende) Resonanzkurve ist verzweigungsfrei; sie besitet in der a’, B-Ebene 
stels positive Tangentenneigung; zu jedem ihrer Punkte gehért eine in (0, x) 
durchweg negative Resonanzlésung x(t) > —2a. Am SchluB der Arbeit 
wird ein Verfahren angegeben, das diese erste Resonanzkurve punktweise 
mit beliebiger Genauigkeit zu berechnen gestattet. Von Wichtigkeit ist, 
da8 aus der Kenntnis einer solchen Resonanzlésung x(t) leicht die Tan- 
gentenneigung der Resonanzkurve im zugehérigen Punkt «’, 8 angegeben 
werden kann. Das vorhin ausgesprochene Resultat bezog sich auf die 
Lésungen mit |z(t)| << 2. Weitere erste Resonanzlésungen, fiir die z. T. 
|x (t)| > 2 ist, kénnten méglicherweise noch auftreten; sie hingen aber 
mit den eben betrachteten Resonanzlésungen nicht zusammen, so daB die 
Resonanzen sich nicht iiberschlagender Lésungen fiir sich gesondert be- 
trachtet werden kénnen. 

In den ersten Paragraphen werden die Lésungen von (3) fiir «® < 1, 
bzw. 1= «a? <4 noch genauer untersucht, da sich dort auf einfachere 
Weise noch weitergehende Feststellungen machen lassen. Daf iibrigens 
die Voraussetzungen (4), (5) und (6) iiber f(¢) nicht ausreichen, um iiber 
die weiteren Resonanzkurven von (3) entsprechende Aussagen zu machen, 
erhellt schon aus den in M 2, §§ 10 und 11 diskutierten Verzweigungsfillen. 


§ 1. 
Das Intervall 0 < a’ < 1. 

Das erste Randwertproblem der Gleichung (3) fiir das Intervall 
(0, 2) besitzt in diesem Falle bei beliebiger rechter Seite f(t) und beliebigen 
Werten von f stets genau eine und nur eine Lésung’). Der Beweis fiir 
diese Tatsache 1a8t sich deshalb so einfach erbringen, weil die zu jeder 
Lésung z(t) von (3) zugehérige Jacobische Differentialgleichung (2) keine 
in t= 0 und ¢t = a verschwindende Lésung besitzen kann. 

Benutzen wir in diesem Paragraphen iiber f(t) noch einzig die Vor- 
aussetzung (4), so kénnen wir iiber die Lésungen von (3) folgende niitz- 
lichen Satze aussprechen: 


5) Vgl. dazu: Rudolf Iglisch, Zur Theorie der Schwingungen (1. Mitteilung), 
Monatsh. f. Math. u. Phys. 37 (1930), S. 325—342; insbesondere § 3. Diese Arbeit 
wird im folgenden stets mit M1 zitiert. 
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I. Fiir jedes B > 0 sind die Lésungen von (3) im Innern stets positiv; 
ihre Endtangenten sind nicht horizontal. 

II. Bei festem «* wachsen die Lésungen von (3) nebst ihren End- 
tangenten mit wachsendem B. 

Ill. Bei festem B wachsen die Lésungen von (3) nebst ihren End- 
tangenten mit wachsendem «*, solange sie den Wert x nicht erreichen. 

Der Beweis dieser drei Sitze kann etwa so erbracht werden: Fiir 
£8 = 0 hat (3) nur die Lésung z(t)=0. Des weiteren kennen wir noch 
die Lésungen von (3) fiir alle £8 am linken Intervallende «* = 0, und zwar 
kénnen wir fiir diese Satz I sofort als richtig nachweisen. Wire namlich 
fiir ein solches z(t) die Aussage I falsch, so hatte es im Intervall <0, x) 
ein Minimum (besser: einen stationiiren Wert) mit einer nichtpositiven 
Ordinate und einer nichtnegativen zweiten Ableitung; dann kénnte man 
aber aus geometrischen Griinden einen Punkt ¢, mit 7 (t,) > 0 finden, was 
bei «a? = 0 einen Widerspruch gegen Gleichung (3) liefert. — Wir wollen 
jetzt ein beliebiges 6 > 0 festhalten und «* von 0 bis 1 wachsen lassen. 
Zu zwei benachbarten Werten « und «’ + 4(d > 0) seien z, (t) bzw. z, (t) 
die Lésungen von (3) und es werde X(t) = 2, (t) — 2,(t) gesetzt. Dann 
erhilt man durch Subtraktion der fiir 2z,(¢) und z,(t) bestehenden 
Gleichungen 


(7) X (t) + a? cos x, (t) X (t) = — dsin z, (t) + © sin Z, (t) X* (t) 
—dcos Z, (t)X(t), X(0) = 0 = X(z), 
wo Z,(t) und Z, (t) zwischen z, (¢) und z,(t) liegen. Nun la8t sich unser 
Randwertproblem (3) als nichtlineare Integralgleichung schreiben [M 1, § 1] 
und darauf die Schmidtsche Theorie der nichtlinearen Integralgleichungen 


anwenden*). Da fiir x(t) der sogenannte Hauptfall der Schmidtschen 
Theorie vorliegt, ergibt sich leicht’) 


(8) | X (t)| = | 2, (t) — x, ()| S Const. 4. 
Daher sind die beiden letzten Summanden von (7) in 6 mindestens von 
zweiter Ordnung; wir schreiben (7) dann in iiblicher Symbolik so um: 


(9) X (t) + 2 cos 2, (t) X(t) = — dsinz, (t) +0 (8°) 
und bemerken noch, daB dieser Ausdruck 0(6*) an den Intervallenden 
derart nach Null geht, daB die ganze rechte Seite von (9) in (0, 2) 


*) Erhard Schmidt, Zur Theorie der linearen und nichtlinearen Integral- 
gleichungen, III. Teil, Math. Annalen 65 (1908), S. 370—399; fiir das folgende 
vgl. insbesondere § 5. 

7) Vgl. dazu etwa auch: Rudolf Iglisch, Reelle Lésungsfelder der elliptischen 
Differentialgleichung Au — F(u) und nichtlinearer Integralgleichungen. Math. 
Annalen 101 (1929), S. 98—119; insbesondere § 2 und den SchluB von § 3. — Diese 
Arbeit wird iibrigens im folgenden mit Al abgekiirzt. 
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negativ ist und negative Endtangenten besitzt, falls x, (t)< 2 ausfallt 
und auBerdem die in Satz I genannten Eigenschaften besitzt. Man lasse 
jetzt « von Null an wachsen. Dann folgt aus (9) leicht, daB X(t) in 
(0, x) nebst Endableitungen positiv ist, solange nur z, (¢) < 2 ausfallt. 
Denn fiir «* = 0 ist dies sofort zu sehen; wire die Behauptung falsch, 
so miiBte es ein kleinstes «* geben derart, daB dazu eine Lésung X (t) 
von (9) gehért, fiir die entweder in einem Punkt ¢, im Innern von (0, 2) 
X(t.) =0, X(t.) = 0, x > 2, (t,) >0 
gilt oder in der Umgebung eines der Intervallenden (mit AusschluB dieses 
Endes) 


X(t) >0, X(t)S0, F >a, (t)>0, cosz, (t,) > 0; 


beides wiirde einen Widerspruch gegen (9) liefern. Daraus ergibt sich 
unmittelbar der Beweis von Satz III. — Die Einschrinkung 2, (t) < 2 
ist bei beliebigem «a? fiir geniigend kleines f erfiillt. 

Um nun Satz II zu beweisen, betrachte man bei festgehaltenem «* 


zwei Lésungen z,(t) und z,(t) von (3) zu den Werten 8+ 6 und £ bei 
6>0. Mit X(t) = 2, (t) — xz, (t) findet man statt (9) jetzt 

(10) X (t) + a cos z, (t) X(t) = — df(t) + O(8), 

wo die ganze rechte Seite wieder die gleichen Eigenschaften besitzt wie bei 
Gleichung (9). Genau wie dort folgen nun, wenn man # von geniigend 
kleinen Werten an wachsen laBt (wo Satz I nach dem eben Bewiesenen 
gilt), fiir X(t) die Eigenschaften von Satz I, womit Satz II bewiesen ist. 

Satz I folgt dann unmittelbar aus den Siatzen II und III. 


§ 2. 

Bemerkungen fiir den Fall 1 < a*® < 4 unter der Voraussetzung (4). 

Ist B = 0, so besitzt jetzt Gleichung (3) aufer der identisch ver- 
schwindenden Lésung, die wir mit N abkiirzend bezeichnen wollen, noch 
zwei Lésungen, die sich nur durchs Vorzeichen unterscheiden, mit Hilfe 
elliptischer Funktionen darstellbar sind und im Innern des Intervalls 
(0,2) nicht verschwinden; die positive sei mit E,, bezeichnet, die nega- 
tive mit H_,. Fiir « = 1 fallen alle drei Lésungen zusammen. Fiir 
geniigend kleine f gibt es zu N, E,, und E_, benachbarte Lésungen; 
ihre Verzweigungen in der Umgebung des Punktes «? = 1, 8 = 0 habe 
ich in M 2, §3 untersucht. In diesem Paragraphen sollen auch fiir end- 
lich groBe Werte von f qualitative Aussagen iiber die Lésungen von (3) 
gemacht werden, und zwar unter der auch im vorigen Paragraphen ge- 
machten Annahme (4) iiber die rechte Seite f(t). 

I. Die aus E,, und E_, bei B = 0 mit wachsendem B und festem a? 
stetig hervorgehenden Lésungen von (3) wachsen nebst thren Endtangenten, 
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solange sie einfach zihlen, d. h. solange fiir sie die Jacobische Differential- 
gleichung (2) keine in 0 und 2 verschwindende Lésung besitzt. — Bei 
B = 0 zahlen die Lésungen ja in der Tat einfach*), falls «* + 1 ist, und 
bei «? = 1 gibt es fiir 8 + 0 iiberhaupt stets nur eine Lésung, fiir die 
noch die Uberlegungen des vorigen Paragraphen Giiltigkeit besitzen. 

Zum Beweise braucht nur gezeigt zu werden, daB die Lésungen X (t) 
des ersten Randwertproblems (10) im Innern des Intervalls (0,2) stets 
gréBer als Null sind. Das kann man so einsehen: Die Greensche Funktion 
G (t,t) — analog wie wir sie friiher fiir die Gleichung (3) benutzt haben 
(M1, §1) — ist in (0,2) durchweg positiv’), da die Lésung der homo- 
genen Gleichung (10) mit dem Anfangswert 0 und der Anfangstangente 1 
erst hinter ¢ = a verschwindet, analog die bei ¢ = a mit negativer 
Endtangente verschwindende Lésung erst vor ¢ = 0; dies ersieht man 
fiir 6 = 0 aus M2, §5 oder eimfacher aus J, und es gilt bei wachsen- 
dem # dann mindestens solange, als die zu betrachtenden Lésungen z (t) 
von (3) einfach zihlen. Die Lésung des ersten Randwertproblems von 
(10) ist dann darstellbar in der Form 


X(t) = fee, 1) [6 f(r) —O(8)] dt > 0. 


Die Behauptung iiber das Wachstum der Endtangenten ergibt sich wie 
in § 1. 

II. In gleicher Weise beweist man, ausgehend von Gleichung (9) 
statt (10), den folgenden Tatbestand: Geht man aus von einer der eben 
betrachteten durch Fortsetzung aus E.. erhaltenen (mithin positiven) Lé- 
sungen x(t), fiir die also die durch (0) = 0, p(0) = 1 bestimmte Lésung 
von (2) erst hinter x verschwindet, so wichst bei festem B und wachsendem a? 
die Lésung nebst ihren Endtangenten, solange sie einfach zihlt und kleiner 
als x bleibt. Geht man dagegen von einer durch Fortsetzwng aus E_., er- 
haltenen, durchweg negativen derartigen Lésung aus, so nimmt sie nebst 
Endtangenten bei wachsendem «® ab, solange sie einfach zéhlt. 

III. Fir die aus N etwa bei festem «* und wachsendem f hervor- 
gehenden Lésungen gilt ohne weitere Voraussetzungen ein ahnlicher Satz 








8) Vgl. neben M 2, §4 auch: Rudolf Iglisch, Einfacher Beweis, daB beim 
Duffingschen Schwingungsproblem die freien Pendelschwingungen nicht Verzweigungs- 
lésungen sein kénnen. Jahresber. d. Deutsch. Math. Ver. 45, S. 131. Diese Arbeit 
wird kinftig mit J abgekiirzt zitiert. 

®) Vgl. z. B. Frank-v. Mises, Die Differential- und Integralgleichungen der 
Mechanik und Physik, 2. Aufl., Braunschweig (Friedr. Vieweg & Sohn A.-G.) 1930, 
Bd. I, S. 563ff. Dort ist jedoch die Greensche Funktion mit dem umgekehrten Vor- 
zeichen definiert worden. 
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monotoner Anderung nicht. Man kann nicht einmal behaupten, da8 alle 
Lésungen von (3) gleiches Zeichen besitzen miissen. Zu diesem Zweck 


wollen wir ein Gegenbeispiel konstruieren: Man wihle ¢, zwischen 0 und 3 


so, daB fiir ein festes «* Gleichung (3) bei geeignetem positiven f (t) 
mit f(t,) = 0 im Intervall (¢,, 2) eine durchweg negative an den Enden 
verschwindende Lésung z(t) besitzt. Das ist nach I méglich. Jetzt lése 
man mit beliebigem in (0,t,) positivem f,(t) bei /,(t,) = 0, f,(t,) <0 
im Interval] (0,t,) die Gleichung 


&, (t) + a sin x, (t) = — Bf, (t), 2,(0) = 0 = a, (t,). 


az, (t) ist nach §1, I wegen t, << 3 im Innern von (0, ¢,) positiv, und 


durch Wahl von # kann man nach §1, II erreichen, da® 2, (t,) = #(t,) 
wird, wahrend von selbst 7, (t,) = 0 = ¢(t,) wird; man beachte dazu, 
da8 mit wachsendem f die Endtangenten von z,(t) von 0 bei 8 = 0 an 
iiber alle Grenzen wachsen, wie man analog wie in M1, §1 schlieBen 
kann. Durch Aneinanderfiigen von z, (¢) und z(t) entsteht nunmehr eine 
das Vorzeichen wechselnde Lésung von (3) zu einer nichtpositiven stetigen 
rechten Seite — Bf (t), die allerdings noch im Punkte ¢, verschwindet; 
letzteren Schénheitsfehler kann man aber beseitigen, indem man von 
— Bf(t) tibergeht zu einer benachbarten rechten Seite — ff (t)— e* p(t) 
mit passendem positiven p(t) oder, da dieses Verfahren Schwierigkeiten 
machen kénnte, wenn zufillig die zu — #/(t) konstruierte Lésung mehr- 
fach zihlen wiirde, indem man die Voraussetzungen f(t,) = 0 = f, (t,) 
ersetzt durch f/f (t,) = c? = ff, (t,), womit bei der védlligen sonstigen 
Willkiir von f,(t) sich die friihere Konstruktion von z, (t) wiederholen 
la8t. Selbstverstindlich kénnen in gleicher Weise auch Lésungen von (3) 
angegeben werden, die an beiden Intervallenden positiv sind, in der Mitte 
negativ. AuBer diesen beiden Lésungsformen und den schon in I auf- 
getretenen durchweg positiven bzw. durchweg negativen Lésungen kénnen 
weitere infolge des folgenden Satzes nicht auftreten: 

Eine Lésung x(t), die an einer Stelle t = t, negativ ist, ist in einem 


ganzen t, enthaltenden Gebiet von gréBerer Linge als =(> 3 fir a®< 4) 
negatiw. Gabe es namlich ein Intervall (t,,t,) von kleinerer Lange als = 
derart, daB darin z(t) < 0 wire, z(t,) = 0 = z(t,), so fiihre man statt ¢ 





in (3) die unabhangige Variable s = 2x oe | ein; die dann eindeutig be- 


p—t 
stimmte Liésung des ersten Randwertproblems in (0,2) miiBte fiir die 
transformierte Gleichung nach §1 durchweg positiv sein, was einen Wider- 
spruch liefert. 


15* 
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Aus diesem Satz folgt: Gleichung (3) kann im Falle «a? <4 keine 
Lésung besitzen, die im Innern von (0,2) die t-Achse von unten beriihrt. 
Ferner: Eine in (0,2) durchweg positive Lésung x(t) von (3) kann nicht 
durch stetige Fortsetzung in eine auch negative Werte annehmende Lésung 
tibergefiihrt werden, ohne durch die Lésung N bei @ = 0 durchzugehen. 

Uber die aus N bei wachsendem B hervorgehenden Lésungen kann man 
nur aussagen, daB sie in (0,2) nicht durchweg positiv sind. Denn fiir 
a? = 1+ e* mit geniigend kleinem ¢ folgt das aus der in M2, §7 ab- 
geleiteten Ungleichung 


14A= fsintx(ndt <0 


und gilt mithin nach dem eben aufgestellten Satze allgemein. 

IV. Vor kurzem habe ich bewiesen"): Hat f bei festem «* (welches 
dabei beliebig groB sein kann) einen geniigend groBen Wert erreicht, so 
hat das Problem (3) genau eine, und zwar durchweg positive, Lésung. 
Dieser Satz laBt sich fiir unser augenblickliches Problem so erginzen: 
Die aus E., , hervorgehenden (positiven) Lésungen bleiben einfach, verzweigen 
sich also nicht, solange x(t) < x bleibt. Denn fiir E,, za B = 0 ver- 
schwindet, wie friiher schon benutzt wurde, die durch m (0) = 0, 9 (0)=1 
bestimmte Lésung p(t) von (2) erst hinter t = 2. Nach den SchluB- 
weisen der Sturm-Liouvilleschen Theorie folgt die gleiche Aussage wegen 
x (t)> E.,(t) erst recht fiir 6 > 0, solange x(t) < a bleibt, da dann 
in (2) cos z(t) < cos FE, ,(t) ausfillt. 

DaB fiir diesen Satz eine Voraussetzung der Art z(t) << 2 (wo 
die Zahl a natiirlich nicht die auBerste Schranke ist) nicht iiberfliissig 
ist, zeigt die Konstruktion eines Gegenbeispiels. Mit einer geniigend 
kleinen positiven Zahl / wihle man im Intervall <j, 7 —J,. das eine 


gréBere Lange als = besitzen soll, z(t) so, daB mit X(t) = z(t)—22 
X+o%sinX = —/(t), {()>0, X() = 0 = X(x-D, 
X(t) <0 
ist. Das geht sicher mit |X (t)| < «¢ bei beliebig kleinem ¢ und geniigend 
kleinem /(¢); setzt man niamlich etwa /(t) = Bsint, so hat man ja in 
Hinblick auf (10) in 





8 re 
— wT sin ¢++ 0 (6) 
eine zu N benachbarte Lésung von (3) bei beliebig kleinem f, aus der 
durch Transformation der unabhingigen Variablen das jetzt gesuchte X (t) 

1) Rudolf Iglisch, Uber die Lésungen des Duffingschen Schwingungsproblems 
bei groBen Parameterwertep, Math. Annalen 111 (1935), 8.568. Diese Arbeit wird 
kiinftig mit A 2 zitiert. 
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und damit z(t) erhalten werden kann. Auch f(l) + 0 und f(x —l) + 0 
kénnte man dabei leicht erreichen. In den Intervallen <0,/) und 
(x —l, ) kann man nun unschwer die rechte Seite von (3) durchweg 
negativ so erginzen, daB die Lésung x(t) von 2” auf 0 abfillt. Die 
zu diesem jetzt in (0, x) konstruierten x(t) zugehérige Lésung y(t) von (2) 
mit y(0) = 0,@(0) = 1 verschwindet schon vor t = 2, da bei geniigend 
kleinem ¢ schon die Lésung mit g(/) = 0 dies tut. LaBt man jetzt die 
vorhin konstruierte rechte Seite von (3) durch Multiplikation mit einem 
p Faktor fast nach Null abnehmen, so gelangen wir nach III zu einer 
durchweg positiven, notwendig zu Z,, benachbarten Lésung Z(t), wenn 
nicht vorher eine mehrfache Lésung eingetreten ist, iiber die hinaus eine 
Fortsetzung der aus z(t) hervorgegangenen Lésung nicht méglich ist. Aber 
auch wenn die Fortsetzung bis z(t) durchfiihrbar ist, mu8 man zwischen- 
durch auf eine mehrfache Lésung gestoBen sein, da fiir z(t) die Lésung 
g(t) des stets betrachteten Anfangswertproblems (2) erst hinter 2 ver- 
schwindet, wie vorhin festgestellt wurde. 





i 


§ 3. 


Die Wirkung der Zusatzvoraussetzungen (5) und (6) 
im Intervall 1 < a® < 4, 


I. Aus der Voraussetzung (5) folgt ganz allgemein fiir beliebige Werte 
von a’, daB neben z(t) auch xz(a—t) Lésung von (3) ist; beide 
sind dann und nur dann identisch, wenn z(t) 2u z symmetrisch ist. 
Fiir 0 < a <1 sind also sicher alle Lésungen von (3) zu 5 symmetrisch. 
Das gleiche wollen wir jetzt fiir 1 < a? <4 zeigen. Ware namlich x(t) 
eine nicht zu > symmetrische Lésung von (3), so auch z(x—t). Be- 


deutet Z(t) eine passende Funktion zwischen x(t) und z(z — t), so folgt 
fir y(t) = x(t) —2z(x - t) 


(11) §+@cosz(t)y= 9, y(0) = 0 = y(2), 
wo y offensichtlich zu = ungerade ist. Fiir «*® <.4 ist dieses Randwerte 


problem aber mit einer im Innern von (0,2) verschwindenden Lésung 
nicht erfiillbar. 


Ist bei beliebigem «? ein zu — symmetrisches x(t) eine mehrfache 
8 5 sym 


Lésung, d. h. besitzt die zugehérige Gleichung (2) eine in 0 und a ver- 
schwindende Lésung ¢(t), so muB diese, wie aus (2) sofort zu sehen ist, 


zu a gerade oder ungerade sein. Nach der eben an (11) angeschlossenen 
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Bemerkung mu8 demnach im Falle 1 < «’ < 4 jedes solche g(t) not- 
wendig zu > gerade sein. 


II. Die Voraussetzung (6) leistet dariiber hinaus das folgende: Es 
gibt keine Léswng x(t) von (3), die bis t = > hin zwei horizontale Tan- 
genten besitzt, von denen die zweite tiefer liegt als die erste. Seien etwa 
im Gegenteil zwei horizontale Tangenten in ¢, und ¢, ( 0s4<45 5! 


vorhanden und z(t,)< az(t,). Dann folgt aus (3) durch Differentiation 
mit der Abkiirzung y(t) = < (t) 


(12) i+ atcoszy = —Bf(t), y(t) = 0 = y(t). 
Da aber im Intervall ¢,,¢,) die erste Randwertaufgabe von (2) fiir a? < 4 
nicht lésbar ist, folgt wegen i®>0 genau wie in § 2, I, daB die Lésung 
y(t) von (12) in (¢,,¢,) positiv sein mu8, was einen Widerspruch liefert. 
III. Wir wollen jetzt mit wachsendem # die aus E_, stetig hervor- 
gehenden Lésungen betrachten. Nach § 2, I wachsen sie, solange sie 
einfach zihlen. Da fiir geniigend groBe Werte von f nur eine durchweg 
positive Lésung vorhanden ist (A2), mu8 man bei einem endlichen Wert £, 
zum ersten Male zu einer mebrfachen Lésung z,(t) gelangt sein: denn 
die durch Fortsetzung aus E_, erhiltlichen Lésungen kénnen nie den 
Wert 0 mit horizontaler Tangente erreichen, an den Enden ¢ =0 und 
t = a nicht wegen II, an einer Stelle ¢, im Innern von (0, z) nicht nach 
§ 2, III, da in ¢, die Lésung die t-Achse von unten beriihren miiBte. Die 
mehrfache Lésung z,(t) zu 8, > 0 ist mithin in (0,2) durchweg negativ. 
Daraus folgt, daB sie genau zweifachzaihlende Lésung ist; denn die 
Schmidtsche GréBe L, hat nach Al, §6 den Wert 


(13) L, = Const. { gi (t) sin a, (t) de, 


wo @,(t) die zu 2, (t) gehérende Lésung der ersten Randwertaufgabe 
von (2) in <0, z) ist und die multiplikative Konstante sicher von Null 
verschieden ausfallt. Da beide Faktoren des Integranden das Zeichen 
nicht wechseln, ist also ZL, + 0, was das Kriterium fiir eine zweifach 
zihlende Lésung ist. Ich benutze jetzt fiir die Untersuchung der Nachbar- 
lésungen zu z,(t) die Ergebnisse von Al, §4. Diese gelten fiir unser 
Problem aus folgendem Grunde: Die zum Problem (3) zugehérige nicht- 
lineare Integralgleichung lautet ja (vgl. z. B. M1, § 1) 


(14) z(t)— o@ (ev. t) sin z(tr)dt = B (eu, t)f(t)dr. 


Der fiir die Resultate in Al, §4 ausschlaggebende Ansatz A 1, (65) ist 
dann und nur dann méglich, wenn das auf der rechten Seite von (14) 
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stehende Integral nicht orthogonal ist zu der zu g,(¢) adjungierten 
Eigenfunktion 


(15) y, (8) = Const. cos x, (8) - p, (8), 
d. h. wenn 
(16) f msde +0 


ausfallt, was offenbar der Fall ist, da beide Integrandfaktoren in (0, x) 
positiv sind. Aus den Siatzen in Al, 8.113 folgt nun, daB sich z, (t) 
nicht iiber #8, hinaus nach gréBeren f-Werten fortsetzen laBt, daB viel- 
mehr zu jedem dicht vor #, liegenden f genau zwei einfach zahlende 
Lésungen von (3) gehéren, von denen wir die eine schon vorhin betrachtet 
haben. Im Nachfolgenden wenden wir unser Augenmerk der zweiten 
dieser Lésungen zu. Diese zweite Lésung ist iibrigens dadurch charak- 
terisiert, daB die zugehérige Lésung y(t) des Anfangswertproblems (2) 
schon vor x durch 0 geht, wahrend bei der zuerst betrachteten Lésung 
die erste Nullstelle des zugehérigen g(t) hinter x lag"). Sei jetzt f, ein 
zu f, benachbarter kleinerer Wert, z,(s) die zugehérige jetzt zu betrach- 
tende zweite Lésung. Da nach den Gleichungen (62), (61), (65) und (76) 
von Al a, (t)— a, (t) in erster Naherung die Gestalt der Funktion 9, (t) 
besitzt, ist also z(t) — x, (é) in (0,2) gréBer als Null. Ich setze jetzt 
a, (t) nach abnehmenden Werten von f fort, solange die Lésung einfach 
bleibt. 

Ich behaupte, ich muB bei diesem FortsetzungsprozeB bis 6 = 0 ge- 
langen, ohne unterwegs auf eine mehrfache Lésung zu stoBen; die bei 
8B = 0 erreichte Lésung muB dann nach § 2, III notwendig N sein. Wir 
wollen im Gegenteil annehmen, da8 wir bei #(a*) > 0 zu einer mehrfach 
zihlenden Lésung Z(t) gelangen wiirden, die dann notwendig wieder zwei- 
fach zihlen mu8 wegen der fiir sie geltenden zu (13) analogen Formel. 
Zu dem gleichen «* hatten wir vorhin schon eine GréBe £, («*) > B (a’) 
festgestellt, zu der gleichfalls eine zweifach zaihlende Lésung gehért. Wir 
tragen beide Punkte in der «’, 6-Ebene auf. Wandert man in dieser bei 
festem «® mit sich ainderndem #, so tritt bei Durchgang durch jeden 
dieser beiden Punkte eine Anderung der Lésungsanzahl von (3) um + 2 
ein (Al, §4). Ich lasse nun «* abnehmen. Dann miissen wegen der 
letztgenannten Eigenschaft sich stetige Kurven (die sog. Resonanzkurven) 
B, (a) und B(a*) verfolgen lassen, da in der «, B-Ebene isolierte Punkte 
keine Trennung von Gebieten verschiedener Lésungsanzahlen bewirken 


11) Vgl. dazu etwa: Rudolf Iglisch, Zur Topologie der Verzweigungslésungen 
einer nichtlinearen Integralgleichung, Jahresber. der Deutschen Math.-Ver. 41 (1932), 
S. 245—264, insbesondere den Satz auf S. 253. 
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kénnen. Nun sind folgende drei Fille denkbar: a) Beide Kurven lassen 
sich bis «* = 1 hin getrennt verfolgen, wo sie dann in den in der 2’, f- 
Ebene am weitesten links gelegenen Verzweigungspunkt «*? = 1, 8 = 0 
einmiinden. Dies ist nach M2,§7 nicht méglich. b) Beide Kurven 
schneiden sich in einem Punkt «aj > 1, 8, >> 0 in dem Sinne, daB zu 
beiden Kurven auch die gleiche mehrfache Lésung z,(t) gehért. (Im 
anderen Falle wollen wir nicht von einem echten Schneiden beider Kurven 
sprechen.) Wir wollen zunichst annehmen, da8 durch diesen Punkt nicht 
noch weitere derartige Kurveniste hindurchgehen. Ob man eine der beiden 
Kurven oder beide weiter nach links fortsetzen kann, kiimmert uns bei 
dieser Uberlegung nicht. Wir wollen nur diejenigen Lésungen von (3) 
betrachten, die zu x, (¢) geniigend benachbart sind. Da auf den Resonanz- 
kurven stets L, + 0 ist, also infolge der geometrischen Konfiguration L, 
stets das gleiche Vorzeichen haben muB, tritt, etwa bei abnehmendem f, 
in der Nachbarschaft rechts von a} an jeder Kurve eine Anderung der 
Lésungsanzahl um den gleichen Betrag ein (vgl. Al, § 4), also beidemale 
um + 2, oder beidemale um — 2. Infolgedessen gibt es in der Nihe des 
Punktes a3, 8, drei verschiedene Arten von Punkten: 1. solche, fiir die es 
keine zu 2, (t) benachbarte Lésung von (3) gibt, 2. solche mit zwei, 3. solche 
mit vier zu z,(t) benachbarten Lésungen von (3). Fall 3. vertrigt sich 
aber nicht mit der Eigenschaft von z,(t), zweifache Lésung zu sein). — 
Der entsprechende Schlu8 gilt auch, wenn im Punkt «3, 8, mehr als zwei 
Kurveniste zusammentreffen. c) Bleibt also nur roch die Méglichkeit, 
daB sich die Kurven £, («*) und f(a’) nicht treffen. Dann muB aber eine 
von ihnen rechts von dem Wert a«* = 1 enden, etwa bei ai, 8, (8, > 0); 
wegen der Eigenschaft dieser Resonanzkurven, Gebiete verschiedener 
Lésungsanzah] zu trennen, mu8 dann durch aj,f, noch ein zweiter 
Resonanzkurvenast hindurchgehen, so daB wir zum gleichen Widerspruch 
gelangen wie unter b). 

Jetzt haben wir folgenden Sachverhalt: Die vorhin gefundene Resonanz- 
kurve B,(«*) ist die einzige, deren zugehdrige Lisungen zx,(t) von (3) im 
(0, 2) durchweg zwischen 0 und — 2x liegen mit Ausschlu8 der Grenzen. 
Da8 namlich eine Lésung von (3) bei 8 > 0 nicht in einem Punkte ¢* 
die Horizontale t = — 2 von oben beriihren kann, zeigt die Betrachtung 
von (3) fiir ¢ = ¢*. 

IV. Auch iiber die Tangentenneigung dieser Kurve £,(«*) laBt sich 
noch eine Aussage machen. Sei in einem ihrer Punkte «’, 8, die zu- 


12) Vgl. dazu neben der in Anm. *) zitierten Arbeit von E. Schmidt auch: 
Rudolf Iglisch, Uber die Vielfachheit einer Lésung in der Theorie der nichtlinearen 
Integralgleichungen von E. Schmidt, Jahresber. d. Deutschen Math. Ver. 39 (1930), 
8. 65—72. Die dortigen Beweise lassen sich leicht auf unser Problem ibertragen. 
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gehérige zweifache Lésung wieder z,(t) genannt. Zur Untersuchung von 
Nachbarlésungen habe ich neben 
%,+ a sinz, = —£,f 
noch die Gleichung 
«+ (a? + e) sin cs = — (8, + d)f 
zu betrachten. Mit der Abkiirzung y = x — x, folgt durch Subtraktion 


(17) ¥ +? [cos z, y — } sin z,y* — ...] = — 6f — e[sin z, + cos x, y — ...]. 


Auf diese Gleichung sind die Resultate von Al, §4 anwendbar, solange 
die rechte Seite nicht zu der zu z,(t) zugeordneten Lésung g, (t) von (2) 
orthogonal ist. Daraus ist zu schlieBen, daB die fragliche Tangenten- 
neigung der Kurve f, («*) gegeben ist durch 


f P (t) sin x, (t) dt 
0 





d 
(18) a~=4, 


J m@smae 


Denn zieht man in der «’*, B-Ebene durch den Punkt P, = (a’*, B,) eine 
Gerade mit der Neigung > = const., so liegen auf dieser nach Al, § 4 auf 
der einen Seite von P, genau zwei einfache kleine Lésungen z(t) der 
Gleichung 

2+ @ [cos z,z—}sinz,27—...] = —df—esinz,, 
auf der anderen Seite iiberhaupt keine, falls 


7 


(19) J (6f@ +e sin 2,0) 9, (dt + 0 


0 


ist. Die fiir die Lésungsanzahl ausschlaggebenden Glieder der Schmidtschen 


Verzweigungsgleichung fiir die Variable 4 = fq@e()de kénnen ja nach 
Al, (66) auf die Form : 
(20) L,(A+ 6?+6+...=0 
gebracht werden. Bei der Gleichung (17) treten zu der entsprechenden 
Verzweigungsgleichung infolge der Anderung der rechten Seite als niedrigste 
Zusatzglieder solche der Ordnungen 6* und Aé auf, was offenbar fiir die 
Anzahl der kleinen Lésungen A der Gleichung (20) ohne Belang ist. 
(N.B. Ist + sehr groB, so vertausche man bei dieser Uberlegung die 
Rollen von ¢ und 4). Dieser Schlu8 versagt dann und nur dann, wenn 
das Integral in (19) verschwindet, was fiir die Tangentenneigung der Kurve 
B, (a*) auf die Formel (18) fihrt. 

V. Die zu einem B < B,(«*) gehirenden beiden negativen Lésungen 
haben die Eigenschaft, daB die aus N hervorgehende villig oberhalb der aus 
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E_, hervorgehenden liegt. Die Behauptung ist sicher richtig fiir 6 = 0. 
Wire sie falsch, so miiBte es ein kleinstes 6 < f, geben, derart daB die 
aus N hervorgegangene Lésung 2y (t) die aus E_, hervorgegangene Lésung 
zp{t) an einer Stelle ¢, von oben beriihrt; daraus wiirde aber z(t) = zy (t) 
folgen. 

VI. Wir zeigen jetzt: AuBer den eben gefundenen zur Kurve B, (a’) 
gehérenden zweifachen Lésungen (die iibrigens fiir «? = 1, 8 = 0 dreifach 
zihit nach M2, §2) gibt es keine weitere mehrfache Lésung mit |x| < 2. 
DaB es keine weiteren durchweg negativen solchen Lésungen geben kann, 
folgt aus den in III geschilderten Schliissen. Eine Lésung mit positiver 
Anfangstangente, die spiterhin auch negative Werte annimmt, ist unter 
Beachtung von I nach II unméglich. Eine Lésung mit negativer Anfangs- 


tangente und spiterhin positiven Werten ist infolge der Symmetrie zu ; 


nicht méglich, da sonst gem&B § 2, III zwei Intervalle von gréBerer Linge 
als ; existieren miiBten, in denen die Lésung negativ ist. Es kommen also 


nur noch durchweg positive Lésungen in Frage. Die mit wachsendem # aus 
E.. hervorgehenden Lésungen bleiben sicher einfach fiir s< 2; denn 
fir Z,, verschwindet die Lésung g(t) des Anfangswertproblems (2) erst 
hinter a (M 2, §5 oder J), daher fiir die in Rede stehenden Lésungen bei 
6 > 0 erst recht, weil nach § 2,1 diese Lésungen mit 8 monoton wachsen. 
Eine durchweg iiber EZ, , liegende Lésung von (3), die 2 nicht iiberschreitet, 
kann aus dem gleichen Grunde nicht mehrfach zihlen. Gabe es zu einem 
Wertepaar «’,# eine durchweg positive mehrfache Lésung, so miiBte diese 
z.T. unter Z,, liegen. Nun gibt es aber keine Lésung z(t) von (3), die 
£., in einem Punkt ¢, von unten nach oben durchsetzen kann. Denn 
mit der Bezeichnung z(t) = 2(t)— E,,(t) und einem passenden zwischen 
z(t) und E,,(t) gelegenen #(t) hat man, wenn ¢, > 0 den letzten Treff- 
punkt von z(t) und #,,(t) vor t, bedeutet, 


2+ a*cos¥z = —ff(t), z(t.) = 0 = z(t,), z(t) << 0 in (t,,¢,). 


Dies ist aber nach § 1, I unméglich. — Es kommen als positive mehrfache 
Lésungen z(t) also nur noch solche in Frage, die durchweg unter £, , (t) 
liegen. Genau wie in III wire die zu diesem mehrfach zahlenden z(t) 
gehérige GréBe L, + 0; genau wie dort kimen wir also, von diesem z(t) 
ausgehend, zu einer ganzen Resonanzkurve in der «’, f-Ebene, deren zu- 
gehérige mehrfache Lésungen alle kleiner sein miiBten als das jeweilige 


E,(%). Diese Kurve kann sich nicht bis «* = 1 hin nach links fort- 


setzen lassen, und man gelangt zu dem gleichen Widerspruch wie in III 
mit der Kurve f(a’). Damit ist unser Satz bewiesen. 
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Folgerung: Wir kennen mithin in den aus E_,, N und E.,, mit 
wachsendem B stetig hervorgehenden Lésungen stimtliche Lésungen von (3), 
die dem Betrage nach durchweg x nicht iiberschreiten. 

VII. Von den zur Kurve f,(«*) gehérenden zweifachen Lésungen z (t) 
1aBt sich noch folgendes feststellen: Ist a? < a}, so gilt fiir die zugehérigen 
zweifachen Lésungen z, (t) bzw. z, (t), daB x, (t) nicht durchweg iiber z, (t) 
verlaufen kann, da sonst cos z,(t) > cosz,(t) wire und somit das erste 
Randwertproblem von (2) in (0, x) nicht gleichzeitig fir z(t) = z, (t), 
a =a, und z(t) = a(t), « =a, > «,, lésbar sein kénnte. 


§ 4. 
Die ersten Resonanzlésungen bei beliebigem a’. 

Unter einer ersten Resonanzlésung x(t) wollen wir wie bisher eine 
solche mehrfache Lésung von (3) verstehen, fiir die das erste Randwert- 
problem (2) eine im Innern von (0,2) nicht verschwindende Lésung 9 (t) 
besitzt. Es ist nun besonders erfreulich, da8 sich ohne groBe Miihe unter 
den Voraussetzungen (4), (5) und (6) iiber /(t) alle wesentlichen Resultate 
der §§ 2 und 3 iiber die ersten Resonanzlésungen auf beliebige «* iiber- 
tragen lassen. 

I. Da auch bei beliebigem « die Symmetrievoraussetzung (5) allen 
Lésungen von (3) die Eigenschaft verleiht, zu = symmetrisch zu sein, ist 
a 
2 
ungerade. Wohl kann man aber Aussagen machen iiber die zu einer zu 


natiirlich nicht richtig. So sind ja z. B. fir 6 — 0 alle B.«,4,) zu 


> geraden Lésung benachbarten Lésungen. Fiir das Folgende geniigen 
hier zwei Feststellungen: a) In der Nachbarschaft einer zu = geraden ein- 


fachen Lésung von (3) sind alle Lésungen zu > gerade. Denn aus der Vor- 


aussetzung (5) folgt, daB neben z(t) auch x(a —t) Lésung derselben 
Gleichung (3) ist. Beide sind dann und nur dann identisch, wenn z(t) 


zu ; gerade ist. Sei jetzt 2z,(¢) einfache zu a gerade Lésung und zg, (t) 


dazu benachbart und nicht zu = gerade. Dann ist auch x(x — ¢) zu 2, (t) 


benachbart, was einen Widerspruch darstellt gegen die Eigenschaft von z, (t), 
einfache Lésung zu sein. — In gleicher Weise beweist sich der Satz: 


Ist x, (t) 2 > gerade zweifache Lésung (L, + 0), etwa fiir B = B,, und 
gibt es zu einem zu 8, benachbarten B, eine zu z gerade Nachbarlésung 
von 2, (t), so ist auch die andere zu B, gehérende Nachbarlésung von 2, (t) 
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zu : gerade. Man beachte dazu, daB es zu jedem zu #, benachbarten f, 


entweder zwei Nachbarlisungen zu 2, (¢) gibt oder keine. 

II. DaB keine Lésung z(t) von (3) die Horizontale t = — 2a in 
einem Punkt /* von oben beriihren kann, zeigt — wie auch schon in §3, III 
dargetan wurde — die Betrachtung von (3) fiir ¢ = ¢*. Genau wie in 
§ 2, I und II kann man nun feststellen: Die aus E,. und E_, bei B = 0 
mit wachsendem B und festem a stetig hervorgehenden Lisungen x(t) von (3) 
wachsen nebst ihren Endtangenten, solange sie einfach zihlen — nach § 4, I 
sind sie iibrigens alle zu > symmetrisch —; geht man von einer so durch 
Fortsetzung aus E_, (bzw. E,,) erhaltenen Lésung x(t) aus, bevor Ver- 
zweigung eingetreten ist, und lapt bei festem f jetzt a wachsen, so nimmt 
die Lésung nebst ihren Endtangenten dauernd ab (bzw. zu), solange sie dem 
Betrage nach kleiner als x bleibt. Damit dieser letzte Satz beziiglich der 
aus E_, hervorgehenden Lésungen richtig ist, mu8 noch gezeigt werden, 
daB von selbst alle bei diesem FortsetzungsprozeB erhaltenen einfachen 
Lésungen wie E_, selbst in (0,2) durchweg negativ sind. Das wird nach 
dem bei festem «* und wachsendem  festgestellten Ergebnis der Fall sein, 
wenn wir folgenden Satz als richtig nachweisen: 

III. Eine erste Resonanzlésung, die dem Betrage nach durchweg x 
nicht iiberschreitet, ist durchweg negativ in (0, 2) mit nicht verschwindenden 
Endtangenten. Wir wollen diesen Satz zunichst fiir die zu $ symmetrischen 


ersten Resonanzlésungen sicherstellen. Beweis: a) Wie in §3, II folgt, 


da8 keine erste Resonanzlésung — iiberhaupt keine zu = symmetrische 
Lésung, deren zugehérige fiir ¢ = 0 verschwindende Lésung g(t) von (2) 
nicht vor t= verschwindet — mit einer nichtnegativen Anfangs- 


tangente beginnen und spiter negative Werte annehmen kann; denn Glei- 
chung (12) kann in keinem Intervall zwischen 0 und 5 eine durchweg 
negative an den Enden verschwindende Lésung besitzen. 

b) Schwieriger zu beweisen ist, daB auch keine derartige Lésung z (t) 
mit negativer Anfangstangente beginnen und spiterhin positive Werte an- 
nehmen kann. Sei im Gegenteil z(t) <0 fir OS t<t, << 3 bei ¢, 
wechsele z(t) das Vorzeichen. Wir kénnen zunichst feststellen, daB es 
keine zwei getrennten Intervalle geben kann, in denen z(t) positive Werte 
annimmt, da sonst x(t) dem auch in a) benutzten Satz von § 3, II wider- 
sprechen wiirde. Ein Vorzeichenwechsel von z(t) kann in (0, 2) also nur 
genau an zwei Stellen ¢, und ¢, = 2 —t, eintreten. Wegen der Symmetrie 


zu 3 liegt die horizontale Tangente von z(t) bei positivem z an der 
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Stelle > Ich definiere jetzt neben z(t) fiir 0 << ¢ < 2t, < a die Funktion 
#. x (t) fir ¢<%, 

(21) y= —ax(2t,—¢) fir ¢>t,. 

Ich will zunachst folgenden Hilfssatz beweisen: 

Hilfssatz: Die fiir ¢= 0 verschwindende Lésung p(t) von 
(22) y+ cos yp = 0 
hat ihre erste Nullstelle vor $ ¢,. 

Nach Definition ist z(t) so beschaffen, daB die in t = 0 verschwin- 
dende Lésung g(t) von (2) nicht vor oder in t, verschwindet; das zu z(t) 
gehérende g(t) geht also erst hinter ¢, durch Null. Ich behaupte jetzt, 
x(t) liegt in (0,t,) ganz oberhalb der zu diesem Intervall gehérenden Frei- 
schwingung FE". Zuniichst ist die Ungleichung 

# (0) > E*, (0) 
mit Hilfe der fundamentalen Sturm-Liouvilleschen Beziehung 
(23) (E',2—#¢E",)|' 


t t 
= B(f() B',()dt— a? | [sin E_, () c(t) — sin z(t) E_, (dt 
0 0 


abzulesen; denn man erhialt bei gegenteiliger Annahme wegen (4) hierzu 
einen Vorzeichenwiderspruch, wenn man fiir ¢ die erste positive Stelle t < t, 
einsetzt, wo sich E(t) und x(t) schneiden; dabei beachte man, daB in 
diesem Intervall der Integrand des ganz rechts stehenden Integrals 
durchweg positiv ist, da fiir von 0 bis a (sogar etwas dariiber hinaus) 


wachsendes z die Funktion = monoton abnimmt. In gleicher Weise folgt 
#(t) SB (t). 


Liegt nun wirklich in (0,t,) stets x(t) oberhalb £",(t), so kann man so 
schlieBen: Definiert man in (0,2t,) die Funktion z(t) durch 


E", (t) fir t<t, 
— E",(2t, —t) » ar 
so verschwindet nach J die Lésung z(t) mit 7(0) = 0 von 


z() = 


xy + «®coszy=0 
vor ;t,. Die erste Nullsstelle von y(t) liegt aber, wie leicht aus (22) zu 
sehen ist, noch vor der ersten Nullstelle von z(t). — Da in (,t,) x(t) 
auch E(t) wegen der an der Beriihrungsstelle durch die Differential- 
gleichungen vorgeschriebenen zweiten Ableitungen nicht von oben beriihren 
kann, bliebe nur noch die Méglichkeit, daB z(t) an den Enden des Inter- 
valles (0, ¢,) zwar oberhalb E" liegt, dazwischen aber z. T. unter- 
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halb, etwa in einem Intervall (¢,,¢,) innerhalb (0,¢,). Dann gibt es einen 
ersten Punkt t,>¢t,, in dem <(t,) = EB", (t,) gilt. Da wir statt x(t) 
und EB" (t) evtl. 2(t, —t) und E(t, —t) betrachten diirfen, kénnen wir 
annehmen, da8 <z(t,) <= 0 ist. Wendet man (23) auf das Intervall ¢é,,¢,) 
an, so gelangt man zu einem Vorzeichenwiderspruch. z(t) mu8 also stets 
oberhalb E(t) liegen; damit ist unser Hilfssatz bewiesen. 

Unter Verwendung des Hilfssatzes laBt sich nun zeigen, da8 fiir eine 
Lésung z(t) der jetzt unter b) in Rede stehenden Form die Lésung 9 (t) 
von (2) mit (0) = 0 gleichfalls vor }¢, verschwinden mu8, nimlich 
vor der ersten Nullstelle von z(t). Das ist ohne weiteres klar, wenn ich 
fiir ¢,; << t< }t, die Ungleichung 
(24) cos z(t) > cos z (t) 


nachweise. Aus der geometrischen Konfiguration folgt dies sofort, wenn 
ich die Beziehung z(t) < y(t) fiir diejenigen Werte ¢ beweise, fiir die z(t) 
positiv ist, also fiir t, << ‘<= Min(a—t,, $t,). Nun geniigt dort y(t) 
der Gleichung 
¥+a'siny = Bf (2t, —?%). 

Kurz hinter ¢, verlauft x(t) unter y(¢), weil z(t,) = y(t,) und z(t,) = y(t,) 
gilt. DaS dann in einem unserem betrachteten Interval] angehérigen 
Wert t, z(t) und y(t) sich nicht zum ersten Male treffen kénnen, ersieht 
man aus der Sturm-Liouvilleschen Beziehung 


te ty 
(iz —ay) |? +a? { {wsin y — ysinz} dt = Bi [f(2t,— a(t) + fy (at, 
ty th 


da die linker Hand auftretende geschweifte Klammer nach einer oben ge- 
machten Bemerkung negativ ist. 

c) DaB keine ersten Resonanzlésungen in (0, 2) durchweg positiv 
sein kénnen, folgt genau wie in §3, VI durch Verfolgung der zugehdérigen 
Resonanzkurve nach fallenden Werten von «’ zu. 


d) Jetzt ist noch zu zeigen, daS etwa vorhandene, nicht zu = 


2 
metrische Resonanzlésungen gleichfalls in (0,2) durchweg negativ sein 
miiBten. DaB eine solche nicht durchweg positiv sein kann, folgt wie 
unter c), wenn wir noch die Méglichkeit von Lésungen, die das Vorzeichen 
wechseln, ausscheiden. Die Annahme, da® eine negative Anfangstangente 
vorhanden ist und spater positive Werte angenommen werden, Ja8t sich genau 
wie unter b) ad absurdum fiihren, vorausgesetzt, daB das Intervall (0,?,), in 
dem z(t) < 0 ist, eine kleinere Lange als + besitzt. Nun die Méglich- 
keit, daB an den Enden 0 und a zwei Intervalle mit positiven Werten 
von z(t) anstoBen, wahrend zwischendurch auch einma! negative Werte 
von z(t) angenommen werden. In diesem Falle kommt man aber ent- 
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weder mit z(t) oder mit +(x — t), das ja Lésung derselben Gleichung (3) 
ist, in Widerspruch zu dem auch unter a) benutzten Satze aus § 3, II. 
Unter abermaliger Beriicksichtigung, da8 neben z(t) auch x(x —t) 
Lésung von (3) ist, bleibt demnach fiir das Vorzeichen wechselnde erste 
Resonanzlésungen nur noch die Méglichkeit, da8 in einem Intervall (0, t,) 


mit 4, <= a z(t) >O ausfallt, im Intervall (¢,,2) z(t)< 0. DaB eine 
derartige erste Resonanzlésung nicht auftreten kann, ist schwieriger zu 
beweisen. Etwa so: 

Sei t, < ¢, der gréBte t-Wert, an dem dieses x(t) eine horizontale 
Tangente bei positiver Ordinate besitzt; analog sei t, die kleinste Stelle, 
wo «(t,) <0, gleichzeitig z(t,) = 0 ist. Ersichtlich ist t, > = da man 


sonst mit dem auch unter a) verwandten Satz aus § 3, II in Widerspruch 
gerit. Genau wie unter b) zeigt man, daB 


(25) —z(t)>a2(2t,-—t) fr 0OSt<s, 
gilt. Daraus schlieBt man sofort 
— x(t.) > x(t,). 
Nun kénnen wir feststellen, daB 
z-—-t,>4 
gelten muB. Im anderen Falle hatte die Funktion y(t) = — x(x —?), 
die der Gleichung 
j+osiny = Bf (t) 
geniigt, an-einer Stelle ¢, < ¢, ein positives Maximum, welches gréBer ist 


als der Wert x(t,). Die Sturm-Liouville-Beziehung 


ts 


(yz — &y)|* + a? { [2 sin y — ysinz]dt = PATO) EAC) + y(t)jdt 


liefert dann einen Vorzeichenwiderspruch, wenn fiir die untere Grenze ¢ 
der am nichsten vor ¢, gelegene Schnittpunkt ¢, von x(t) und y(t) ein- 
gesetzt wird (0 < t,< t,). Zu diesem SchluB ist zu beachten, daB z (t) 
vor ¢, nicht negativ sein kann, da man sonst wieder mit dem schon oft 
benutzten Satz aus §3, II in Widerspruch gerat. 

Im Intervall (¢,,¢,) mite nun mit der Abkiirzung 2(t) = z(t) die 
Gleichung 


(26) F+a*cosrz = —Bf(t), z(t.) = 0 = z(t) 
eine durchweg negative Lésung z(t) besitzen. Um zu zeigen, daB dies 
nicht médglich ist, sei analog wie in §2, 1 mit G(t,r) die (positive) 
Greensche Funktion fiir das erste Randwertproblem in ¢f,,t,) des Diffe- 
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rentialausdruckes 7 + a cos xz bezeichnet. Wir betrachten insbesondere 
die Funktion @(,>) = g(t) und behaupten, daB die Ungleichung 


g(t)<g(a—t) fir [<t<t, 
gilt. Setzen wir g(x —t) = A(t), so haben wir ja in (Ft) 


f(t) + a? cos x(t) g(t) = 0 
und 


h(t) + a cos x(a — t)h(t) = 0. 
Weiter wissen wir noch, daB (>) = g(}) gilt und daB in (3, ¢,) 


h(t) durchweg positiv ist, wihrend aus der geometrischen Konfiguration 
unter Beachtung von (25) leicht 


cos x(a — t) > cosa (t) 
folgt. Jetzt ist zu ersehen, dab 
(27) g(t) Sh) =g(x—t) fir FSt<s, 
gelten muB, da unter gegenteiliger Annahme die Sturm-Liouville-Beziehung 


(gh — hg)\2 + a! | (cos 2 (t) — cos a(x — t)] g(thh(tj)dt = 0 


zu einem Vorzeichenwiderspruch fiihrt, wenn man fiir t, und 1, zwei be- 


nachbarte Schnittpunkte von g(t) und A(t) innerhalb (Ft) einsetzt, 


zwischen denen g (¢) gemaB der Annahme iiber A(t) liegt (F <= t,<%< ts) . 


Aus (26) folgt nun wegen der Symmetrie der Greenschen Funktion und 
unter Beriicksichtigung von (27) 
t te 
nm i x \ 
(5) = 8 (6 (4 Z)tmae= Bl g@imae 


to to 
> 8 f 9oi Mat=B f JH —hwae>0 
a—ts n/2 


entgegen der friiheren Feststellung, daB z(t) zwischen ¢, und ¢,, also auch 
fiir den Wert —, negativ sein miiBte. Damit ist endlich gezeigt, da 


auch die letzte noch denkbare Form einer nicht durchweg negativen ersten 
Resonanzlésung von (3) nicht eintreten kann. 

Jetzt ist unser eingangs III formulierter Satz bewiesen. Gleich- 
zeitig ist ersichtlich, daf keine erste Resonanzlésung x(t), deren Betrag 
einmal x tiberschreitet, durch lauter erste Resonanzlésungen hindurch stetig 
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tibergehen kann in eine erste Resonanzlésung, deren Betrag durchweg n nicht 
iibertrifft. 

IV. Wie in §3, III folgt jetzt: Es gibt genau eine erste Resonanz- 
kurve B,(a*), deren zugehérige Lésungen x(t) dem Betrage nach x nicht 
liberschreiten; alle diese x(t) sind in (0,2) negativ. Fiir die Tangenten- 
neigung dieser Kurve §,(«*) gilt wieder die Formel (18), wie genau wie 
in §3, IV folgt. Da die zugehérige Resonanzlésung z,(t) durch Fort- 
setzung aus E_, bei wachsendem f und festem «*? gewonnen werden 


. . T . 
kann, ist sie nach I 2u > symmetrisch. 


V. Ist wieder z,(t) erste Resonanzlésung, so folgt aus I, daB bei 
Fortsetzung von z,(t) bei festem «* und f < B,(a*) auch die zweiten 
Lésungen z(t), fiir die die durch p(0) = 0, g(0) = 1 bestimmte Lésung 


. 7 . . . . 
von (2) schon vor x verschwindet, zu > gerade sind, solange sie sich nicht 


erneut verzweigen; diese neue Verzweigung mii®te stattfinden bei einer 


Lésung x(t) von (3), zu der eine in ¢ = 0, — und a verschwindende 
Lésung von (2) gehdért. 

VI. Ich notiere noch folgenden niitzlichen Satz: Ist x, (t; B,) Lésung 
von (3) zum Werte B = f, und bezeichnet x, (t; 8) fiir B <= B, (a) die 
durch unmittelbare Fortsetzung aus E_., hervorgegangene Lésung zum Para- 
meterwert 8, die iibrigens in (0,7) durchweg negativ ist, so gilt in (0,2) 
(28) y(t; By) > x, (t;B) mt B= 8, 

Nur im trivialen Fall x, (t; B,) = x, (t; B,) kann in (28) das Ungleichheits- 
zeichen durch das Gleichheitszeichen ersetzt werden, falls rechts B = B, ein- 
getragen wird. Zum Beweise erinnere ich an die bei Gelegenheit des Be- 
weises des Hilfssatzes in III, b) festgestellte Ungleichung 

(29) 2, (t; By) > E_,(t) m (0,2). 

Da die Lésungen z,(¢t;) mit 6 monoton wachsen, mu8 es, unter der 
Annahme, da (28) nicht zu Recht besteht, infolge (29) einen kleinsten 
Wert f* geben derart, daB z,(t;8,) die Funktion 2, (¢; 8*) in einem 
Punkte ¢* in (0,27) von oben beriihrt. Dann folgt aber aus der Be- 
trachtung der zugehdérigen Differentialgleichungen in der Umgebung des 
Punktes ¢*, daB p* > f, sein mub. Hieraus und aus dem monotonen 
Anwachsen von z,(¢; 8) mit f folgt die Behauptung (28). 

VII. SchlieBlich noch die Bemerkung: Die in VI aufgetretene Lésung 
2, (t; 8) kann auch so charakterisiert werden: Gibt es zu einem Wert / 
iiberhaupt eine in (0,2) durchweg negative Lésung, fiir die die durch 
g (0) = 0, p (0) = 1 bestimmte Lésung von (2) erst hinter 2 verschwindet, 
so ist dieses die Lésung z, (t; 8). Denn diese Lésung mu sich mit ab- 


Mathematische Annalen. 112. 16 












242 R. Iglisch. 


nehmendem # immer weiter fortsetzen lassen, wobei sie nach II stets 
abnimmt; daher mu8 sie, wie ein Blick auf (2) zeigt, immer einfach 
bleiben bis 6 = 0 hin, wo sie dann notwendig in H_, iibergehen muB. 


§5. 
Zur praktischen Berechnung der ersten Resonanzkurve. 


Aus den bisherigen Ergebnissen lassen sich mehrere Methoden ab- 
leiten, die erste Resonanzkurve mit beliebiger Genauigkeit punktweise zu 
konstruieren. Diese Methoden sind alle sehr langwierig, fiihren aber be- 
stimmt nach endlich vieler (allerdings miihseliger) Arbeit zum Ziel. Es 
scheint mir in der Natur der Sache zu liegen, da8 man kein einfaches, 
schnell zum Ziel fiihrendes Rechenverfahren angeben kann. Eines dieser 
Verfahren beruht auf folgenden Hilfsbetrachtungen: 


I. Sei x, (t) eine in (5, 2x) durchweg negative Lésung von (3) fiir B = B,, 
die bestimmt ist durch die Anfangsbedingungen z, (5) = ¢, <0, 4, (=) = 0. 
Die zugehérige durch 9, (=) = 0, 9, (3) = 1 bestimmte Lésung von (2) 
verschwinde nicht vor x. Dann kann die durch 2, (5) = ¢<ey, 4, (5) =0 
bestimmte Lésung x, (t) von (3) fiir B = B, >, die Kurve zx, (t) nicht in 
einem Punkte t, <2 treffen. Zum Beweise benutze ich noch die durch 
die Anfangsbedingungen «, (5) = 0, 2, (5) = ¢, festgelegte Lésung von (3) 
zum Werte 8 = f, > 8, und zeige zuniichst, daB z,(t), das ja in der 
Nachbarschaft von > unter z,(¢) verliuft, z,(¢) nicht in einem Punkt 
t, < 2 treffen kann. Sonst wire mit passendem Z(t) < z, (t) die Funktion 


of 


y(t) = x, (t) — z(t) in (3 ty) negative Lésung von 
(30) i + @coszy = (B, — B,) f(t); 
die zu x(t) gehérende Lésung @ (t) von (2) mit den Anfangswerten 
9 5) = 0, @ (=) = 1 verschwindet aber wegen der gleichen Eigenschaft 
von @,(t) erst hinter 2; mithin erst recht bei den Anfangswerten 


gq | =) = 0, (5) = 1. Da die rechte Seite von (30) negativ ist, miiBte 


demnach die durch y (3) = 0 = y(t,) bestimmte Lésung von (30) durch- 


weg positiv sein (vgl. §2, 1). — Jetzt braucht also nur noch gezeigt zu 
werden, daS z,(¢) nicht z,(¢) in einem Punkt ¢, <2 treffen kann. Zur 
gegenteiligen Annahme konstruiert man einen Widerspruch durch Be- 
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trachtung von z(t) = a, (t) — x,(t) im Intervall (a — t,, t,). Dort miBte 
namlich z(t) Lésung von 


(31) 2+ a cosz*z = 0 





sein, wobei noch z, > z, > z* >«, gilt. Gileichung (31) kann aber 
keine in (0, 2) zweimal verschwindende Lésung z(t) besitzen. 

II. Zur Berechnung des Punktes B,(«*) der ersten Resonanzkurve bei 
vorgelegtem «® kann man jetzt etwa so vorgehen: Man gebe sich einen 
beliebigen Wert 8, vor und suche sich dazu die Lésung z, (t; 8,) im Sinne 
von §4, VI. Dazu gehe man etwa aus von einem beliebigen negativen 
Wert c, > E_, (5) und lése (nach irgendeinem der bekannten Naherungs- 


4 


verfahren) die Gleichung (3) unter den Anfangsbedingungen x (5) = 0, 
z(3) =c,. a) Ist fiir z <txa &£(t) < 0 und verschwindet die zu- 


gehérige Lésung @(t) von (2) mit @ (5) = 0, @ (3) = 1 nicht vor z, so 
hat man nach I |c,| zu verkleinern. b) Ist z (é) = 0 fiir einen Punkt 


2 
schwindet nach I z(t) erst hinter x, und nach §4, VI erhalt man den 


t< 2, so hat man |c,| zu vergroBern; denn mit c, = E_,( ) ver- 


Wert c, = 2, (5: Bo) als kleinsten iiberhaupt méglichen Wert von c,, fiir 


den z(z)=0 und z(t) + 0 fir > <t< a ist. c) Verschwindet 
“(t) zum ersten Male in z, so ist z(t) = x, (t; B,), falls das zugehérige 
@(t) hinter a verschwindet. Verschwindet zufillig g(t) zum ersten 
Male in x, so ist sogar schon f, = f,(a*). Verschwindet g(t) dagegen 
schon vor 2, so ist nach §4, VI |c,| zu vergréBern. d) Als letzter 
méglicher Fall bleibt der, daB z(t) erst hinter 2 verschwindet, das 
zugehérige g(t) aber in oder vor 2. Dies Vorkommnis ist ein 


Kriterium dafiir, daB |c,| zu vergréBern ist; denn wire c, < z, ($34). 


so wiirde aus den Uberlegungen in I leicht folgen, daB @(t) nicht vor x 
verschwinden kénnte. 

Wir haben also in allen denkbaren Fallen ein Verfahren, um zu ent- 
scheiden, ob wir beim niachsten Schritt |c,| vergréBern oder verkleinern 
miissen. Wie kann man nun entscheiden, ob zu dem vorgelegten f, eine 
Lésung 2, (t;8,) existiert oder nicht? Im ersten Falle ist 6, < £, (a*), 
im zweiten gilt 8, > 6, («*). Um zu iibersehen, wie unser Verfahren diese 
Entscheidung treffen kann, miissen wir uns dabei alle denkbaren Méglich- 
keiten iiberlegen. 1. Méglichkeit: Wir werden fortlaufend darauf gefiihrt, 
\c,| zu verkleinern. Gibt es nun mit c, = 0 eine Lésung Z(t), die nebst 
16* 
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dem zugehérigen @ (‘) nicht vor 2 verschwindet, so folgt leicht aus I und §4, 
VII die Nichtexistenz von z, (t;f,). 2. Méglichkeit: Unser Verfahren grenzt 


mit beliebiger Genauigkeit einen negativen Wert c? > E_, (+) ein. 
Verschwindet die zugehérige Funktion 2°(t) in 2, so ist Z° (t) = 2, (t;B,) 
und c} = 2g, (+; B.)- Sonst ist nur noch der Fall méglich, daB 7° (¢t) in 
(=. =) durchweg negativ ist und @°(t) zum ersten Male in 2 verschwindet. 


Dann kann z, (t; 8,) nicht existieren. Welcher dieser beiden Fille eintritt, 
wird sich im allgemeinen schon bei c,-Werten entscheiden lassen, die nicht 
iibermaBig dicht an ec) liegen. Wir kénnen also jetzt planmaBig den 
Wert #, im richtigen Sinne abindern und bei endlich oftmaliger Wieder- 
holung des eben geschilderten Verfahrens f,(«") in beliebig enge Grenzen 
einschlieBen. 


III. Der Satz in I erlaubt natiirlich, bei einigem Geschick beide 
GréBen c, und #, gleichzeitig zu veriindern. Mit Hilfe der Formel (18) 
kann man dann noch die Tangentenneigung der ersten Resonanzkurve 
beliebig genau angeben; nur fiir «* = 1 ist diese Formel unrichtig, da 
fiir «®? = 1 und 8 = 0 N eine dreifache Lésung ist. 


IV. Uber die groBen Werte von a’ la8t sich iibrigens mit Hilfe des 
Satzes M1, 8S. 338 noch aussagen, daB die erste Resonanzkurve £, («’) 
mit wachsendem 2? iiber alle Grenzen strebt. 


V. Das Verhalten der ersten Resonanzkurve in der Nachbarschaft 
ihres Ursprungs «a? = 1, 6 = 0 ist schon in M 2,§7 studiert worden. 
Nach den dortigen Formeln (61) und (60) hat man in erster Niherung 
fiir «*-Werte ein wenig gréBer als 1 unter Beriicksichtigung, daB bei uns 
vy = 1 zu setzen ist, 

<p 
(32) n Ver - b; +p=0. 
Hierbei ist zu beachten, daB der in M 2, (33) angegebene Wert von 
L, = 1+ JL, in unserem Falle nur fiir die spezielle Duffingsche Gleichung (1) 
zu Recht besteht; denn in M2, §7 war fiir die Schmidtschen Kern- 
transformationsfunktionen eingesetzt worden 


(33) q(t) = sint, p(t) = h(t) = (4,2) f(x) dr 

(vgl. dazu auch unsere Gleichung (14)); der Wert M 2, (33) fiir L, war 
aber unter den Annahmen gq (i) = p(t) = sin¢ (fiir unseren Fall » = 1) 
berechnet worden. Es ist jedoch nicht schwer, den Wert von L, fiir 
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unseren allgemeinen Fall der Gleichung (3) zu rechnen. Es tritt dann 
nimlich an die Stelle der Gleichung M 2, (32) die folgende: 
0 = sint + \£. (t, r) snrdr — p(t) f sin’ rdr+%fG(t, r) sin rdr, 
0 Q 0 

wo der letzte Summand nach M 2, (3) gleich x sint ist und x die Be- 
deutung M 2, (28) besitzt, d.h. x =«?—1. Bezeichnet wie in M2 
E,(t,r) den lésenden Kern zu E, (t,r), so liefert die Auflésung der 
letzten Gleichung analog wie M 2, 8. 181 


na 


sin t = 5 [pm+ | E, (t, r) p(nar| - [sin ¢ + fe (t, r) sinrdr] 


0 


-_ = V} (sn), — xa(t), 


wenn wir jetzt 


(34) a(t) = sint + f E, (t,r) sinrdr 


0 


setzen. Maultiplikation mit g(t) = sint und Integration liefert 


(35) == 7L,-xe 
mit der Abkiirzung 
(36) c= { sin ta (t) dt. 


Zar Berechnung von c lésen wir (34) auf: 
a(t) + {Z. (t,r)a(r)dr = sint 
0 
oder unter Benutzung der letzten Formel von M 2, 8. 180 


a (t) - [G@(t,r)a(r)dr = sin t + x{G(t,r)a(r)dr — pi(tje. 
Da sint Eigenfunktion des symmetrischen Kernes G(t,r) ist, mu8 die 
rechte Seite zu sin? orthogonal sein; das ergibt 


a 


= + ¢(x — | p() sine dt) =0 


oder schlieBlich 
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mit der Abkiirzung 


(37) A= fro sintdt = [ f sine@ cr) f(rdrat = { fe sine at, 


wobei (33) zu beachten ist. Damit wird dann nach (35) 
A 

(38) L,=1+ 73" Fo 
was fiir f(t) = sin¢ in M2, (33) iibergeht. 

In (32) brauchen wir jetzt noch die GréBe — Z,. Diese wurde in 
M 2, (34) fiir allgemeines p(t) und q(t) angeschrieben, wobei noch die 
Formeln (18) und (20) von M2 heranzuziehen sind. Man erhalt unter 
Beachtung unserer Formel (37) 





1 1 1 32 
(39) ~h-t753T' T° 
(3) 


Damit folgt schlieBlich aus (32) in rohester Naherung fiir das Verhalten 
der ersten Resonanzkurve in der Nahe des Punktes «* = 1,8 = 0, wenn 
man zur Berechnung von L, = L, — 1 Formel (38) benutzt und im Nenner 
noch x gegen A vernachlissigt: 


(40) B= 75 (a — 1), 


wo A aus (37) zu entnehmen ist. 


(Eingegangen am 19. 8. 1935.) 











Uber die aus quadrierbaren Hermiteschen Matrizen 
entstehenden Operatoren. 


Von 


Heinz Nagel in Frankfurt (Main)*). 


Einer quadrierbaren Hermiteschen Matrix j{a,,}, d.h. einer die 
Symmetrieeigenschaft a,, = G@,, erfiillenden Matrix mit konvergenten 


>» |a,,|*, ist formal eine lineare Transformation Dy Qyq%q = Yp ZU- 
q=1 


q=1 
geordnet. Ist {z,} eine Stelle des Hilbertschen Raumes § ( z |z,|? kon- 
p=1 


vergiert), so existiert bekanntlich jedes einzelne y,; den Bereich der 
Stellen {x,} aus §, fiir welche auch DS |y,|* konvergiert, nennt man den 
p=1 


Definitionsbereich D der zur Matrix gehérenden linearen Transformation. 
Bei beschrinkten Matrizen ist D mit § identisch, und es gilt fiir jedes 
Stellenpaar {z,}, {y,} aus § die durch die Gleichung?’) 


z { Dy Byq%q) Yp = L %q\ Lapp ¥p) 
p=1 q=1 q=1 p=1 

ausgedriickte Symmetrieeigenschaft. Im Gegensatz hierzu sind bei unbe- 
schrankten Matrizen D und § nicht mehr identisch, und es gibt sogar 
im allgemeinen Stellenpaare aus D, welche nicht einmal die erwahnte 
Symmetrierelation erfiillen*). Haupthilfsmittel der folgenden Untersuchung 
bildet nun die Heraushebung gewisser Teilbereiche S (Symmetriebereiche) 
aus dem Definitionsbereich D, in denen fiir jedes Stellenpaar der angedeutete 
Symmetriecharakter gilt. Hiermit sollen die durch die Matrix definierten 
Hermiteschen Operatoren im Sinne der Theorie von J. v. Neumann’) in 


*) Vorliegende Arbeit wurde von der Naturwissenschaftlichen Fakultét der 
Universitat Frankfurt a. M. als Dissertation angenommen. 

1) Sie folgt aus 4g = Fy mit Hilfe einer bekannten Eigenschaft beschrankter 
Formen. Vgl. z. B. Encyklopidie II C 13, Nr. 18. 

9) Beispiele hierfir sind die von Carleman entdeckten Matrizen der zweiten 


Klasse, bei welchen die Gleichungen z= a, 6% ez,=0 (p= 1, 2, ...) fir kom- 
q=1 

plexe 9 Lésungen konvergenter Quadratsumme haben. Vgl. hierzu T. Carleman, Sur 

les équations intégrales singuliéres 4 noyau réel et symétrique, Uppsala 1923, S. 185 ff. 

3) Allgemeine Eigenwerttheorie Hermitescher Funktionaloperatoren; Math. 

Ann. 102 (1930), S. 49—131. 
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konkreter Weise untersucht werden, so daB eine genauere Behandlung von 
Beispielen méglich ist. 

Im ersten Teile wird unter Verwendung der von J. v. Neumann 
benutzten Grundbegriffe eine Darstellung der erwahnten Symmetriebereiche 
S gegeben, welche eine gewisse Analogie zu den Randbedingungen bei 
Differentialgleichungen aufweisen. AnschlieBend werden die maximalen bzw. 
hypermaximalen QOperatoren durch bestimmte Scharen von Symmetrie- 
bereichen charakterisiert und fiir den hypermaximalen Fall die eindeutige 
Umkehrbarkeit der linearen Transformation in G, d. h. die Existenz einer 
Inversen in S bewiesen. Die zu diesen Inversen gehérigen Matrizen, die 
Reziproken von {a,,}, werden im zweiten Teile abhangig von den 
Parametern der Mengen © dargestellt. Die hierbei benutzte Methode 
beruht in Fortentwicklung einer von E. Hellinger bei einem spezielleren 
Problem angewandten‘) darauf, daB man eine spezielle Lésung eines in- 
homogenen Gleichungssystems mit der Matrix {a,,} aus den Lésungen 
der homogenen Gleichungen gewisser Matrizen {a,,|}, aufbaut, welche man 
aus {a,,} durch Fortlassung von / Zeilen und Kolonnen erhilt. Die 
Durchfiihrbarkeit der Methode ist indessen an das nicht identische Ver- 
schwinden gewisser Ausdriicke gebunden. Ist sie durchfiihrbar, so lat 
sich die Berechnung der Reziproken auf die eines gewissen Abschnitts 
von ihr zuriickfiihren. Als Beispiele hierfiir werden Matrizen behandelt, 
welche nur in der Haupt- und den ersten n Nebendiagonalen besetzt sind 

verallgemeinerte J-Matrizen — und bei denen in der letzten Neben- 
diagonalen keine Null steht. AnschlieBend werden im dritten Teile 
Aussagen iiber das Spektrum derariiger J-Formen gewonnen. Zunichst 
wird auf Grund der oben angedeuteten Analogie zwischen den Mengen S 
und den Randbedingungen ein von H. Weyl®) fiir Differentialgleichungen 
bewiesener Satz auf Matrizen iibertragen und sodann auf J-Formen an- 
gewandt, welche hiernach in jedem Symmetriebereich einer gewissen Schar 
von Mengen GS ein vollstandiges System von Eigenvektoren haben. Dariiber 
hinaus wird eine Methode zur Berechnung der zu S gehérigen Eigenwerte 
und Eigenvektoren angegeben. Im vierten Teile werden fiir J-Formen 
die Elemente des im zweiten Teile bei der Darstellung der Reziproken 
noch unbestimmt gebliebenen Abschnitts abhangig von den Parametern 
der Mengen S als Quotienten gewisser ganzer Funktionen berechnet. Im 


*) Math. Ann. 86 (1922), S. 18—29. Die hier bei Kettenbriichen benutzte 


Methode ist die Ubertragung einer von H. Weyl, Math. Ann. 68 (1910), S. 220—269, 
bei Differentialgleichungen angewandten. Eine vollstandige Behandlung der zuge- 
hérigen J-Formen findet sich in der Dissertation von R. A. Beth, Untersuchungen 
tiber die Spektraldarstellung von J-Formen. Frankfurt a. M., 1935. 

5) Math. Ann. 68 (1910), S. 231—238. 


eB vn 
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Anschlu8 an eine Analogie im Gebiete der endlichen Matrizen wird alsdann 
im Falle der gewéhnlichen J-Formen ein Approximationsverfahren ent- 
wickelt, welches eine matrizentheoretische Deutung des von H. Hamburger °) 
entwickelten unbestimmten Momentenproblemes darstellt. 

Die vorliegenden Ergebnisse lassen sich im Anschlu8 an Untersuchungen 
von M. H. Stone’) auch auf Differentialoperatoren iibertragen, wie dem- 
nachst naiher ausgefiihrt werden soll. 


$1. 
Der Definitionsbereich und seine Einteilung. 


1. Bezeichnungen: Es seien 


f = (2,2, -+-}s9 = (Ya Ya ---} (X |z,|’, 2 |y,|* konvergent) 
p=1 p=i 
Elemente des Hilbertschen Koordinatenraumes §. Das innere Produkt 
sei {f,g} = y Zy¥Y,; sein Verschwinden fiir zwei Elemente aus § be- 
p=1 


deutet die Orthogonalitét dieser Elemente. Begriffe wie Konvergenz, 
Grenzwert und Abgeschlossenheit werden im Sinne der dem Raum § durch 
den absoluten Betrag ||/|| = IVE, f)| eines Elements / aufgeprigten Metrik 
benutzt. {a,,} heiBt eine guadrierbare Hermitesche Matriz, wenn a,, = gy 


ist und die Summen 5 |a,,|* konvergieren. Af = g sei Abkiirzung fiir 
p=1 


¥, = x Ayq%q (p = 1,2,...). Der Definitionsbereich D des _ ,,Matrix- 
q=1 


operators Af = g bestehe aus allen Elementen / des Hilbertschen Raumes, 
fiir welche auch g dem Hilbertschen Raum angehért, d. h. ||/|| und || 4 || 
existieren. Elemente des Hilbertschen Raumes, fiir welche (4A + z)/ = 0 
ist, sollen kurz ,,Lésungen zum Parameterwert 2“ genannt werden. Sei 
ferner € eine abgeschlossene lineare Menge von Vektoren in §, d. h. eine 
abgeschlossene Menge, welche mit f und g stets auch / +g enthilt, dann 
werde unter § — € die Menge aller Elemente von § verstanden, die zu 
allen Elementen von € orthogonal sind. Unter der linearen Verbindung 
4+ 8 (WM und B abgeschlossene lineare Teilmengen von §) werde die 
Menge aller Elemente verstanden, die sich linear aus Elementen von 
und $ zusammensetzen lassen. 


Es liege 9 = A+ ix stets in der oberen Halbebene, 6 = A — ix also 


= 


in der unteren Halbebene. Fiir ein einmal fest gewiahltes 9* mége dann 


6) Math. Ann. 81 (1920), S. 235—319, 82 (1921), S. 120—164 und S. 168—187. 
7) M. H. Stone, Linear Transformations in Hilbert space, New York (1932). 
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(A + o*)/ = 0 baw. (A + 0*)/ = 0 endlich viele, nimlich m bzw. n linear 
unabhangige Lésungen in § haben. 

2. A ist in D ,,abgeschlossen“, d.h. fiir /, + /, Af, ~ g(f, aus D, 
g und f aus §) gilt stets Af = g, wie unmittelbar aus der Vollstetigkeit 
der Linearformen folgt. 


3. Der Definitionsbereich*) D werde eingeteilt in: 
I. den Bereich der ,,zu sich selbst symmetrischen“ Elemente g [Null- 
klasse ), fiir welche gilt: 
\Ag,g) = |g, Ag}. 
In © 1JaBt sich unterscheiden: 
a) der ,,symmetrische Grundbereich* U: Ein Element g liege in U, 
wenn fiir alle Elemente / aus D stets: 


(1) {Ag, f} = |g, Af} 

gilt. UM ist linear, und die Einheitsvektoren g = e, = {e,,, 2, ...} gehdren 
zu UM; aus Ae, = {a,,; (u = 1, 2,...)} folgt namlich: 

(2) {\Ae,, f} — a ayyty = {@y, Af}; 


“=1 
damit gehéren auch simtliche Vektoren mit nur endlich vielen von Null 
verschiedenen Komponenten (finite Wertsysteme) zu Y. 
b) die Symmetriebereiche S: Je zwei Elemente g,g, aus einem S 
sollen in bezug auf A in Symmetrie stehen: 


(3) \Ag,9,} = (9, Ag}; 
ferner soll S eine lineare Menge sein und den symmetrischen Grund- 
bereich enthalten. 

c) die vollstindigen Symmetriebereiche S: Fiir je zwei Elemente g und 
g, aus einem GS soll wieder (3) gelten: ferner soll es kein weiteres Element 
f aus D geben, so daB 

(Ag, f} = \g, Af} 

ist fiir alle g aus S. © ist eine Menge G. 

II. den Bereich der zu sich selbst asymmetrischen Elemente U, fiir 
welche gilt: 

(Ag, 9} — {g, Ag} = 24 Sm (Ay, g} + 0. 

U zerfaillt weiter in: 

a) die Menge U* (,,+-“‘ Klasse): 


(4) 3m (Ag, g} > 0, 
b) die Menge U-(,,—“ Klasse): 
(5) 3m {Ag,g} <0. 





%) Vgl. v. Neumann *) 8S. 70ff. Die Begriffsbildungen und Bezeichnungen 
weichen etwas von Neumann ab. 


——— 
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Die Lésungen zum Parameter @ gehéren also wegen 3m {A g,g} = + x {g,g} 
zu U*, analég die zum Parameter 9 zu U-. 

4. Der symmetrische Grundbereich ist abgeschlossen, d. h. fiir g, > g 
(g, aus M und g aus D) ist g wieder ein Element von 4; fiir alle / aus 
D gilt namlich: {A/,g,} = {f,Agn}, also wegen der Vollstetigkeit des 
inneren Produkts auch {A/f,g} = {f, Ag}, wodurch nach (1) auch g zu 
A gehért. 


5. Fiir jedes Elementepaar /,/* aus §, das zu allen g aus & in der 
Beziehung steht*): 


(6) {Ag,f} = (9, f*}, 
folgt, indem man g = e, setzt: 
(7) f* = Af. 


6. Es durchlaufe f den Bereich MU, dann wird bei festem 0 €,°) ge- 
bildet von allen Elementen 9: 


(8) (A+oe)f=¢9 

und €; von allen Elementen y: 

(9) (A+ o)f=y. 

Es gilt: (f aus 0) 

(10) || (4 +4) + tx} FIP = |[(A +4) FP + |/F/% db. |] pl] = |] yl. 


Hieraus folgt, daB es bei gegebenen » bzw. y aus © bzw. €; nur ein 
Element / aus UM geben kann, so daB (8) bzw. (9) erfiillt ist; denn fir 
die Differenz zweier etwa vorhandener Lésungen miiBte (10) Null sein, 
was nur méglich ist, wenn die Differenz selbst identisch Null ist. 

Die Mengen €, und €; sind ferner abgeschlossen, d.h. fiir(A + 0)/,= P.> 9 
(f, aus U) gehdrt m wieder zu €,. Zum Beweise bilde man (A + 0)f, = Yn; 
wegen (10) und da die g, eine konvergente Folge sind, gilt 
|| Pn — Pm|| = || Yn — Ym|| <<e, d. h. die y, bilden eine konvergente 
Folge; wegen 21xf, = 9, — yp» bilden also auch die /, eine konvergente 
Folge (/, +f) und folglich auch die A/,(Af, +/*), wobei wegen der 
Abgeschlossenheit von D /* = Af ist und wegen der Abgeschlossenheit 
von U f zu U gehért. Es gilt also: mg = lim(A + 0)f, = (A+ o)f, dh. 
es gehért » zu €,. 

7. Es 1a8t sich nun zeigen, daB § — €, bzw. $ — von solchen f 
gebildet werden, fiir die 


(11) (A+ e)f/=0 
bzw. 
(12) (A+e)f=0 


%) Vgl. v. Neumann 5) 8. 80. 
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ist '*); sei nimlich (A + 6) / = 0, so gilt fiir g aus &: 
\(A + @)9.f} = |Ag.f} — | — efi = (Ag.f} — Af} = 0, 
d.h. / in § —€,. Umgekehrt folgt fiir / aus § — €, und jedes g aus U: 
\(A + 0)9,f} =0 = |Ag,f} — |g, — off, 
d.h. nach (6) und (7): 


Af=— ef; 
entsprechend fiir §— €,. Die Dimension von §— €, sei n,, die von 
H — EF sei nz, wobei n, bzw. n> eine der Zahlen 1,2,... oder oo ist. 


Nach Voraussetzung (§ 1,1) sind n,. = und n» = m endlich. In § 2,4 
wird gezeigt, daB n, bzw. nz von @ ‘unsbhingig al. 
8. Der symmetrische Grundbereich & ist in bezug auf A ,,koordinaten- 
abgeschlossen“ '*): 
| Sei / aus U, dann gibt es eine Folge finiter Stellen 
lhy = ta’, ..+) Ze}, So daB mit hy +f auch Ahy > Af konvergiert. 
Zum Beweise bildet man die in bezug auf A abgeschlossene Menge YW’ 
aus den finiten Wertsystemen hy. Die gemaB (8) bzw. (9) gebildeten 
Bildmengen €, bzw. €; von YM’ sind dann wieder abgeschlossen; ferner gilt 
wieder (6) und (7) und folglich fiir § — ©, bzw. H — €; (11) bzw. (12), also: 
§— €, = H$-€,, H-€ =H—G also €, = €,, & = G. 
Ware nun Y& c Y, dann miiBte es ein g aus €, bzw. € geben, dem zwei 
verschiedene / aus YU entsprichen, was nach (10) nicht méglich ist. 
. Fiir reelle Matrizen gehért mit f = /, + i/, auch stets /, und f,, 
also 2 f=f,—if, mM Sei hy=hyY +ihY +f =f,+if,, dann 
folgt aus 


(13) 


II — hy]? = [lf — Ay’ ll* + 1lfy — by’ Il? <e, 
Af —Aby||* = Af, — ABP | + [lA — ABD <e 
auch 
lf; —AY|P<e und ||/Af, — AAy’ |? < e, 
d. h. es gehért f, zu UM und analog f,. 

Satz 1: Der symmetrische Grundbereich ist koordinatenabgeschlossen ; 
fiir reelle Matrizen gehirt mit h auch stets h zum symmetrischen Grund- 
bereich. Fiir p aus ©, bew. €; haben die Gleichungen (A + 0)f = bzw. 
(4+ 6)f/=@ genau eine Lésung aus dem symmetrischen Grundbereich. 
Die Mengen $ — €, bzw. H — E; werden gebildet von den Lésungen von 
(4 + @)f =0 baw. (A + o)f = 0. 





10) Vgl. hierzu den spezielleren Satz 28 bei v. Neumann *). 
11) vy. Neumann, Journ. f. Math. 161 (1929), I. Teil. 


EEE 
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§ 2. 
Die Darstellung des Definitionsbereiches, 


1. Der Definitionsbereich D l4Bt sich in einfacher Weise aus 4U, 
 — €, und § — €; darstellen. Zu diesem Zwecke werde die Gleichung 


(14) (A+ef=¢9 
fiir g aus § betrachtet. Es sei zunichst § — €, + 0 und §—€,; + 0; 
dann sind folgende Fille zu unterscheiden: 

a) p aus €,: fy sei die nach (10) eindeutige zugehérige Lésung von (14) 
aus %; nach (12) lautet dann die allgemeine Lésung von (14) (f5~¢ 
allgemeine Lésung von (12)): . 
(15) f=fu+fs - €_. 

b) m aus § — €,: eine spezielle Lésung lautet ate wegen (11) 


(¢ statt f) ist naimlich 5-3(4 t 0) P=>5 - — 0) yy = @. Die allgemeine 


axt 
Lésung ist also: 


(16) ju = 


2xi Tr fs 7) 

c) g aus ©, +(H—E,) =H: es sei p = 9, + qo, Y, baw. p, aus 
€, bzw. H—€,. Die allgemeine Lésung setzt sich aus den allgemeinen 
Lésungen von (A + 0)/, = g, und (A + @)f, = gp, zusammen; nach (15) 
und (16) ist sie also: 


l 

(17) f = fat x79 + fo-€. 
Fir § — €; = 0, aber  — €, + 0 geht (15), (16) und (17) iiber in: 

(18) f = fa; 

1 
(19) f= 5-39: 

l 

(20) f = fat sy 


Fir §—€; + 0, aber §—€,=0 kommt nur a) in Frage, also 
{ =fa+fo—c. 


Die Gleichung 
(14’) (A+o)f=¢ 
wird analog behandelt: Fiir § — €; + 0 und § — €, + 0 wird: 
a’) mp aus &;: 


(15’) f=fat+fs €, 3 
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b’) p aus § — G: 


(16') f= —s9+Is-¢,: 
c) p= 9, + H, aus EF + (H — EG) (vgl. c)): 
(17’) = fu 55% + fo-«,- 


Fir §5—€; =0, aber §—€,+0 kommt nur a’) in Frage, also 
f=fat+ Is-e,- Fir 5 — € + 0, aber  — €, = 0 erhalt man die (18), 
(19), (20) analogen Formeln. Es sei nun / aus D, dann gehért das nach 
(14) baw. (14’) zugehérige pm zu €,, H — €, oder €, + (H —E,) bzw. zu 
€;, H — Ej oder E; -+- (H — E>) und folglich gilt nach a,b,c bzw. a’, b’, c’: 
(21) f = fa + fo—e, + fo—@;- 


2. Auf Grund von (21) la8t sich folgende der Greenschen Forme] 
analoge Formel™) beweisen: 


(22) {Af,g) — {f,4g) = 2*4 ((fp-€,, 95—€,) — (fo—e5, 95-€;)} 
(f und g in D); 
es ist namlich nach (21): 
(A fa — @fs—e, — @fs—e;, 9x + 95-—€, + 99-E;} 
— {fu + fo—€, + fo—e;, Agu — 095—€, — 995 -€;} 
= 2x1 |(/5—¢,. 95—€,) — (/s—€;, 95—E;)} 
+ {(Afu, gu + 95-€, + 95—€;) — (fu, Agu — 095-€, — 095-€;)} 
— {(@fs—e, + efs—e,, gu) + (s—€, + f5-€5, Agu}. 


GemaB (1), (11) und (12) sind aber die beiden letzten {...} identisch 
Null. Fir f = g wird (22) insbesondere: 
(23) (Af, f} — {f, Af} = 2x4 {\\fo—e, ||? — |lfo—e;\\")- 


Hieraus la8t sich also gem&B (4), (5) entscheiden, wann ein Element / zu 
Ut, D oder U- gehért. Nunmehr folgt die lineare Unabhingigkeit der 
Mengen UA, H — €, und H — E;; denn fy + foe, = fo—e; ist unmédglich, 
da nach (23) links ein Element von U* und rechts ein Element von 
U- steht. Hieraus folgt dann die Eindeutigkeit der Darstellung (21): 
aus fu + fp—e, + fs—e; = fu + fo-e, + fo-e; wiirde _namlich 
(fu — fu) + (fs-€, — fo—e,) + (fs-€; — fo-¢;) = 9, dh. die lineare 
Abhangigkeit von U, H—€, und § — €; folgen. 


12) Vgl. hierzu die Spezialfalle der Formeln (21) und (22) bei v. Neumann %), 
S. 85. 
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3. Nach v. Neumann") ist die ,,Dimension“ von U*+ bzw. von U- 
definiert als die maximale Zahl der linear unabhangigen Elemente, die samt 
der aus ihnen gebildeten linearen Menge zu U*+ bzw. zu U- gehdren; sie ist 
gleich der Dimension von § — €, bzw. § —G;, also n, bzw. nz. Ut 
wird nimlich gebildet von den Elementen (21) mit der Nebenbedingung 
\lfo—€,|? + llfs—e5|i* + 0 und ||fp—c,| > \|fo—e;|?- Die eben defi- 
nierte Dimensionszah] ist dann bestimmt > Dim (§ — €,) =n,, weil 
 — €, zu Ur gehort. Andererseits gibt es fiir n, +1 Elemente von Ut 
stets eine lineare Verbindung, fiir welche der § — €, angehdrende Be- 
standteil Null wird, weil es in § — €, nur n, linear unabhingige Ele- 
mente gibt; diese gehdrt also zu U- oder D. Die Dimension ist also < n, 
und folglich gleich n,. Analog fiir U-. 

4. Es la8t sich nun auch der angekiindigte Beweis dafiir fiihren, daB 
nm, und nm, von g unabhingig sind“). Zum Beweis hat man nur zu 
beachten, daB die Dimension von U* bzw. von U- als Konstante der 
Matrix von @ unabhingig ist. Da nach 3. n, bzw. nj; die Dimension 


von U* bzw. von U- angibt, ist also n =n, =n bzw. n= n,, = m also: 


(24) Dim (§ — €,) = Dim (6 —€,,);_ Dim (§ — E;) = Dim (§ — €., ). 

Satz 2: Wenn (A+ o)f/=0 baw. (4+ 0)/ =0 fiir ein o = o* 
m bzw. n linear unabhingige Lésungen besitzt, so gibt es fiir alle komplexen o 
bzw. 0 m bzw. n linear unabhingige Lésungen; insbesondere lassen sich 
sdimtliche Definitionselemente eindeutig in der Gestalt (21) durch Elemente 
von U, H— E, und § — E; darstellen. 


§ 3. 
Darstellung der Symmetriebereiche. 

1. Es sei § — €, n-dimensional und § — €; m-dimensional; es sei 
ferner /,,...,f/, in §—€, und f,,...,f, in  — G& vollstandig, ortho- 
gonal und normiert; ferner sei A ein beliebiges Element aus YM; es sei s 
eine ganze Zahl sowie s <n, s <= m. Die Menge GS* bestehe dann 
aus den Elementen: 

(25) g=h+ 2 a,(t, +h), 

,=1 
wobei a, beliebige komplexe Zahlen sind. Fiir zwei Elemente g und g, 
aus S* gilt dann nach (22) stets: 


149.9) = (9,49), 


18) v. Neumann °), S. 87. 
14) Bei Carleman *) S. 58 wird ein analoger Satz fiir Integralgleichungen be- 
wiesen. 
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S* ist also auf Grund von §1 ein Symmetriebereich S. Die Elemente 
von D auBerhalb S* lassen sich nun einteilen in zwei Mengen: 


a) in Me: es gehére f zu Me, wenn es zu allen Elementen g 
von S* in bezug auf A in Symmetrie steht, d. h. 


: es gehére / zu MM. wenn es auch nur zu einem g aus SG" 
ae J a 


‘Af,g} = {f, Ag}, 


_ 


in Asymmetrie steht, d. h. 


(Af, g) + (f, Ag}. 


Simtliche Elemente f von D, die nicht G* angehdren, werden dar- 


gestellt durch 


~ 
= 
42 


ef 4 E cfr 


’ 


ll 


es sei denn, daB c, = c, (vy = 1,...,8) und c, = 0 (» SS) eee 


Fiir diese nicht zu 


to 


,m) ist; in diesem Falle gehért naimlich f zu S&* 


— 2 


gehorigen Elemente f von ®D gilt dann entweder 


Q : 


+ » b, (f, +fijt+ p C, f, Se z C, fi 


‘=1 r=e+1 r=s7+1 
n m 
(auBer z= \lef = J |af = 0) 
v>=s+1 r=se+1 
“ m 
a¢«fh+6f, (auBerc,=—c¢,, » =l1,...,8). 
ze | 1=1 


Die Elemente (27) bilden dann gerade die Menge Ws und (28) die 
Die rechte Seite von (22) wird namlich Null, wenn man 
dort fiir f ein Element von (27) und fiir g ein solches von (25) einsetzt. 
Wenn man dagegen fiir / ein Element von (28) einsetzt, erhilt man: 


\fs—e€,, 99 e,) = + %@, bzw. (fs >> 99-— E51 = 


i* 


Cy Ay. 
“=1 a=l1 


& 


Die rechte Seite von (22) wird also 2xi ZY a,(c,—c,). Damit das fiir 


u=>i1 


“ut 


alle a, Null wird, ist notwendig c, = c,; also kein Element von (28) 


steht in Symmetrie zur Menge S*, d. h. (28) bildet Mj. 


m =n und s n wird nach (25) und (27): 


Salf,+f)}, MW =0, 


'=1 


n n 
& 6ty+ & Gf) (auber ¢, = ¢,, » = l1,..., 2). 
t= 1 ‘=1 











ave 


er 


‘ie 
un 
rt. 
n: 


8) 


a). 








————— 








Operatoren aus quadrierbaren Hermiteschen Matrizen. 
Fiir m > n und s = n wird dagegen: 


St = {h+ Za, he +f), 


(30) } Me = (h+ Z al +h+ z bu fu} i: oul? = 0), 


u=n+i1 a=n+ 





Me = (h+ z Cully t+ Dy Caf,) (auBer o, = c¢,, wo = l,...,%). 
u=1 “u“=1 


S* stellt einen vollstindigen Symmetriebereich S dar; fiir zwei Elemente 
von S" gilt namlich (3), und ferner gibt es, da Wt» leer ist oder nur 
Elemente von U enthalt, keine weiteren Elemente f aus ©, die zu S* in 
Symmetrie stehen. 

2. Die Menge GS" ist abhangig von dem in § — €, bzw. § — G ge- 
wahlten Koordinatensystem. Es la8t sich aber beweisen, daB man schon 
alle Mengen S" erhalt, wenn man in § — €, ein festes Orthogonalsystem 
zugrunde legt. Es sei zunichst im Falle m=n q, in § — €, und g, in 
§ — & (v = 1,...,m) volistindig und orthogonal, dann gilt: 


y= Zu,-j, bsw. go = ZF tefp. 


u=>1 a=il 
Die u., bzw. u,, bilden je eine unitaére Matrix. In der Menge (a, will- 
kiirlich) 
(31) G@t={h+ Ja(y,+y)} = {4+ fF waht LF ura,fi! 
v=1 Yu 1 


= y,a=>1 


betrachtet man nun die Teilmengen, welche man erhalt, wenn man 
a, = u,,6, setzt (b, willkiirlich); sie haben die Gestalt: 


(32) {h + ba (fo + 2 [ J Gurterlf,)) (¢ = 1,2,..., 9). 


ai v=] 
n 
Die Elemente gi = S wu.,%,,/, sind wieder orthogonal und normiert; 
“rel 
n 


die Matrix v,, =  u,,%,, ist namlich wieder unitér. Die Vereinigungs- 


vai 


menge der Mengen (32) 
(h+ 2 ba (fa + 9s)} 
o=1 
stellt also nach (25) eine Menge S" dar, welche mit (31) identisch ist. 
Es la8t sich weiter zeigen, daS alle mit einem in § — €, festen und 
mit in § — €; verschiedenen Orthogonalsystemen gebildeten Mengen S* 
voneinander verschieden sind; ware namlich 
n . n 
(h+ & a,(f, + o?)) = (h+ J (f+ H)}. 
v==1 v=1 


Mathematische Annalen. 112. 17 
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dann gibe es in SG" fiir a4, = 6, durch Differenzenbildung auch Elemente 
aus U, was der Tatsache widerspricht, daB GS" einen Symmetriebereich 
darstellt. 

3. Es soll nun weiter gezeigt werden, daB sich auch jeder voll- 
stindige Symmetriebereich S als Menge S", allgemeiner jeder Symmetrie- 
bereich S als Menge S* darstellen la6t. Wenn U = G ist, ist das trivial; 
wenn dagegen S gréBer als YU ist, enthalt nach (21), (23) und weil 
S cO ist, S nur Elemente der Form 


h+a(q+9'); 9,9, bzw. aus $ — €,, H — Ej, A; || p|| = || 9’ |. 


Insbesondere mége es in S gerade s <n Elemente g,+ gy, mit linear 
unabhangigen g, geben; man kann die g, orthogonal und normiert an- 
nehmen, dann gilt aif Grund von (22), da die Elemente g,+ 9, zu S 
gehéren, dasselbe fiir die 9,. 


S = {h+ s a,(y, + @,)} ist dann sicher eine Teilmenge von S; 
v=1 


sei nun g, = h+a(y-+ gq’) aus S, dann ist g = z b, p,; setzt man 


v=1 


dann in SG a,=ab,, so erhalt man dort Elemente der Form 


g=h+a(p+ 5 b,g,). Dag, —g ebenfalls zu S gehért, muB also 


y=i1 
’ ~ 
g = J 5,g, sein, d.h. in S sind alle Elemente von GS enthalten. 
v=1 


Insbesondere mu also fir 6 = G s = n sein, weil es sonst in Mt nach 
(27) noch Elemente von © giibe. Gemi8 2. gibt es also fiir jeden voll- 
standigen Symmetriebereich SG und vorgeschriebene Orthogonalsysteme 
in § — €, bzw. H — E eine n-reibige unitar-orthogonale Matrix {w,,|, 
so daB 
(33) S=(h+ La (f+ 2 turfy)) = S 

vr=1 ua=1 
ist. 

Der Fall m > n laBt sich analog behandeln; man kann sich eben- 
falls in § — €, auf ein festes Koordinatensystem beschrinken; zu jedem 
volistandigen Symmetriebereich GS gibt es dann ein System w},, ..., Un» 
(y = 1, ..., #) 

az Uo, for, = ey, ¥Q? 


o=1 


so daB 
(34) S=(h+ Falf,+ Sufi) =—S 


r=1 “=i 


ist. 
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4. Bei reellen Matrizen kann man stets /, = /,, annehmen, folglich 
ist stets m = n. GemiB (33) wird demnach 


(35) Sr = tht Salh+ J wrk). 
v=1 u=l 
Man kann nun fragen, wann S* mit g auch g, also auch S" enthilt, 
wo 
S=(h+ La(h+ fF trh,)}. 
val a=l1 


Da nach §1 fiir reelle Matrizen mit h auch h zu & gehdrt, hat S" auch 
folgende Gestalt: 


(36) S" = {h + p ba (fo + 2 Uuoty)}, 

o=1 a=1 
stellt also ebenfalls einen vollsténdigen Symmetriebereich dar. Es fragt 
sich, wann S" mit S" identisch ist; fir a, = b,%,, (v = 1,..., ) erhalt 
man aus (35) die Teilmengen: 


th + by( 3 toy fy + Fe) (o = 1,...,m), 
es ist also auch: 
(37) o"* = {h + z bo (fa + £ us. f,)}, 


d. h. S* ist mit S" identisch, wenn u,,, =, ist. Mengen dieser Art 
mégen zu sich selbst konjugierte Mengen G genannt und mit GS, be- 
zeichnet werden. 

5. Auf Grund von (33) hat im Falle m = n die Schar der Mengen © 
dieselbe Dimension wie die Schar der n-reihigen unitiren Matrizen U. 
Fiir diese gilt — mit Ausnahme einer Mannigfaltigkeit geringerer Dimen- 
sion — die bekannte Cayleysche Darstellung (H eine Hermitesche Matrix): 

U = (€+1H)-'*(€ —iA) = —E€+2(E+ 7H); 
die U bilden also eine n?-dimensionale Mannigfaltigkeit. 
Fiir die unitér-symmetrischen Matrizen mu8 speziell H reell sein; sie 


bilden daher eine "(= ) dimensionale Mannigfaltigkeit. Die Dimension 


der Mannigfaltigkeit der Mengen S bzw. G, ist also n’ bzw. ate’). 
Die vollstindigen Symmetriebereiche, welche 





St = [ht Fae + E warfsl 


17* 
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als Teilmengen enthalten, bilden eine (n — s)-dimensionale Mannigfaltigkeit ; 
m LY tu,f. (vy =1,...,8) gibt es namlich in § — €; noch eine (n — s)- 
u=s1 
dimensionale Menge von Vektoren, aus welchen man eine (n — s)*-dimen- 
sionale Schar orthogonal normierter Elemente bilden kann. 
Satz 3: Sei m=n und f,,...,f, bow. fi,-..,f, im H —E, bew. 
§ — &; orthogonal und normiert, und u,,, die n®~parametrige Schar aller 
unitdr-orthogonalen Matrizen, dann stellt (33) eine n*-parametrige Schar von- 
einander verschiedener, vollstindiger Symmetriebereiche dar; insbesondere gibt 
ak a a 
2 


es fiir reelle Matrizen eine -parametrige Schar von: Symmetriebe- 


reichen, die mit jedem Element auch das konjugiert komplexe Element ent- 
halten. 


§ 4. 
Die Inverse in einem Symmetriebereiche. 
1. Im folgenden werde die Lésbarkeit der Gleichungen (vgl. § 2) 
(14) (A+o)f=o¢ bw. (14) (A+0)/=9 
untersucht mit der Nebenbedingung, da8 f einem vollstindigen Symmetrie- 
bereich S angehért. Stellt man S durch 


"= [h+ Sadh+f) (hf bew. in §—€,, $—G&) 


‘=1 


H 


dar, dann bestehen folgende Lésungsverhiltnisse : 


Fir m=n und » aus €, existiert nach (10) eine und nur eine 
Lésung f aus YU, d.h. aus S. Fiir mg aus § —€, ist p= Ye,/,; 
r=1 
damit f S angehért, muB also in (16) 


n 
 ! 
lo-e5 = 353 d» Oh 


r=} 


sein. Analog erledigt sich der Fall m aus €, + (H — €,): Nach (17) hat 


a 2b oe 


2 ~~ 
man, wenn gy, = J b,/, ist, nur fs _¢ = AS s b,f, zu setzen. Die 
¢ J 


Gleichung (14’) wird analog behandelt. 

Fiir m > n liegen jedoch fiir (14) und (14’) wesentlich verschiedene 
Lésungsverhiltnisse vor. Die Gleichung (14) l4Bt sich analog wie oben 
behandeln; fiir jedes @ aus § existiert also eine Lésung. Fiir (14’) gibt 
es nach (15) wieder eine Lésung fiir g aus €;. Fiir g aus § — €; gibt 
es aber schon nicht mehr immer eine Lésung; es ist dann niamlich 
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y = cf,, in S gehen aber nur f;,..., f, ein. In § —G; sei deshalb 


=] 
nero fa} =B und (§-G)—B=(f,..,h); fir gp aus 
(H — €) — B, also yg = Se, f, gibt es dann gem&B (16’) genau eine 

r=1 

1 
2xi 
analog in (17’) fir g=g9,+ 9, aus €& +(H— &)—B 
fs-e, = - De f,. Fir solche g, die nicht zu allen Elementen 


von % orthogonal sind, gibt es keine Lésung. 


Lésung, man hat nur in (16’) /g_¢, = — dc f, zu setzen und 


Da man jeden vollstindigen Symmetriebereich S gemaB (33) und (34) 
als Menge (34) unter Zugrundelegung der Lésungen von (A+ 0)/ = 0 
und (A + 0)f = 0 fiir beliebig gewihltes komplexes g darstellen kann, 
folgt, da® fiir jedes nichtreelle o fiir die Gleichungen (14) bzw. (14’) die 
angegebenen Lésungsverhiltnisse bestehen. 

Bezeichnet man den durch die Beschrinkung von A auf S gewonnenen 
Operator mit Ac, so existiert also im Falle m= fiir jedes nicht 
reelle 9 eine in § definierte Inverse von 


(A¢+eo)f=g baw. (Ag+ 0)f= ¢: 
(38) (A4¢+e)-'o =f bew. (4g6+ 0) 9 =f. 


Fiir m > » existiert in der oberen o-Halbebene eine in § definierte In- 
verse, in der unteren Halbebene nur eine im Raume § — 8% definierte 
Inverse. 


2. Im folgenden werde die Inverse fiir den Fall m = n untersucht. 
Fiir f aus einem Symmetriebereich S sei**): 


(dg +a)tin} f= Tf baw. (dg +4)—ix} f = T*}. 


(1 T*)f = T(T*f) ist dann in einer Teilmenge S, von S definiert, 
nimlich fiir soleche f aus GS, fiir welche T*/ wieder in S liegt. Es ist: 


T T*f = (de +A) (4g +A) f} +f = Bt. 


Fiir alle f aus S, folgt hieraus |(H/,/)| > x*||/\|*; da namlich fir / 
aus S, (Age +A)f+itxf zu S gehért, ist auch g = (Ag+ A)f ein 
Element von S und folglich gilt: 


\(Ae +4) 9,f} = (9, (Ae + 4) f} = \\(4e+ 4) P| > 0. 


15) Hellinger, Journ. f. Math. 186 (1909), S. 210—261, Kap. III, § 8. 
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Die Gleichung T T*/ = p hat ferner fiir jedes m aus § eine Lésung 
in S,: f = T*~-! T-' ¢; es ist also insbesondere: 
H-' 9 =(T T*)-1 9 = T*-1 T-19. 


Hieraus folgt |(H-* y, y)| < - (9,9); sei nimlich Hf = y, | =H 9, 
dann folgt zunichst: (/,H f) = (H-'9,), also |(H—-* 9, 9)| > x (f,/) 
= *'||H~*o|; andererseits aber ist |(H—' 9, y)|? < ||H~*9|I*-|| ¢\I", 
also: |(H-' 9, 9)| < 4 |||?. Es ist nun weiter (z beliebig, nicht reell): 


\\(Ag + 2)—* pl? = [T-' y, T- go} = (T*-' T-' 9, g} = {H-' 9, 9} 


<Silel, 
also 
(39) 4s +2)-' oll < — lel 


d. h. der inverse Operator (38) ist beschriinkt; in bezug auf das zugrunde- 
gelegte Koordinatensystem ist also dem inversen Operator eine beschrankte 
Matrix — die ,,Reziproke von Ac‘ — zugeordnet. 

3. Im Anschlu8 hieran la8t sich wie bei beschrinkten Matrizen die 
Analytizitét der Reziproken beweisen. Es sei z, = 4, + %*,, x, +0, dann 
ist (de +2)g9 =(4 +2) (1—[2,—2][4e+%]-")9 =@ fir g in G, 
also: 


(Ag + z)-'— = (1 — [z, — 2] [Ag + 2,]—')—“' (Ag + 2,)-' g, 


und das l4Bt sich in eine Neumannsche Reihe entwickeln: 
(Ac + z)-? ? = = (2, — z)* (Ag + a P; 
e=1 


welche fiir |\(¢ — %) (46 +4)~" gl| S = |2 — | lel <1, db. far 


|z — 29| ||p|| < x, konvergiert; insbesondere ist dann: 


x 


(39’) {((Ag + 2)—' 9, g} = Ag — 2) {((Ag + 2)—*—* 9, 9}, 


d. h. also die Koeffizienten der Reziproken (Ag + z)~' sind in der oberen 
bzw. unteren Halbebene regular analytische Funktionen. 

4. Es gibt » von o bzw. 6 abbiangige Lésungen von (11) bzw. (12), 
die fiir jedes 9 bzw. 6 linear unabhangig sind und deren Komponenten 
auBerdem analytisch von 9 bzw. @ abhingen. Es sei (A + 0*)g, = 0 
bzw. (A + 0*) 9, = 0 (v =1,...,"; g, bzw. g, orthogonal und nor- 
miert); in einer gegebenen Menge G sei dann /, (0) = (Ac + e)—' 9, bzw. 
f,(@) = (Ae + 6)-*g- Nach (39’) sind die f,(9) bzw. die f,(@) regular 
analytisch in 9 bzw. 6. Sie sind auBerdem linear unabhingig fiir jedes 9; 
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sei namlich by c.f, (o,) = 0 baw. E ef, (0,) = 0, dann wire wegen 
r=] r=1 


(A + 0)f-(o) = y, baw. (A + 0)/,(@) = y, auch E69 = 0 bzw. z c, p, =90, 


v=1 
was der Voraussetzung widerspricht. Aus (A + 0) 9, = (oe — o*) gy, und 
(o — o*) (A + 0) f, (eo) = (o — o*) y, folgt nun weiter: 


(40) {A + 0} (p — (e — e*) f,(o)} = 0, {A + 0} (po, —(@ — 0*)/,(0)} =0. 
Die Funktionen 


(41) vie) = g — (e— o*) fle), vw (@) = % — (@ — &*) (0) 
sind also analytisch von 9 bzw. 6 abhiangige Lésungen der homogenen 
Gleichungen; sie sind ferner linear unabhingig; aus By c, yp, (0) = 0 folgt 
pamlich : ce 

Zeig = (0-0) Bahia) 


Diese Relation kann aber nicht bestehen, denn simtliche /,(0) gehéren 
zu S, welchem die gy, nicht angehéren. Analoges gilt fiir y, (0). 

Fiir einen reellen Parameterwert A gehéren etwa vorhandene Lésungen 
der homogenen Gleichungen der Nullklasse und folglich gewissen voll- 
stindigen Symmetriebereichen an; insbesondere bildet die Gesamtheit 
der A-Werte, zu welchen es einem bestimmten Symmetriebereich S an- 
gehérige Lésungen gibt, die Eigenwerte, die zugehérigen Lésungen selbst 
die Eigenvektoren des durch A in © definierten Operators. Es laBt sich 
zeigen, daB die homogenen Gleichungen einer jeden Matrix, fiir welche 
m = n+ 0 ist und welche auBerdem in irgendeinem S ein vollstindiges 
System von LEigenvektoren mit sich mnirgends haufenden Eigenwerten 
haben, Lésungen besitzen, deren Komponenten ganze Funktionen sind. 
Seien nimlich gy, = {u,,,...} die Eigenvektoren von A in SG zu den 
Eigenwerten 4,(v = 1, 2,...), dann hat der durch Ag definierte Operator 
in bezug auf das Koordinatensystem {¢g,} die Gestalt z, = A, y, |p = 1,...}. 


Indem man die Inverse y, = ts von Ag + z vermége 


Ag+ 
Yp = 2X Uap Ya bzw. Zp = ps Usp 2 
q=1 q=1 
im alten Koordinatensystem darstellt, erhalt man als Koeffizienten der 
zugehérigen Reziproken: 
yu, &, 
(42) reel) = De. 
p= 

Die Lésungen y,(z) bzw. y,(z) haben demnach als Komponenten mero- 
morphe Funktionen mit sich nirgends haufenden Polen; es gibt daher 
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ganze Funktionen c,(z) bzw. c¢,(z), so daB c,(z) y,(z) bzw. c, (z) y, (z) 
linear unabhangige Lésungen mit ganzen Funktionen als Komponenten sind. 

Satz 4: Sei m = n; durch die Beschriinkung des Definitionsbereiches 
von A auf einen vollstindigen Symmetriebereich S sind dann die Gleichungen 
(A +2) / = 9 fiir alle p aus § eindeutig lisbar fiir nichtreelle z; es existiert 
eine beschriinkte Inverse (Ag + z)~' p = f, und die Elemente der zugehérigen 
Matric — der ,,Reziproken von A in S“ —, sind fiir nichtreelle z analy- 
tische Funktionen; ferner hat (A +z) / = 0 n linear unabhingige, fiir kom- 
plexe z analytische Lésungen. 


Il. Teil. 
Berechnung der Inversen in einem Symmetriebereich. 


§ 1. 
Hilfssitze. 


1. Es sei m =n; zu (Ag +2z)f=g, d. bh. zu E a,,%_¢ +22, = Y, 
q=1 


(Z,, %,--. m S) siz, = E re (2)y, der inverse Operator. Die r,,(z) 


r==1 


geniigen also dann den Gleichungen: 


(43) z [@ng + Z Enq} Tov = py 


q=1 
bei konstantem » stellt (43) ein inhomogenes Gleichungssystem fiir den 
Vektor {r,,,7%2,,...} dar. Die Vektoren (r,,,7.,,...} gehéren zu © fiir 
jedes komplexe z, d.h. damit ein Lésungssystem {r,,(z)} von (43) die 
Reziproke von A in bezug auf ein S darstellt, ist notwendig (bei festem z): 
a) (r,,+,72,,--.} Stehen zueinander in Symmetrie in bezug auf 4, 
b) (ri, Ta»,---} gehéren zu ©. 
Wenn umgekehrt fiir ein festes komplexes z ein Lésungssystem {r,,(z)} 
von (43) die Bedingungen a) und b) erfiillt, gehéren die Vektoren 
(r,,(z), fT: (2), ...} einer bestimmten Menge S an. Da es aber nach I, §4, 1 
keine weiteren, S angehérigen Lésungen von (43) gibt, umgekehrt aber 
die Elemente der zu S gehérigen Reziproken von A (43) geniigen, stellt 
das Lésungssystem {r,,(z)} gerade die Reziproke von A in bezug auf S 
dar; d.h. aber die Bedingungen a) und b) sind auch hinreichend. Unter 
Beriicksichtigung von (43) besagen a) und b)"*): 


(44) (z — 2) oy T pu (2) Tpv (2) = "su l2) — Tur (2). 


p=1 


16) Fir beschrankte Matrizen ist diese Formel schon bei Hilbert, Grundziige 
einer allgemeinen Theorie der linearen Integralgleichungen S. 140 bewiesen. 
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2. Es seien nun {r,, (z,)} und {r,,(z,)} zwei (43) geniigende Re- 
ziprokensysteme; damit sie Reziproken zum selben Symmetriebereich dar- 
stellen, ist notwendig, daB {r,, (z,), rs, (z,)..-} baw. {r,, (2), T2, (2) ...} 
in bezug auf A in Symmetrie stehen, d. h. 


(45) (2, — 2) 2 Tou (2) Tpv(2,) = Tru (24) — Tur (2%) 
9= 
DaB (45) auch hinreichend ist, léBt sich folgendermaSen beweisen: 


= = E ron) y. bildet § auf S, und 2” = Sty (2) y. $ auf S, ab. 


Damit S, mit S, identisch ist, miissen simtliche Elemente {2} mit 


simtlichen Elementen {ap} in Symmetrie stehen, d. h. 


~ ." a) (2) = — 

j | 2" on { \ 

ps t P 4 Bng% | Lp = p 4 Tq | ps Agp®p |- 
p=1 q=1 q=1 p=1 

Nach (45) erhalt man hieraus: 


z y\ Yn {(z, — 2) z Tp (21) tp w (29) + Tuy (2) — Trp (2q)} = 0. 
p=1 


“u,r=il 

3. Nach (39’) sind die r,,(0) bzw. r,,(@) analytizch; daB sie 
Zweige einer analytischen Funktion bilden, ist nicht notwendig. Zwischen 
ihnen besteht folgender Zusammenhang: es seien gy, die Einheitsvektoren, 
dann gilt: 
(46) Tyq(z) = \(Ag +2)! Pp> Pa! = {Pps (Ag + Site Pa! = Fen (2), 
da der (Ag+ z)~' adjungierte Operator bekanntlich gleich (Ag + 7)~" ist. 

Bei reellen Matrizen lat sich (46) fiir zu sich selbst konjugierte 
Symmetriebereiche in bemerkenswerter Weise vereinfachen; (Ag + 2)—'/ 
liegt stets in S und folglich (Ac +2)-'/ stets in S; auf Grund von 


(4+2)(4g+2)> F=f 
folgt sofort 
(A+ 2)(A4g+2)-*f=f oder (Ag+ 2)-'f = (de+2)-"f. 
Das besagt: die Matrix {7,,(2)}, nach (46) also die an der Hauptdiago- 
nalen gespiegelte Matrix {r,,(z)}, ist die Reziproke in S zum Parameter- 
wert z, d.h. fir S = & gilt speziell : 


(48) Vp q(@) = Tpq(2) = Te n(2); 
also fiir selbstkonjugierte Symmetriebereiche ist die Reziproke symmetrisch. 
4. Definition: Die Lte ,,abgeschnittene Matrix“ {|a,,|\, von |dy 4} 


set die Matriz, die man erhdlt, wenn man von der ,,Ausgangsmatriz |a, 4} 
die ersten | Zeilen und Kolonnen weglapt. 
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Es la8t sich beweisen, da8 der {a,,!, zugeordnete Operator A! die- 
selbe Anzahl von Lésungen zum Parameterwert 0 bzw. 6 hat wie A. Es sei 
namlich f = {7,,..., 2,24 ,,---} aus §, dann sei /, = {0,...,0,2%,4,....} 
und / = {2,4,,2:49,---}; die Elemente f bilden dann einen Hilbertschen 
Raum §', welcher bis auf die Numerierung mit § identisch ist. §) ist 
der zu A!’ gehérige Hilbertsche Raum, D', &’, €; und €- seien die nach 
§2 zu A! gehdrigen Mengen. Sei / aus D, dann gilt wegen 
(Aforfol = (4D /: _ 

3m (A fy, fo} = Im {A'}, f}, 
d. h. die Klassenzugehérigkeit von / in bezug auf A! und von /® in bezug 
auf A ist dieselbe, d. h. nach Teil I, § 3: Die Dimension von §' — €; bzw. 
§' — €, ist kleiner oder gleich der Dimension von § — €, bzw. § — &. 
Andererseits ist f, = h + /, wobei h als finites Element dem symmetrischen 
Grundbereich von A angehért; es ist also: 


{A fos fo} = {Ah + Af,h +f} = {Ahh} + (ALS) + {44,f} + (APA); 
wegen {A/f,h} = {Ah,f} und da {Ah,hA} reell ist, gilt also: 
(49) Sm {4 fos fo) = Im {A ff} = Im [A'f, f}, 
d. h. die Klassenzugehérigkeit von f in bezug auf A ist ebenfalls dieselbe 
wie die von / in bezug auf A’. Es gehére /, (f, linear unabhingig fiir 
y= 1,...,) zu §—€,, dann gehért also /, zu Ut von A’, also: 
- (») (o) (v) (y) 
f= fy + fst « + fet_et (I fe! e! \\> fs _e!ll). 
¢ ¢ e ¢ 
Angenommen $'— €,, habe eine geringere Dimension als § — €,, dann 
giibe es eine lineare Verbindung / = 5 c,f,, so daB f = fat + foie “ nicht 
v=1 


mehr U+ angebért. { = 3° c,f, miiBte dann nach (49) ebenfalls ein Ele- 


v=1 

ment sein, welches nicht mehr U*+ angehért; das ist aber ein Widerspruch, 

de mit /, auch s c,f, zu § — E,, also zu U* gehért. Analog beweist man, 
v=1 

daB §' — €* mindestens die Dimension von m hat. Die Dimension von 

$'—€, bzw. §' — €- ist also n bzw. m. 

Satz 5: Him (43) und (44), (45) gentigendes System {r,, (z)} 
stellt die Rezvproke in einem Symmetriebereich dar. Fiir thre Elemente 
gilt (46), bei reellen Matrizen ist die Reziproke in den selbstkonjugierten 
Mengen S, symmetrisch. Die homogenen Gleichungen der abgeschnittenen 
Matrizen haben dieselbe Zahl der linear unabhingigen Lésungen wie die 
Ausgangsmatriz. 
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§ 2. 
Methode zur Berechnung der Reziproken. 

1. Im folgenden sollen stets nur reelle Matrizen behandelt werden. 
Es sei y’ (g) eine nach (40) gebildete Lésung von A', also (A! + @) y’ (eo) = 0; 
dann kann man wegen der Realitaét von A' eine Lésung S; = {s8,;(z), 89; (z),...| 
von (A! + z)S8,(z) = 0 fiir komplexe z so definieren: 
y (0) fir Imz>0,z=¢e 
y (oe) fir Inz<0,2=¢6 
Die s,,(@) bzw. s8,,(@) sind im Komplezen analytisch. Eine spezielle Lésung 
(71> (2), 72» (z),---) von (43) (» fest, p = 1,2,...) kann man durch folgenden 
Ansatz*’) definieren: 


(50) S,(z) = S,(z) = 8, (z) (k= 1,2, ...). 





0 p=, 
em 

2% 8y — ¢,4 (2) pp = 2, 205%, 
=1 


ZS of’ e,-4.(8) p=v +1... 


i=1 


(51) Ty y (z) == 





| Ist ein Vektor S; durch z, = 0,..., 2; = 0, 241 = 8172, M49 = S891,--. @F- 
klirt, dann gilt ¥'(a,,+2¢,,}%,=0 fir p=1+41,1+2,..., da S, 
Lésung der I-ten seatiidltiatian Matrix ist. Sind also die o{” (J =1,...., v) 
wilikiirliche Zahlen und S’ = ¥ o{”S;, dann erfiillen die Koordinaten 


t=1 


von S’ die Gleichungen Z (dy, + 2e,,)2,=0 fir p= »v+1,...,. dh. 
q=1 


S’ befriedigt (43) bei festen » fiir p =»+1,.... Man kann nun ver- 
suchen, ¢;” so als Funktionen von z zu bestimmen, daB auch die ersten 
vy Gleichungen erfiillt sind. Die ersten v Gleichungen von (43) liefern 
unter Einsatz von (51) folgendes Gleichungssystem: 


(52) 2 cy” Qu e8e-v,9 = Cur {uw = 1,2,...,%}- 
p=" g=p+i 


Matrizen, fiir die {s,,;, 8 ,,...} so wahlbar sind, daB keiner der in der 
Diagonale stehenden Koeffizienten verschwindet: 


J Oy e8e-n nw FO (uM =1,2,.-.), 


q=uti 
d.h. fiir die alle Gleichungssysteme (52) eindeutig auflésbar sind, sollen 
»natirliche Matrizen*, kurz N-Matrizen genannt werden. Fir die 


17) Vgl. Hellinger*) S. 20, Formel (4b). 
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(a) 


Lésungen c,"’(z) von (52) gilt auf Grund von (50) und der Realitét von A 


ef” (z) = es” (2) d. h.: 

(53) Fp v(2) = Tp (2). 

Wie spiiter gezeigt wird, sind allgemeine J-Formen unter einer gewissen 
Einschrankung N-Matrizen. Matrizen, fiir welche bei einem bestimmten yu 
k,—1,, = 0 ist fiir ¢g = w,..., sind keine N-Matrizen. Fir N-Matrizen 
gibt es also eine spezielle (53) geniigende Lésung der Gestalt (51) fiir 
alle komplexen z mit Ausnahme der abzahlbar vielen komplexen Null- 


stellen von 2 Gy ¢ 8—u,4 (4 =1,2...). 


_ 
q=ari 


2. Man erhilt die allgemeine Lésung, indem man zur speziellen 
Lésung eine allgemeine Lésung der homogenen Gleichung addiert. Zu- 
nichst sollen geeignete Lésungen  ,(z)(v = 1, 2,...,”) der homogenen 
Gleichungen (A + z) y,(z) = 0 konstruiert werden. Seien y,(o) die nach 
(40) gebildeten Lésungen von (A + 0) f = 0, dann kann man in Analogie 
zu (50) y,(z) so definieren: 


x (2) = [re fir Jmz> 0, z = 
, lp, (o) fir Jmz< 0, z= 
(vy = 1,3, ..., %). 


Man kann weiter immer annehmen, da8 die n-ten Abschnittsvektoren g,” 
von g,(v = 1,...,) linear voneinander unabhingig sind; nach Voraus- 
setzung sind namlich gj = {2,, %j2,...} (i = 1,..., ) linear unabhangig, 
man kann also hieraus immer n linear unabhingige n-dimensionale Vektoren 
fe = (ius Vinys +++ Lig,| (Me Me fiir « + k) auswihlen und diese durch 
Zeilen- und Kolonnenvertauschung der Matrix zu Abschnittsvektoren machen. 
Wegen y, (e*) = g, sind dann auch die n-ten Abschnittsvektoren von y, (@) 
und damit auch von y,(o) mit Ausnahme einer nur an der reellen Achse 
sich hiufenden Menge komplexer Zahlen linear unabhingig. Aus den y, (z) 


(54) xv (2) = xy (2) 


oI © 


kann man demnach n linear unabhingige Lésungen in (2), a (2), aacel 
kombinieren, fiir welche 2’ (z) = e,, (8, h = 1,..., ) gilt und die 2} (z) 
abgesehen von Stellen, die sich nur an der reellen Achse haufen, regular 


analytisch sind. Es gilt dann wieder, wie man sofort einsieht: 

(55) my (z) = my (2). 

Man kann nun die spezielle Lésung (51) vereinfachen, indem man in ihr 
die ersten n Koordinaten zum Verschwinden bringt durch Subtraktion von 
7y,2p +... + Fyy%h” von der h-ten Gleichung von (51) fiir h = 1, 2,.... 
Die so entstehende spezielle Lésung sei: 


(56) Fie = 0,..., Far = 0, Fannie ¥0,... (9 = 1,2,...). 














Operatoren aus quadrierbaren Hermiteschen Matrizen. 269 


Wegen (53) und (55) gilt 7,.(z) = 7,4(z). Die allgemeine Lésung von (43) 
fiir z auBerhalb der singularen Punkte lautet: 


(57) tq (2) = rav(2) my? (2) + Fav (2) ty’ (2) +. + tae (2) 9” (2) + Foy (2). 

Damit die r,,(z) Elemente einer Reziproken sind, ist (46) notwendig, also: 

(58) tu (2) = Fy (2) = Pau (Zar (2) + Pau (2) Wo (2) +... + Tau (2) (2) + Typ (2) 
(¢9 =1,..., 9), 

fir v = 1, 2,3,...,m also speziell: 

(59) Tur (2) = Tiu(2), ++) Tun (2) = Tau (2); 

hiermit la8t sich (58) auch so schreiben: 


(60) tus (2) = Tur (2) My (2) + Pus (Z) ay (2) + ~~. + tan (2) a” (2) + Fy (2) 
(gp = 1, ..., 8). 


Durch Einsetzen von (60) in (57) wird: 


n n=1 n 
@® @# («) _ (o) (a) _ (a) 
(61) T ’ (z) = = 754 Mg My - By Pa (Tne My Ry + lou, Ny 
i=1 a=1d=>4+1 


+ 2 tim 7 Feve 
In (61) sind demnach stimtliche Reziproken enthalten bei geeigneter Wahl 
der noch unbestimmten Funktionen r,,(z) (s,h = 1,...,); wenn man in 
(61) r,.(z) statt r,,(z) bildet, dann gehen wegen (59) die beiden ersten 
Summen in sich iiber. Es muB also gelten: 


¢ - (1) = (2) 2 (n) - 
(62) Ty1 lg + %rq%o 2. eet TonMy +7 
7 q q 


-“~ Fos ni? sd 7,90” 

t+. b iam +h, 
fiir eine iiberall dichte Menge komplexer Zahlen und folglich wegen der 
Analytizitat identisch in z. Unter Verwendung von (62) wird (61) 
nach (58): 


q’ 


111 (2) my” (2) + Tov (2) me (z) +... + rp (z) a (2) + Fo. (2) 


(63) r,,(z) =? (¢, » = 1,2,...) 


| T1q (2) Hy” (2) +- Taq (2) Ae (2) +... + Fag(2) Ae” (2) + Fry (2) 
(q, » = 1, 2,...). 
Sei insbesondere 7,, = 7, =... = Trimy = 0, wobei m>O ist, dann 


kann man r,,(z) auch so schreiben: 


ry, (2) my (2) + rer(z}ay’ (2) +... + tar (z) ay(z) (QS v+m) 
(n) 


y (2) Q=r+m). 


(64) Tq. (z) = sentticiliia eee ee es 
\ Fy y(@ a? (z) Haq (z) a (2) +... + Taol2) 2 
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3. Zu einem gegebenen vollstindigen Symmetriebereich S gehért 
nach (39’) eine im Komplexen analytische Reziproke {r,,(z)}; indem man 
die in (60) noch unbestimmten Funktionen r,, = r,, (s,k = 1, 2,..., ”) 
setzt, sind die analytischen Funktionen (63) in einer im Komplexen iiber- 
all dichten Punktmenge mit r,,(z) identisch, es gilt also tiberhaupt 
Tqv(%) = 1»(z), d. hb. die Reziproke la8t sich iiberall im Komplexen 
durch (63) darstellen, oder die Berechnung der Reziproken in einer 
Menge GS ist auf die Berechnung ihrer ersten n Spalten bzw. wegen 
T19(2) = %:(2) auf die Berechnung der ersten n Zeilen zuriickgefiihrt, 
welche ihrerseits wieder nach (60) und (58) durch den n-ten Abschnitt 
der Reziproken bestimmt sind. 

Satz 6: Die Rezvproken natiirlicher Matrizen lassen sich in der 
Gestalt (63) durch die Lésungen der abgeschnittenen Matrizen darstellen; 
insbesondere ist also die Berechnung der Rezvproken auf die Berechnung 
thres n-ten Abschnitts zurtickgefiihrt 


§ 3. 

Berechnung des n-ten Abschnitts der Reziproken bei festem <. 

1. Es werde (63) fiir ein festes komplexes z betrachtet, fiir welches 
simtliche x,’ und 7,, regular sind: Unbestimmt sind dann in (63) nach 
(58) bzw. (60) n? komplexe Konstanten, d. h. 2n* reelle Parameter. Da- 
mit (63) eine Reziproke darstelle, sind nach (44) notwendig und hin- 
reichend : 


(44) (z — 2) D typ (2) Tpr (2) = Tyu (2) — Tur (2). 
Pp 


Es besagt namlich (44), daB die ersten n Spalten der Reziproken zu 
einem Symmetriebereich G gehéren. Da die Reziproke dieses SG aber 
notwendig die Gestalt (63) hat, also durch die ersten n Spalten schon 
eindeutig bestimmt ist, sind die Gleichungen (44) fiir w4,»=1,...,” 
schon hinreichend, um die Reziproke zu charakterisieren. Das sind also n?® 
reelle Gleichungen fiir die 2n* reellen Konstanten. Diese Gleichungen 
kénnen sich nicht widersprechen, da N-Matrizen sonst keine Reziproken 
hatten. Im Raume der 2n* Dimensionen definieren also die Gleichungen (44) 
eine bestimmte algebraische Mannigfaltigkeit Q. Zwischen den Punkten P 
von 2 und den Reziproken der Mengen S besteht nach (58) eine ein- 
eindeutige Zuordnung und folglich auch zwischen den Punkten P von Q 
und den Mengen G; _hieraus folgt, daB zwischen den Punkten P von Q 
und den unitaéren Matrizen ebenfalls eine eineindeutige Zuordnung besteht; 
da diese nach (32) von n’ reellen Parametern abhingen, folgt, daB die 
Reziproken ebenfalls einé n?-parametrige Schar bilden. 
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2. Es laBt sich zeigen, in welcher Weise die ersten die Reziproke 
bestimmenden Spalten den zugehérigen Symmetriebereich S definieren. 
Nach (21) gilt folgende Darstellung: 


(Pin; Cenex ot = h, + 6, (g, + g:) (» = 1, 2,..., ), 
h, aus MU, (A4+2)9,=0, (A+2)g,=09, |lgrl] = |lg-l] = 1. 


Es werde /, = g, und f, = g; gesetzt; /, sei dann das Perpendikel von g, 
auf f,, analog f,;. Die Vereinigungsmenge von YW mit {r,,,7,,.--} 
= hy +b, (f+ A) und (7,5, P95 ---] = hy +5, +f) + 8 hp + fh) ent 
halt /, + f,; da es zur Nullklasse gehért, folgt also ||/,\| = ||f,||. /, sei weiter 
das Perpendikel von g, auf f, und f,. analog f;; es folgt dann wieder 
fs !| = \\fs|| usw. Man erhait je ein Orthogonalsystem /,,...,/,, fi,..-.f 
y<=n. Es laBt sich aber zeigen, daB n= vy sein mu; es sei 


S = {h+ z ay (fu + f.)}, dann kann G’ noch jeder Menge G einer (n — v)?*- 
a1 


parametrigen Schar von Mengen S angehéren; da aber die ersten n Spalten 
der zu dieser Schar von Mengen S gehérigen Reziproken stets der Menge G’ 
angehéren, also fiir alle S” enthaltenden Mengen © fest sind, gibt es, da 
die Reziproke durch ihre ersten n Spalten bereits bestimmt ist, zu dieser 
Schar nur eine Reziproke und das ist nur méglich fiir » = n, also: 


(65) S* = {h+ La, (fu + fy)} - 
x. 


Die Vereinigungsmenge der ersten » Spalten mit YU definiert also gerade 
eine Menge S. Die ersten o <n Spalten der Reziproken definieren dem- 
zufolge nach (65) den Symmetriebereich 


o’= {h + a (fa + fu)}- 
S* ist nach I §3 Teilmenge von jedem vollstindigen Symmetriebereich 
einer (n —o)*-parametrigen Schar vollstindiger Symmetriebereiche; halt 
man also in (63) die ersten o Spalten fest, dann gibt es noch eine (n — a)?- 
parametrige Schar von Reziproken. 

Satz 7: Bei festem komplexen z lapt sich der n-te Abschnitt der S 
zugehérigen Reziproken einer reellen Matrix abhtingig von n? reellen Parametern 
darstellen in Ubereinstimmung damit, dap die ersten n Spalten der Reziproken 
die Menge S bereits definieren. Halt man nur o Spalten fest, dann hangt 
die zugehérige Teilschar der Reziproken von (n —a)* Parametern ab, in 
Ubereinstimmung damit, daB die ersten o Spalten eine Menge S° definieren. 
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§ 4. 
Anwendung auf .J-Formen. 
Einer allgemeinen J-Form mit n Nebendiagonalen: 
Dy (a,z> + 2b," 22,4, +... +26" 2,2...) 
p=n 


ist folgendes Schema von homogenen Gleichungen zugeordnet: 


(4, + z) my 7 b;” aT oe > bi” x, +s = 0; 
bY 2+... + b0r 1 Tp it(@)+2) 2%, +6," Rpeit e+ bp a 4n=0 
(66) fir p= 2,...,n+1; 
by n%y—n +e bby 1 %p—1+ (Gy +2)%,+b,” Mytit ae Min = 
firp>n+2 


1. Samtliche 6)” (p = 1, 2,...) seien von Null verschieden. Dann 
existieren linear unabhingige Systeme von Lésungspolynomen von (66); 
man kann namlich fiir 2, (z), ..., 2%, (z) willkiirliche Konstante wihlen, 
aus der ersten Gleichung von (66) %,+,(z) berechnen, aus der zweiten 
dann 2,,.2(z) usw. Demnach dak: 


Ny + v(2) = %, Mey, (z) + mgm, .(z) +... + a, xe. (2) (v = 1,2,...). 


Die git sind’ Polynome in z. Indem man fiir (2,, %,,..., %) die 
Einheitsvektoren setzt, erhilt man die » linear unabhingigen Lésungen: 
(67) Hy” = On, (st = 1, ..., 8), Rat (2), Bers (8), --- 

mit 2” (z) = a” (2 2) (vy = 1, 2,..., »). 
Dasselbe gilt fiir die Lésungen der abgeschnittenen Matrizen. Es gibt nun 


on 
sicher J-Formen, fiir welche 
“asl 


man braucht nur eine Form zu nehmen, bei welcher nur die n-te Neben- 
diagonale besetzt ist; diese zerfallt dann in n J-Formen mit einer Neben- 
diagonale, und diese kann man stets von der zweiten Klasse, d. h. mit 





m,.’ (z)|? fir » = 1,..., m konvergieren; 


konvergenter ¥ |,” (z)|* annehmen. 
1 


2. Von nun an werden nur solche J-Formen betrachtet, fiir die 


= |x.’ (2)/? konvergiert fiir » = 1,...,”, dann gilt nach Satz 5 das- 
a=1 
selbe fiir simtliche Lésungen einer abgeschnittenen Matrix. Unter den 


Lésungen einer abgeschnittenen Matrix wihlt man: 


83) = 8g, = --e = Sh —-1 = 0, sa21 = l, Sn+ils Spit -+es 8,1 (2) = 8, (2). 


ee ON a SNIPE 7 EE 





i 


a 
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Das Gleichungssystem (52) geht dann iiber in: 


, ¥ n ¥ 1 n 
(52') cf? 6 = eu, (ge =1,..., 9%), oy” = <5 (ba + 0). 
Die spezielle Lésung lautet also: 
(68) te = a Mens firg>v; %,=0firgs». 


Die 7,, (z) sind ebenso wie x\” ganz rational. Unter Zugrundelegung dieser 
Lésungen kann man nun (57) bis (64) wiederholen. Insbesondere erhilt 
man fiir (64), indem man dort wegen (68) m = » — 1 setzt: 


Ty (z) mq” (2) + 12, (2) me” (2) +... + ty (2) my” (2), 
qsrt(n— 1); 


Tiq (2) my” (z) + Faq (2) m” (2) +... + Tug (2) me” (2), 
q=vr+(n—1). 


(69) f,1(2) = | 


Die Beziehung (62) nimmt folgende Form an (— eT iy—»,»)3 


q-—-Y,? 
o” 7 


(70) 8-11 x + 8 —22 xy. + eee + Sy—an m” 

= 8q—11 ni? + 8, —22 ny” + eee + is xi” + =r 
Fiir » = 1, d. h. fiir gewéhnliche nicht zerfallende J-Formen, ergeben 
sich die bekannten Formeln"*), wenn man dabei noch beachtet, daB bei 


gewohnlichen J-Formen alle Mengen S selbstkonjugiert sind und folglich 
71q(2) = tiq(z) gilt, also: 


(1) (1) 
(71) — { rym qs’, Ty = M11 M + S442, 
ar | (1) - Qs () ‘ 
gm Q=Y», Sy—11%q — 89-11%, = 8 —ge- 
III. Teil. 


Uber die zu einem Symmetriebereich gehérigen Eigenwerte 
und Eigenvektoren. 


§ 1. 
Ein Satz iiber reelle Matrizen, 
Satz 8: Wenn zu A -+-i in einer bestimmten selbstkonjugierten Menge 


S, eine Reziproke R(i) = {r,,} gehdrt mit konvergenter S |\r,,\*, dann 
P, q=1 
gehért zu diesem S, evn vollstindiges System von Eigenvektoren'*). 
18) Hellinger *) S. 24, Formel (19). 
19) Vgl. Weyl 5) S. 220—238. 
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Beweis: Wenn {f = /™ +%/ zu GS, gehért, dann gehéren auch 
/™ und {® sowie / zu diesem G,. Es sei nun g reel) und 


(72) A (f + if) + £(f + 4f/) = g; 
hieraus folgt: 
(73) Ajfm ay f@ = 4g, Aj™ + 79 = 0, 


Umgekehrt folgt (72) aus (73) fiir reelle {, f® und g. Ferner sei ¢, ein 
zu S, gehérender Eigenvektor von A, also A gy, = 4, ¢,; in S, kann man 


die Eigenvektoren stets reell annehmen; setzt man dann /* = @,, dann 
kann man g aus (73) berechnen: 
(74) g = — (1443) f®. 


Sei R(i) = R, + i R, (R,, R, und R symmetrisch, Y lt PLE tee’ 
P.g= P=! 
existieren) die zu 9 = % gehérige Reziproke von A im G,; fiir reelle g 


folgt dann aus f/ + 1/@ = Rig +iR,g: 


(75') {? = Ryg. 
Setzt man also /® = g,, dann erhalt man durch Anwendung von R, auf (74): 
(75) @, = — (1+A}) R, gy, und daher g, = (A,+ 1) Rq,, 


d.h. alle Eigenvektoren g, von A in GS, sind zugleich auch Eigen- 
vektoren von 


(76) =oR,f mit o = — (1+A?). 
Es sei umgekehrt f/ ein Eigenvektor von (76); f kann reell angenommen 


werden. Bildet man g = o R,f, dann folgt g + if =o Rf, d.h. g + if 
gehért zu SG, und folglich auch f und g; ferner folgt: 


A(g+tf)+tg+tf) =cf, 
woraus sich die (73) analogen Formeln ergeben: 
(77) Ag=(c+1)f, Af=—4gq; 
umgekehrt folgt fiir (77) geniigende, ©, angehdrende, reelle / und g: 
g+if=oRf. Es gehért nun —g —i V1 +of =h mit f und g zu &, 
und mit Hilfe von (77) beweist man: 
(78) Ah+iVl+oh=—Ag—iVl+oAf—iVl+o9+(l1+o)/=0. 
Da aber h zu GS, gehért, muB iVl+o reell sein, d-h.o<—1. Es 


sind nun zwei Fille zu unterscheiden: o < — 1 und o = — 1. 
Fiir o < — 1 geniigen gema8 (77) und (78) die beiden Vektoren 
h,=-—g—Vio|—1f und he=—g+YVlo|—I1f 


den beiden Gleichungen 
Ah,+YV\o|—1h, =0 bzw. Ah, —YVjo| — 1h, =0, 








= et a oe 


ee 
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d. h. h, und A, sind Eigenvektoren von A in S, und es ist: 


h, —h, =2V\o| — 1f; 
fiir o <. — 1 JaBt sich also jeder Kigenvektor von (76) zusammensetzen 
aus zwei Eigenvektoren von A in G,. 


Fiir o = — 1 folgt aus (77): 
(79) Ag = 0, Af=-—4g. 
Wenn A in SG, 4 = 0 nicht zum Eigenwert hat, ist g=0 und folglich 
auch f=0, d.h. o = — 1 ist kein Eigenwert. Wenn dagegen 4 = 0 


Eigenwert zu den Eigenvektoren k,({k,, k,} = e,,) von A in G, ist, gilt 
zunachst nach (79): 


(79a) g= — De, k, Af = Se, ky; 


oT : 7 ~y , 7 
aus (A +i2)f = «tf + > c,k, folgt dann wegen > c,k, = +4 R( » Cc, k,), 
und da f zu GS, gehort: 


(80) = R(if+ Di ek,) =iRf —i So,k,. 


Indem man mit k, multipliziert und beachtet, daB wegen der Realitat 


von f und g und der Vertauschbarkeit der Summation bei beschrinkten 
Matrizen 


(Rf, ky} = \Rk,, f} =—?1 (ky, f} =-1 (i, k,| 
ist, erhilt man aus (80) durch Multiplikation mit k,: c, |\k,|| = 0, d.h. 
c, = 0; in (79a) ist Af =O und folglich f = » bd, k,,. 
Alle Eigenlésungen von (76) sind also lineare Verbindungen von 
Eigenlésungen von A in S,. Da (76) wegen der Symmetrie und der 
Volistetigkeit ein vollstandiges Orthogonalsystem zu Eigenvektoren hat, 


hat also auch A in G, ein vollstandiges Orthogonalsystem zu Eigen- 
vektoren. 


§ 2. 
Anwendung auf .J-Formen. 
Fiir die Reziproke der in II § 4 behandelten J-Formen gilt (J in S,): 


x ao q+ (n—1) 


J Ite = LL |rige +... + tag |? 
PqQ=1 q=1 p=1 P 
a 


+ 2 |p A +... + tapa™ |} 
p=qtn 
q=1 pl 


<2 3 |r F [xP +...42 5 |r Flam? <M 


fiir alle komplexen z. In den selbstkonjugierten Mengen haben die 
J-Formen also nach Satz 8 ein vollstindiges System reeller Eigenvektoren. 
18* 
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Die zugehérigen Eigenwerte lassen sich, wie in §3 gezeigt werden soll, 
als Nullstellen einer ganzen Funktion darstellen. Zu diesem Zweck soll 
noch folgender Hilfssatz bewiesen werden: 

Hilfssatz: Sei g, = {2 (z), af (z),...}, also {J +2} p,(z) = 0, 
und es existiere || p,(z)\| fiir nichtreelle z, dann existiert auch || p,(A)|| fir 
reelle i. 

Den Beweis fiihrt man in Fortsetzung eines ahnlichen von Hellinger**) 
so: Es sei R(z) die zu einem bestimmten GS, gehérige Reziproke; dann 
betrachte man: 


(81) Po(t) = fo —(t+ A) R()f, (¢ = 1,...,m). 


Nach Siatzen iiber vollstetige Gleichungssysteme hat jede Gleichung (81) 
eine eindeutig bestimmte Lésung /, von konvergenter Quadratsumme fiir 
alle reellen A bis auf die A,, fiir welche 


(82) f—(¢+4,) Rf =0 


eine nicht triviale Lésung besitzt, d.h. also bis auf abzahlbar viele, sich 
nirgends hiaufende reelle Zahlen 4,. Sei A+ 4,. Dann sind diese 
n Lésungen linear unabhingig und es gilt: 


(J +1) (qo — fo) = —(¢+A)f,, also (J +A)f, = 0. 
Es ist also: 
fa(A4) = 2 on (A) pu (A) (o =1,..., n). 


Die Determinante |c,’| ist wegen der linearen Unabhingigkeit der /, von 


Null verschieden, woraus unmittelbar die Existenz von || p, (A) ||? = DS | x (A) |? 
p=i1 


folgt. Man zeigt weiter, daB auch Dy | xy” (A,) |* existiert. Da 
p=! 


N 2 
|Z (a (ys Fa (P, c+ 4 (N =1,2,...) 
p=1 =1 


N x 
ist, sind die Funktionen J (z,"’(z))? in jedem die Stellen A, nicht ent- 
p=1 
haltenden, abgeschlossenen Bereich gleichmaéBig beschrinkt, konvergieren 
also in diesem Bereich nach dem Vitalischen Satze gleichmaBig gegen eine 
analytische Grenzfunktion. Nach einem Satz von Runge*') iiber die 
gleichmaBige Konvergenz einer Folge analytischer Funktionen folgt dann 


sofort auch die Konvergenz in den Stellen 4,, also von J |" (A,)/*. 
p=! 


2) Hellinger *) S. 24. 
21) Vgl. etwa Encyklopidie II C4, Nr. 58. 





rn 








Operatoren aus quadrierbaren Hermiteschen Matrizen. 277 


Satz 9: Dhte in II §4 behandelten J-Formen haben in den zu sich 


selbst konjugierten Mengen GS, ein vollstdndiges Orthogonalsystem zu Eigen- 
vektoren mit sich nirgends héufenden Eigenwerten. Die Lésungen 


(t\” (z), my” (z), ...) (» =1,...,) gehdren insbesondere auch fiir reelle z 
zum Hilbertschen Raume. 


§ 3. 
Die Saékulargleichung eines volistindigen Symmetriebereichs. 


1. GemaB (25) sei SG = [h+ Ya(fi+h)}, (A+ o%)f, = 9, 
v=1 
(A + 0*)f, = 90 (gegeniiber I §3 ist f und /f’ vertauscht); damit 
g(A4) = Dy c, (A) gp, (A) (A reell) zu S* gehért, ist notwendig, dab 
v=1 


1. w(A) in bezug auf A in Symmetrie steht mit /,+ f, (vy = 1,..., 8), 

2. w(A) in bezug auf A in Symmetrie steht mit /,.,,..., fr. 
Umgekehrt gehért aber auch jedes die Bedingungen 1. und 2. befriedigende 
g(A) zu S*. Auf Grund von 1. steht namlich dann ¢(A) in Symmetrie 
zu samtlichen Elementen von G*; nach I §3 gehért es also der Menge 


a n n 
o+ Ri = {h + 2 a,(f,+ hf) + 2 anf, + Ps ay fin} 
v=1 asst u=s+l1 
an. Jedes Element von S*+ Mt, das zu f,,,,...,/, in Symmetrie 
steht, 148t sich darstellen durch 


th+ Z al, + fi) + z. a fa 


es darf nimlich kein /,(s-+-1<0¢<) enthalten, da nach (22) kein 
f.(s+1<0< 7) enthaltendes Element in Symmetrie zu f, steht. Nun 
gehért aber (A) fiir reelle 4 wegen {A p(A), p(A)} = —Al||¢|l* stets zur 
Nuilklasse. Damit aber ein Element 


k=h+ Bath+ i+ Z yh 


useat+il 
zur Nullklasse gehért, mu8 notwendig a, = 0(u = s+-1,..., m) sein; fir 
= k wird namlich die rechte Seite von (23) + 2x1 z \a,,|*, also nur 
+1 


Null fiir a,,, =...= a, = 0. Wenn also fiir (a) 1. und 2. erfiillt 
sind, gehért g(A) der Menge G* an. 








- 
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2. Die Bedingungen 1. und 2. besagen, wenn man fiir A zuniichst 
einen beliebigen komplexen Parameter z einfiihrt: 


\A(f+ fh), p@) —Mh+h) Age} =9 (v»=1,2,...,8), 


(83) 
{A f,, p(2)} — (fp, Ag(z)} = 9 (» =s+1,...,n) 
oder 
e, (2) (2 — o*)f, + (2 —6*)f., 9, (2)} +... 
(84) + , (z) ((2 — 0*) f, + (2 — O*) fF, Pal(z)} =O (vy = 1,..., 8), 


e, (z) (2 —e@*) fh, Y, (2)} + --- 
+ €,(z)((Z — o*)f,, P,(z)} = 0 (» = s+1,...,#). 


Lésungen c,(z) existieren fiir die Nullstellen z, der Determinante: 


((2-0*)f,+2-O") fh, P, (2)} ((z-0*)f, +(2—-9*) fis Pa(2)} eee {(z-0*)f, +(2-0")h, Pn (2)} | 


| {(2-0*) fara, P1 (2)| ((2-@") fora» Pal(2)) ++ {(@-0") far, Pn (2)} 


| (2-0) fa , (2)| ((2-0*) f., ,(2)| (ZO) fas Pn (2) 


H(z) ist sicher nicht identisch Null, weil sonst in GS’, also auch in 
jedem G* enthaltenden GS" jedes reelle 4 Eigenwert wiire. Als ganze 
Funktion hat daher H(z) abzaihlbar viele Nullstellen z,; zu jeder gibt es 
héchstens n linear unabhingige Lésungen c{“)(z), ..., ci’ (z) von (84) und 
folglich ebensoviel linear unabhangige 


p (2) = E of” (2) ps (2), 


welche fiir reelles z, der Menge G*, fiir komplexes z, der Menge 
o+ z b, fi, angehéren. 

u=er+i 

Von besonderem Interesse sind die Nullstellen von H™(z) und H(z). 
Die Nullstellen von H™ (z) liefern p(z,), welche wegen I" = 0 (siehe I §3) 
alle zu S" gehéren; diese Nullstellen z, sind folglich alle reell. Die reellen 
Nullstellen von H(z) liefern g(z,), welche zu S°, d.h. zu U gehéren. 

Satz 10: Die Berechnung der Eigenvektoren von J in S (J eine den 
Beschrinkungen von II § 4 unterworfene Form) Waipt sich zuriickfiihren auf 
die Lésung eines homogenen Gleichwngssystems (84). Die Nullstellen der 
Determinante dieses Gleichungssystems sind die zugehédrigen Eigenwerte; die 
Eigenwerte eines vollstindigen Symmetriebereichs werden durch die Null- 
stellen der zugehdrigen Sdkulargleichung H(z) = 0 geliefert. 





' 
' 


Hi (5) ax | C2-O*MF at OP Fn (2D) ((2-0*) fat O° Vhn Pal2)) -»- (EO) fa (2-G*) fn Pal) 






n(2)) | 


n(2)| 


—- = — —_ 
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IV. Teil. 


Uber die Berechnung des n-ten Abschnittes der Reziproken 
von J-Matrizen. 


§ 1. 
Berechnung der 7,,(#) (h,s = 1,..., ”). 

Man kann jetzt fiir J-Formen die in (64) bzw. (69) eingehenden 
Funktionen 1,,(z)(h,s = 1,...,) abhangig von den Parametern der 
Mengen GS darstellen als Quotienten zweier ganzer Funktionen. Es werde 
(7:1, To», ---) mit r, bezeichnet, ferner {r,,,73,, ...] mitr, und {(2(z), af (z) ...} 
mit g,; dann wird nach (63): 


(85) tT = Ti» (z) Pi + T24(z) Po Tet Tnv (2) Gn - % => WY + %. 
Notwendig und hinreichend dafiir, daB (63) die Spalten einer Reziproken 
zu einem & bilden, ist nach Il, § 3, daB die ersten nm Spalten, also 


T,,...)T, zu diesem SG gehéren. Sei also © = {h+ Salts), dann 
v=1 


gehéren die r,,...,1, zu diesem S, wenn sie in Symmetrie stehen mit 
i, +f, (» =1...n). Das besagt also: 


(86) (A(ii +h), vpt+tp} — (A +h, A(ypt+tp)| =0 (v=1,...,0); 


wenn man A y, = — zy, und Ar, = — zr, +e, (e, ist p-ter Einheitsvektor) 
beachtet, erhilt man aus (86) bei festem p fiir » = 1,2,...,” ein 
Gleichungssystem fiir 7,,, Top, --+Tnp: 


(87) (2 o*)f,+ (—@ *) fi. D1) p(2)+.. + {(?—0*)f,+(2—a*)f, Pn} Tnp (2) 
= = {(o* — %)f,+ (o* — 2) f,, tp} + \(f + fh), ep}- 


Die Determinante von (87) ist gerade H(z) von (84). Es ist also (87) 
auflésbar bis auf die Nullstellen von H(z), d.h. bis auf die Eigenwerte 
von J in S. Die aus (87) berechneten r,,,..., 7, , lassen sich also als 
Quotienten zweier Determinanten, welche je ganze Funktionen von z sind, 
darstellen. Vermége der in /, eingehenden Parameter der Mengen S 
haingen die r,,,..., 7,» von n® reellen Parametern ab. 

2. Wenn (z) = {z,{z), 2,(z),...} die Lésungen einer J-Form mit 
eimer Nebendiagonale sind, wird nach I §3 


= {(h+a(p(o*) + e* 9 (Q@"))). 
Es wird dann: 


(88) H(z) = 210 — Q*) my (0%) + (% — @*) my (0%) e**} 29 (2) 
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und 





E ((e*—2) 2, (0*) + (@* — Ze! 2, (0*)} 5-1 (@) + [1 +e") 
(89) r,,(2) = 2 ‘ 


E (@ —o*) 2, (0%) + @ — 0") 2, (0*) e*} 2, (2) 
p=1 


Satz 11: Die Elemente des bei der Berechnung der Reziproken II, § 4 
unbestimmt gebliebenen n-ten Abschnitts der Reziproken lassen sich abhingig 
von den n*® Parametern der Mengen S als Quotienten ganzer Funktionen 
mit der zu (84) gehdrigen Determinante H™(z) als Nenner darstellen. 


§ 2. 
Uber eine Analogie in m-dimensionalen. 
1. Die Beschrinkung des Operators A auf eine Menge 


S = (h+ E a(f, + f,)} 


laBt sich folgendermaBen ausdriicken: Man betrachte die Matrix fiir 
solche { aus D, fiir welche die ,,Randbedingungen“ 


(90) {o°/, +e*h, A +(h+h, Af} =0 (v¥=1,...,m) 


erfiillt sind. Es gibt also eine n?-parametrige Schar solcher Randbedingungen. 
2. Fiir die Abschnittsmatrizen der J-Formen laBt sich ein unmittel- 
bares Analogon konstruieren. Die ersten m =1-+ n Gleichungen von 
Jg=f enthalten 1+ 2m Variable, wobei die mit den Nummern 
L+n-+1,...,1+4+ 2m nur in der (J + 1)-ten bis (! + n)-ten Gleichung vor- 
kommen und zwar bzw. behaftet mit dem Koeffizienten 
(n) 
+1 


(91) 


hn Be OR #0, Ba + 0), 
Zu einem Hermiteschen Operator J,, im m-dimensionalen Raume werden 


diese Gleichungen unter Hinzunahme von nm homogenen Randbedingungen 
mit komplexen Koeffizienten: 


(0) (0) 
Ci41 Digit --- $C4n Zin 


(92) = a + ...+ OF eM+nt6e (o = 1,..., ”), 
a? > ef) ve 

Wegen by”, + 0 gibt es immer (92) befriedigende Systeme (x; 4,,..., 21442), 

J,, hangt also von n’ reellen Parametern ab. In Analogie zu der 

n(n-+-1) 


——5-— -parametrigen Schar ©, sind fiir reelle Ct p aint !) Parameter 





willkirlich, die zugehérigen Reziproken symmetrisch. 


eS 





a la 





on 
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Es sei ,(4) = {x{’ (A), ..., 184. (A)}; die Bestimmung der Eigen- 
werte und Eigenvektoren wird zuriickgefiihrt auf die Bestimmung von 
p (2) = , (A) p, (4) +... + bn (A) Qn (A), 

fiir welche die Randbedingungen (92) erfiillt sind, d. h. 


na 
(94) Ed aahit... +e2aalt, 
_ Ohta + Uae I =0 (o=1,...,n). 


Die Nullstellen der Determinante von (94) liefern die Eigenwerte, die zu- 
gehérigen Lésungen b,,..., 5, durch 


P (A,) = “2, (A,) Pu (A,) 


die Eigenvektoren. Der Sachverhalt steht also in voller Analogie zu dem 
bei (84) und H™ (z) = 0. 
| 3. Auf Grund der Randbedingungen (92) kann man zu jeder Spalte 


ry, .+-) a, (¢=1,..., m) der Reziproken eines Operators J,, noch 


Trt 1g>+++> Trt ng berechnen. 

Die rs (q =1,...,m; p= 1,..., m+n) geniigen dann den ersten 
m Reziprokengleichungen (43) von J, sind also nach (63) von der Gestalt: 
ry (z) mg (2) +... EO (zp A(z) QS ve +H 1, 
#9 Gal) + « +H (2) aM) g>vt+n—1. 
Ferner folgen leicht die (44) und (45) analogen Formeln: 


(95) (z) = 


ee A 


| (96) c-D SMM e) =e — rye (2), t 
(97) (,— 4) z 7 (24) 2% (2,) = rh (2,) — 1 (z,). 
{ 


Die in (95) unbestimmten Funktionen r{}’ (i,k = 1,...,) werden aus 
i der Randbedingung (92) bestimmt, indem man dort z, = = setzt; wenn 
man zur Abkiirzung die Koeffizienten der o-ten Gleichung von (94) mit 


G51, +++, Gen bezeichnet, erhalt man: 
Me (m) (0) (0) 
(98) 2 FoF p = — {C141 8141—pp + eee $e n 814 a—pp} 
+ {bi he Si+n+1—pp + eee + BFF 0 8t+04+0—pp)- 


Hieraus lassen sich in Analogie zu (87) die ri. {i,k = 1,...,} berechnen. 


Satz 12. Die ersten mGleichungen von Jy = f “ite unter Hinzu- 
nahme der Randbedingungen (92) zu einer n*-parametrigen Schar Hermite- 
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scher Operatoren im m-dimensionalen Raum; diese Schar steht in Analogie 
zu der n*-parametrigen, J zugeordneten Schar Hermitescher Operatoren. 


Insbesondere gibt es eine nin + )) parametrige Teilschar mit symmetrischer 
Reziproke in Analogie zu den selbstkonjugierten Mengen. 
§ 3. 
Beispiel fiir ein Approximationsverfahren. 

1. Es entsteht die Frage, ob man aus (98) durch Grenziibergang die 
in (69) eingehenden unbestimmten Funktionen 1,,(z) {i,k = 1,..., n} 
als n’-parametrige Schar berechnen kann. Fiir J-Formen mit einer Neben- 
diagonale ist das méglich; man erhalt dabei die teilweise aus der Ketten- 
bruchtheorie schon bekannten Ergebnisse. 

2. Fiir solche J-Formen wird nimlich die Randbedingung nach (92): 
(99) hk tq = bn 2m41 (L+ 1 =m, h reell) 
und demzufolge wird aus (98) nach (71) (5,,, werde im folgenden immer 


mit s,, bezeichnet): 
ha, _,(z)—},, 8,,, (2) 








(m) fide: 
(100) dae ~ hx (2)—b, 
Der Wert h = o kann mit beriicksichtigt werden, indem man dann 
m 8m —1 () 
ri (2) —— = te) 


setzt. Gema8 (96) liegen die komplexen Zahlen rj)’ (z) = v\") + iu’? auf 
dem Kreise 
# S \90i' my (2) + 8-1 (2)? = wy? 
p=1 
(¢ =A+ix). In (100) setze man: 
h=h bm 41 (4*) 
a 





(A* reell). 


h,, ist immer bestimmt, da auf Grund der homogenen Gleichungen z,, und 
%» +, keine gemeinsamen Nullstellen haben; sonst hatten namlich alle x, und 
also auch x, = 1 fiir 4 = /* eine Nullstelle. Es wird dann: 
a, (A*) 8, (z) — 4,4, (A*) a, _, (2) 
em (A) uy 4. (2) — qq 4 1 (A*) ,, (2) * 
Der mit — ,, multiplizierte Zihler bzw. Nenner konvergiert fiir J-Formen 
der zweiten Klasse gegen eine ganze Funktion. 

Durch sukzessive Anwendung der leicht zu beweisenden Rekursions- 
formel 
— bm {7m +1 (2) Xm (A*) — Am+1 (A*) hm (z)} 

= (2 — A*) Ay (2) Am (A*) — Bm —1 {em (2) Hm —1 (A*) — Am (A*) Hem—1 (2)} 


(100°) rit (2) = 





wT, se 


e-s o. 
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erbalt man: 
~ ba (m1 (2) im A) — 2m (AP) atm (2)} = (2 — 28) E202) 29 (2) 

Wegen der Konvergenz von 5 | t,(z)|? konvergiert also der mit — b,, 

multiplizierte Nenner in ‘etm calihiien Bereich gleichmaBig gegen 

(101) s(z,a*) = (2 — a*) Sx, (4*) 2, (2). 

Fiir den Zahler folgt in ieainiiicien Oita: 

— ba m2) (2) — Ft) 1 (2D) =D + (2 — AYE 84 (0) 1 OM 

der mit — 6,, multiplizierte Zahler konvergiert also ans. der Konvergenz 


ao ao 
von » \z,|* und SX |s,|* in jedem endlichen Bereich gegen 
p=1 p=1 


(102) (2, A*) = 14 (2 — a) S's, (2) mp 410%), 
p=1 
also konvergiert r{7(z) gegen r, , (z): 
‘ _ #(z, A*) 
(103) r,, (2, 4°) = 2,39)" 





Fiir jedes z liegt dann gem&B (96) r,,(z,A*) auf dem Kreise 
(104) % S|, , (2, A*) wy (2) + 8p—11 (2) |? = &,,. 
p=1 


Von der Problemstellung der Kettenbruchtheorie aus sind ahnliche Formeln 
im Anschlu8 an Stieltjes von Hamburger und Hellinger entwickelt worden’). 

3. Es lat sich zeigen, da8 fiir die nach (71) mit (103) gebildeten 
Ty, (z) (in (103) A* fest) alle Gleichungen (44) und (45) erfiillt sind, d. h. 
daB die {r,,(z,4*)} die Reziproke einer Menge © darstellen; auf Grund 
der Gestalt (71) der o bzw. der r,, kann man namlich in (96) und (97) 
zur Grenze iibergehen und erhilt die (44) und (45) entsprechenden Formeln 
fiir die r,,, d. h. aber {r,,(z)} stellt die Reziproke in einer Menge S dar. 

Es 1a8t sich weiter zeigen, daB in der durch (103) definierten Rezi- 
prokenschar (A* Scharparameter) die Reziproke in bezug auf irgendeine 
Menge S enthalten ist. Simtliche Mengen © einer J-Form mit einer 
Nebendiagonalen sind namlich zu sich selbst konjugiert. J-Formen mit 
einer Nebendiagonalen haben also in jedem vollstandigen Symmetriebereich 
ein vollstaéndiges Orthogonalsystem zu Eigenvektoren (Satz 9). Auf Grund 
von (42) folgt also, daB die Pole von r,,(z,4*) gerade die Eigenwerte 
von J in S sind. Insbesondere ist also 4*, d.h. der Scharparameter 


22) Stieltjes: Mém. prés. par div. sav. & |’Acad. des Sciences Paris 82, No. 2, 
Hamburger *) S. 120—164 und Hellinger ‘) Nr. 2. 
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ein Eigenwert zu der durch (103) nach (71) definierten Menge S. Nun 
kann aber 4* nicht noch Eigenwert zu einer anderen Menge GS sein; denn 
sei /] (z) = |x, (z),...}, dann gilt auf Grund von (21) die eindeutige 
Darstellung: 

I (4*) = h + a (IT (0) + €# 11 (9), 
wobei a nicht Null sein kann, weil /7(A*) sonst Eigenvektor zu allen 
Mengen GS wire, d.h. als Eigenwerte aller Mengen S kamen nur solche 
A-Werte, fiir welche 

(A — a*) {17 (4*), 17 (a)} = 9 

ware, in Frage, also héchstens abzahlbar viele, was zu (103) in Wider- 
spruch steht; /7(A4*) gehért also nur eimer Menge S an, /* kann also 
nur Eigenwert zu einer Menge © sein. Hieraus folgt unmittelbar, dab 
in der durch (103) definierten einparametrigen Schar von Mengen S schon 
alle Mengen S enthalten sind. 

4. Den Scharparameter 2* in (103) kann man durch einen zweck- 
maBigeren Parameter rt ersetzen auf Grund einer von Hamburger **) ent- 
wickelten Methode, welche sich unter Verwendung von J-Formen wesent- 
lich einfacher darstellen 14B8t. In Analogie zu (100’) betrachtet man die 
r mit Nullstellen in A*: 

8, — 1 (A*)8,, (2) — &, — , (2) 8, (4*) 


ae Tm + 1 (z) - 8m (A*) a, (z)" 





(105) n= 


Wenn man im Zahler von (100’) z mit 4* vertauscht, erhalt man den 
negativen Nenner von (105). Fiir den Grenzwert h(z,A*) des mit — b,, 
multiplizierten Nenners von (105) erhalt man also nach (102): 
(106) h(z, A*) = —1r(A*, z);. 
fiir den mit — 6,, multiplizierten Zahler erhalt man entsprechend (101): 
(107) g (z, A*) = (2 — a*) Es, (2), (*). 

‘=>1 


Es sei 2’ reell, dann betrachtet man: 





_ g(z, 4’) + rr (z, 2’) 
(108) M (2, t) = h(z, 2’) + 78 (z,2')’ 


(108) ist dann der Grenzwert von 


h,, 8m — 1 (2) — 4,, 4,, (2) 


a A, %,, (2) — 0, %y + 1 (2) 





M™ (z,t) = 
fiir 
bo, (8 (2) +t my (4D) 
Bq — (4) + Hq (4’) 





(109) h,, = 


23) Hamburger *), S. 168 — 184. 
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h,, ist auf jeden Fall bestimmt; nach (71) folgt namlich fir » = m+ 1 
und g = m: 
bn {Sn (z) Am (z) — 8m—1 (z) Mm +1 (z)} a 1, 

d.h. Zahler und Nenner von h,, kénnen nicht zu gleicher Zeit ver- 
schwinden; es ist also: 

M™ (2,1) = r@™ (z,h,), 
wobei r{™ (zh,,) zu der mit A,, gebildeten Randbedingung (99) gehért. 
Wegen 

M™ (z, t) > M (z, r) 
konvergiert also das zu der Folge h,, gehdrige System (r;")} gegen die 
Reziproke in einer Menge GS, d.h. es existiert ein A*, so daB 


M (z, t) = 1,, (2, A*) 
gilt. Umgekehrt ist. jedes r,,(z,A*) in (108) enthalten. Fiir 
b.. Tn +1 (2*) 
agg (APD 
geht M™(z,t,,) (t, das h,, gemaB (109) entsprechende rt) in (100’) iiber; 
gemaB (100’) hat 
— Tm (A*) Sin (2’) — Am+1 (A*) Sm—1 (7’) 
™ am +1 (A*) 2m (4) — Um (A*) Hm + 1 (4’) 
einen Grenzwert lim r,, = t*; es ist also: 
r,,(%A*) = M (z, r*). 


Entsprechend der einparametrigen Schar von Mengen S wird also 
durch (108) und (71) eine einparametrige Reziprokenschar definiert. Im 
Anschlu8 hieran 1a8t sich entscheiden, ob man durch ,,direkte abschnitts- 
weise Berechnung*, d.h. fiir h = 0 in (99) die Reziproke in einer Menge S 
erhalt; h,, = 0 (m = 1, 2,...) entspricht 


hm 





8m (A') 


T =_—_— rw 
Tm+1(4') 


m 





Es kommt also darauf an, ob 1,, einen Grenzwert hat. 


(Eingegangen am 13. 8. 1935.) 











Uber meBbare Darstellungen Liescher Gruppen. 
Von 
Béla v. Sz. Nagy in Szeged (Ungarn). 


Es sei U eine Umgebung der Einheit in einer beliebigen r-gliedrigen 
Lieschen Gruppe. Es ist bekannt, daS jede Darstellung von U durch 
Matrizen, sobald die Matrixelemente stetig von den Parametern abhingen, 
in einer Umgebung der Einheitsmatrix auch analytisch ist. Wir werden 
in dieser Arbeit statt der Stetigkeit nur fordern, daB die Matrixelemente 
meBbare Funktionen der Parameter seien, und werden beweisen, daB die 
Darstellung auch dann analytisch ist. Dieser Satz la8t sich auch auf 
Darstellungen durch gewisse unendliche Matrizen ausdehnen. 

Zunichst beweisen wir ein einfaches Lemma, auf das wir uns im 
folgenden oft berufen werden. §2 enthialt die Untersuchung der Dar- 
stellungen durch endliche, § 3 durch unendliche Matrizen. Der § 3 enthilt 
unter anderem auch einen einfachen Beweis eines bekannten Satzes von 
M. H. Stone. 


§ 1. 

Lemma. A(t) sei eine im Intervall 3 = (—a,a)') meBbare Funk- 
tion, M sei eine im 9 iiberall dichte Punktmenge, so daB, wenn r in M 
ist, die Gleichung A(t + r) = A(t) gilt (¢ ist ein beliebiger Punkt von 3, 
vorausgesetzt, daB auch ¢+-r in 3 liegt). Es sei y ein beliebiger Punkt 
von 3,3, der gemeinsame Teil von 3 und (—~a—y,a—vy). Es gilt 
dann fiir fast alle Punkte ¢ von 3,*): A(t+ y) = A(t). 

Es ist klar, daB wir uns beim Beweis auf den reellen Teil von A(t), 
sogar auf dessen positiven Teil: p(t) beschrinken kénnen. g(t) = hei 
ist dann eine meBbare Funktion, die nur zwischen 0 und 1 liegende 
Werte hat, also integrierbar ist. Aus der Relation 

z+y z 


y z 


y y 
J g@dt = (g(dt+ (get odt = \gi)dte+ (gy +aae 


gewinnt man fiir z = r 
foy+odt = ([g@dt, 
0 0 


1) a kann auch gleich oo sein, dann soil A(t) in allen endlichen Intervallen 
meBbar sein. 


*) D. bh. mit einer eventuellen Ausnahme einer Nullmenge. 
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also ist wegen der Stetigkeit der Integralfunktion 


fot +y)dt= {gwar 


fiir beliebiges z in 3,. Dies bedeutet aber bekanntlich, daB in 3, fast 
iiberall g (t+ y) = g(t), also auch p(t+ y) = p(t) ist, w.z.b.w 


§ 2. 
Darstellungen in endlichdimensionalen Raiumen. 


2a. Wir beschiftigen uns zunichst mit den meBbaren Darstellungen 
der eingliedrigen Gruppe der Translationen in einer Umgebung der Einheit. 
Sei also A(t) eine solche im Interval] 3 = (—a,a) definierte Matrizen- 
schar, fiir welche die A,,(t) (l= t = m, 1 <= k= m) meBbare Funk- 
tionen von ¢ sind und A(t)-A(s) = A(t+ ss) gilt (fir alle t,s in 9, 
wofern auch ¢ +s in 3 liegt). Es ist keine wesentliche Beschrinkung, 
wenn wir annehmen, daB A(0) = 1 (die m-dimensionale Einbeitsmatrix) 
ist*). Die Matrizenschar la8t sich immer auf die Gestalt 


A®(t) 

















A®(t) 
0 ; 


transformieren, so da die Matrizen A(t) alle obigen Eigenschaften von 
A (t) besitzen und auSerdem unzerfillbar sind. (Sie kénnen wohl reduzibel, 
aber nicht vollstaindig reduzibel sein.) Da wir nur die Analyzitatseigen- 
schaften der A(t) untersuchen, diirfen wir von vornherein die Unzerfiall- 
barkeit der A(t) voraussetzen. Dann hat bekanntlich jede mit allen A (t) 
vertauschbare Matrix nur eine charakteristische Wurzel. 

A(t) ist offenbar mit allen A(s) vertauschbar, sie hat also eine 











einzige charakteristische Wurzel: /(l). Wegen f(t)-m = 5 Ax, (t) ist 
k=1 


sie eine meBbare Funktion in 3. Nach einem Satze von Frobenius‘) ist 
eine charakteristische Wurzel des Produktes von zwei vertauschbaren 
Matrizen immer als ein Produkt von charakteristischen Wurzeln der 





8) Daraus erhalt man den allgemeinen Fall (von Aquivalenz abgesehen) durch 
Randerung aller Matrizen mit lauter Nullen. 

*) Vgl. G. Frobenius, Sitzungsber. PreuB. Akad. (1896), S. 601—614. Die 
folgende Beweisfiihrung schlieBt sich einigen Gedanken von Herrn I. Schur an, 
die er bei Untersuchung stetiger Darstellungen angewandt hat; vgl. Sitzungsber. 


PreuB. Akad. (1928). S. 100—124. 
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beiden Faktoren darstellbar. Es ist also / (t)- f(s) = /(¢+ s) (fiir s,t,s+t 
in 3). Die einzige meBbare Lésung dieser Funktionalgleichung ist die 
Exponentialfunktion °). 

Wir kénnen voraussetzen, daB ¢ = 1 in:3 liegt (das la8t sich ja immer 
erreichen durch Ersetzung von ¢ durch ¢-t, ¢ beliebiger Punkt von 3). 
Ist /(1) = e* und g(t) = e~*'-f(t), so ist auch g(t) meBbar und geniigt 


der Funktionalgleichung. Da [o(5-)}” = g(l) =1 ist, so muB 9(=) 


gleich exp (2 ni") sein, wo f, eine ganze Zahl, — 2'-' < B, < 2"-1, 
ist. Die Funktion A (t) = HoT geniigt auch der Funktionalgleichung, 


ist beschrinkt und meBbar, so da8 wir sie integrieren kénnen. Aus der 
Relation 


t+e 


t s 2 t 
J A(@)de= fh(a)dx+ fa(t+ 2)d2= fh(a)da+ fh(s+2)dz 


0 0 





und der Funktionalgleichung folgt dann fiir ¢ = = 


1 
r 


fr@ae-t — h(s)] = [a(eyae [1 —4(5)} 
Man kann s in 3 so auswiahlen, da8 
fa(ayda + 0 


ist. Im entgegengesetzten Falle wire h(x) = 0 fast iiberall in 3, was 


offenbar nicht zutrifft. Also zeigt die obige Gleichung, daf h(=) > 1, 


r /h\® 1) ; 

wenn v— co. Da aber, wegen [> ( >)| =h ( 7=%) B, entweder gleich 
B,—, oder gleich 6,_, + 2"-' sein muB, schlieBt man aus der obigen 
Konvergenz, da8 die £8, von einem gewissen Index » an konstant bleiben. 


Es mu8 also fiir eine beliebige dyadisch-rationale Zahl d = = in 3 


g(d) = exp (22iB,d) sein. Die Funktion k(t) = g(t)-exp(— 2218, t) 
ist also meBbar, geniigt der Funktionalgleichung, und es ist 


k(t-+d) = k(t)-k(d) = k(0). 


Es gibt also nach unserem Lemma zu jedem y aus 3 mindestens ein ¢ 
mit der Eigenschaft k(t + y) = k(t)-k(y) = k(t). Es gilt also tatsichlich, 


>) f(t) 0 wegen f(—t)-f(t) = f(1)= 1. 








=e: 
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wegen k(t) = exp(— 22778, t)-g(t) = exp(— 2218, t — at)-f(t) =1, die 
gewiinschte Gleichung f(t) = exp (y ¢). 

Die Matrizen B(t) = exp (— yt)- A (t) besitzen dieselben Eigenschaften 
wie die A(t), aber ihre charakteristischen Wurzeln sind alle gleich 1. 
Wenn wir 1 — B(t) = C(t) setzen, dann lehrt die Cayleysche Relation, daB 


[C(yy" = 0 


ist. Wir konnen also den Logarithmus von B(t) als eine endliche 
Matrizensumme definieren: 


m—1 
log B(t) = log (1 — C(t)) = — = [ec (0) ; 


n=1 
Es gilt offenbar die Relation 
log B(t + s) = log (B(t)- B(s)) = log B(t) + log B(s). 

Die Funktion (log B(t)),, ist also in 3 meBbar und geniigt dort der 
Funktionalgleichung 
(s) ~() +x (8) = x(t + 8). 
Die Funktion y (t) = x(t) — t- ¢(1) geniigt auch der Funktionalgleichung (s) 
und verschwindet, wie man leicht einsieht, fiir jede rationale Zahl r 
von 3, es ist also y(¢+ r) = p(t)+ y(r) = y(t). Nach unserem Lemma 
gibt es also zu jedem y von 3 mindestens ein ¢ so, daB p(t+ y) = 
v(t)}+ p(y) = y(), also w(y)= 9, x(y) = y-x(1) ist®). Es gilt so 
die Gleichung [log B(t)},, = ¢- [log B(1)],,, also auch die Gleichung 

log B(t) = t- log B(1). 





Da 
m—1 a—1 aut ™ 
log B (t))" aT. —_— 
B(t) = exp log B(t) = * aw cv) ( vi wr) 
at n=0 \v =n 


ist, was man durch Umordnung dieser endlichen Summe unter Beriick- 
sichtigung der Relation [C (t)]" = 0 leicht rechtfertigen kann, so folgt, da8 


m—1 
7 [log B(1)]" 
B(t) = P) (log SO en, 


n=1 


also 
m—1 
~y (log B(1))" 
A(t) = expyt- ) sk a 
ist. - 


Wir haben also bewiesen, daB aus der vorausgesetzten Mefbarkeit der 
A(t) auch ihre Analyzitit foldt. 





6) Vgl. auch M. Fréchet, L’Enseignement Math. 15 (1913), 8S. 390-—393; 
W. Sierpinski, Fund. Math. 1 (1920), S. 116—122; St. Banach, ebenda, S. 123— 124. 
Mathematische Annalen. 112. 19 
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2b. Die Betrachtung des allgemeinen Falles laBt sich, wie im 
folgenden gezeigt wird, auf die Ergebnisse von 2a zuriickfiihren. Sei U 
eine Umgebung der Einheit in einer r-gliedrigen Lieschen Gruppe mit 
den Gruppenelementen g(a,,a,,...,@,), und sei D(g(a,,a,,...,@,)) eine 
Darstellung vom Grade m von U so, daB Dx (g(a,,a,,...,4,)) in U 
von den Parametern (r-dimensional) meSbar abhingt. Man kann eine 
Umgebung V der Einheit finden, in der die Gruppenelemente sich ein- 
deutig in der kanonischen Form et” . 22. e878... er *+ (wot,, ty, ty,---y ty 
kanonische Parameter, J,,/,,/,,..., 1, infinitesimale Elemente sind) auf- 


schreiben lassen. Es ist bekannt, daB es eine in U-V enthaltene Um- ” 


7] 
gebung der Einheit, U, gibt, in welcher die Funktionaldeterminante se 


eine nichtverschwindende kontinuierliche Funktion ist. Damit ist ge- 
sichert, daB die Darstellungsmatrizen von U auch von den kanonischen 
Parametern (r-dimensional) meBbar abhingen. Der wohlbekannte Fubi- 
nische Satz lehrt nun, daB es ein ¢, gibt, so daB die Darstellungsmatrizen 
D(és":. 22 ...é*"*) von den iibrigen Parametern (r — 1-dimensional) 
meBbar abhingen. Wegen 


D(e~4 hy. Dei’ eta rir) = D(e~ 4" gilt ats err) 
= Dé?" ... err) 


ist dann auch D (e*”? ... e* *) (r — 1-dimensional) meBbar. Auf die- 


selbe Weise beweist man (nach r Schritten), daB die Matrizen D(e “) 
linear meBbar von den ¢, abhingen. Nun ist 


De *%) = Dd ih) = D (e# *). Diet“), 


nach 2a ist also D(e% “) analytische Funktion von ¢,. Wegen der 
Darstellungseigenschaft soll 
D(ér 22... dr 4+) = D (es) D (e228)... Die") 

sein, also ist die Darstellung in einer Umgebung der Einheit tatsichlich 
analytisch. 

2c, Herr van der Waerden’) hat gezeigt, daB jede Darstellung einer 
halbeinfachen Lieschen Gruppe, welche in einer Umgebung der Einheit 
beschrinkte Matrixelemente hat, dort auch stetig ist. Durch Zusammen- 
fassung dieses Satzes mit dem Resultat von 2b, ergibt sich der Satz: 
Jede Darstellung einer Umgebung der Einheit einer halbeinfachen Lieschen 
Gruppe, die nicht analytisch ist, kann weder beschrinkt, noch meBbar sein. 


7) Vgl. B. L. van der Waerden, Math. Zeitschr. 86 (1933), S. 780—786. 
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§ 3. 
Darstellungen im Hilbertschen Raume. 

3a. Wir wollen nun die Ergebnisse des vorigen Abschnittes auf 
Gruppendarstellungen durch gewisse unendliche Matrizen ausdehnen. 
Diese Matrizen sollen nimlich zu beschrinkten normalen linearen Trans- 
formationen des unendlichvieldimensionalen komplexen Hilbertschen 
Raumes § gehéren. Wir beginnen mit der Untersuchung der Dar- 
stellungen der eingliedrigen Gruppe der Translationen in einer Umgebung 
der Einheit. 

Sei also N, eine in 3 = (— a, a)*) definierte Schar von beschrinkten 
normalen Transformationen (d.h. N? ist mit N, vertauschbar) mit den fol- 
genden Evgenschaften: 

(N.f,g) ist in 3 meBbar fiir ein beliebiges Paar von Elementen jf, 9 
aus $, 

N,N, = Ni+,, wofern t,s,t+ 8 alle in 3 liegen. 

Wir kénnen annehmen, daB ¢ = 1 in J liegt. Dies ist namlich 
immer erreichbar durch Ersetzung von ¢ durch c-t (c ein beliebiger von 0 
verschiedener Punkt in 3). Wir nehmen ferner an, daB N, die identische 
Transformation ist’). 


3b. Seien zunichst die N, unitér, N, = U,, dann gibt es eine 
Zerlegung der Einheit F,, d.h. eine im Intervall 0 < 6 < 1 definierte 
Schar von Projektionsoperatoren mit den Eigenschaften: F, = 0, F, = 1, 
Fy: Fy = Fainw,e), Fo-o = Fo 80, daB 


1 


(U,f,9) = fend (Pet, 9) 


9 


ist. Die durch 


(Utf, 9) = fe" d(Fef,g) 


definierten unitiren Transformationen U{ sind offenbar meSbar, mit U, 
vertauschbar, und es gilt U{-U; = U;**. Die unitéren Transformationen 
V, = U,-U7' besitzen also in 3 dieselben charakteristischen Eigenschaften 


8) a darf auch gleich oo sein. 


®) Dies ist keine wesentliche Beschrankung. Es gehért namlich (wegen 
No No = Ny) f—Nof bzw. N,f zu den Eigenwerten 0 bzw. 1 von No. Die zu- 
gehérigen abgeschlossenen linearen Mannigfaltigkeiten 0 bzw. € sind aufeinander 
orthogonal und spannen § auf. Wegen N, = N,N, = N,N , ‘ransformiert N, 
beide in sich, und zwar © in 0. 


19* 
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wie die U,"*). Es gilt aber iiberdies V, = V, = 1. JV, hat also die 
Periode 1, wir kénnen es iiber die ganze t-Gerade periodisch fortsetzen. 
Die Fortsetzung stimmt in 3 offenbar mit V, iiberein; wir kénnen sie V, 
nennen. 


Wegen der Beschrinktheit und MeBbarkeit von (V,/, g) existiert 


1 

je-*""(Vif, g)-dt (n = 0,+1, +2,...) 

Q 
und definiert bei festem / eine beschriinkte konjugiert-lineare Funktion 
von g; es gibt daher nach einem bekannten Satz"') zu jedem f ein /*, 
so daB das obige Integral gleich (/*,g) ist. Die Gleichung P,f/ = {* 
definiert dann eine beschriinkte lineare Transformation P,. Wegen 


1 


(V, Paf.g) = (PafsV—.g) = fe?" (Vel, V_ ghd 


1 #+1 
= fe*''(V,, A. ghdt = ezine [ e-27™(V yf, g)dy 
— et tins. (P. f,g) 
und 
1 


(PV. f.g) = fe? (V, Ve fg)dt = { em2™(V,, fe g)dt 


—_ gstas(P. i, 9) 


ist 
(e) vate = Fe V, = Free. P., 
Wegen 
es ena ocr) AR as a Sn or on 
(Paf.g) = fe7'(Viig, dt = —fe**"(Vyg, dy 
a ae oe 
= f=] a (P,.9, f) = (/, Pg) 
und ee : 


1 
(Pa Pui 9) = [e-2™(V, Py fy g) at 


I s 
= min tim -_ ((Paf, q) fiir m =n 
== Je 2 t e2 ‘(P,, 3 g)dt _ 0 aie at 


sind die P,, paarweise orthogonale Projektionsoperatoren. 


°) Das Produkt von zwei meBbaren Transformationen A, und B, ist wegen 
(A, B,f.9) = (B,f, AP o) = 2 (Beh, vy) (Vy APG) = L (Beh Yq) (Ag Vy 9) 
n ” 


(Wp Yor Ya +--+ ist ein vollstandiges orthogonales System) auch meBbar. 
11) Vgl. z. B. F. Riesz, Acta Szeged 5 (1930). S. 20—54; 7 (1934), S. 34—38. 
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Sei 1 — sr P,, = 8S. Der Projektionsoperator S ist zu jedem P,, 


orthogonal und es gilt somit 


1 
(P,Sf,g) = 0 = fe 2*'™(V, Sf, g)-dt. 


Da alle Fourierkoeffizienten von (V,Sf,g) gleich 0 sind, muB (V,Sf,g) 
fast iiberall (in ¢) verschwinden. Durchlauft g ein vollstaindiges Ortho- 
gonalsystem g,,9,,9;,---, 80 ist (V,Sf.g,) = 0, also V,Sf = 0 fast 
iiberall (in ¢). Das heiBt aber, dab V_,V,S/f = Sf =0, also S = 0 ist. 


Multiplizieren wir die nun bewiesene Gleichung 1 = 5 P,, mit V,, 


so ergibt sich wegen (¢) 


Vi. = Setretp, = fetrtd( E P,). 


—x n<r 


Es gilt also in 3 


(u) U,=U!- Se" P, und auch U,P, = &*™.U! P,. 


—o 


Wir definieren die Operatorenschar 


Ex = F,~ (4° Psy + & Be (—-o<*< oo). 


<I) 
Wenn man beachtet, daB wegen der Vertauschbarkeit von U, und 
U{ auch U! und V, und somit auch F, und P, vertauschbar sind, 
so sieht man, daB EY ein Projektionsoperator ist. Wir behaupten, 


daB E; eine Zerlegung der Einheit bildet. Aus Dy P, = 1 folgt zuerst, 


daB fir x —oo Ey) +0 und fir x o Ey’ +1. Die Eigenschaften 
BY’ RB” — Kew wand BY. = BY folgen aus den entsprechenden Eigen- 
schaften von F, und aus der Orthogonalitit der P,. 

Wir behaupten ferner, daB 


(Ust.g) = [ e*'*'d (By f,9) 
ist. Es geniigt offenbar, dies nur fiir die Elemente P,,f zu beweisen. 


Da aber ersichtlich 


0 fiir x <M, 
EY Pp, = aa mixn<m+l, 
P.. z m+l=sx 
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ist, so folgt 


as m+1 
f et dg (BY Pf, 9) - j a!) —_ » t, 9) 
sali eh time fen d(F. Fist, 9) 


= e™™ (Ot Pf, q) = (U.P. f,9)- 


(Die letzte Gleichung folgt aus (2).) 

Wir haben also bewiesen, daB es zu jeder Schar U, von unitéiren Trans- 
formationen, die die unter 3a aufgezihlten Eigenschaften hat, eine Zerlegung 
der Einheit Ef gibt, so daB 


(Ust,9) = j e***d (EF f, 9). 


Dieser Satz ist unter dem Namen von Stone bekannt "’). 


ec. Als zweiten speziellen Fall nehmen wir nun an, daB die N, 
selbstadjungiert sind, N, = H, Da H, und H>' = H_, beide beschrankt 
und (wegen H, = (H,»)*) positiv-definit sind, so gibt es eine Zerlegung 
der Einheit G, (0 < m <4 < M), 80 dab 


M 
(H,f,9) = { Ad(@f, 9) 


ist. Wir definieren H{ durch 
M 
(Att, 9) = j 4d (Gf, 9). 


Die selbstadjungierten Transformationen H,-H;' = H, besitzen alle 
charakteristischen Eigenschaften von H,, und es gilt iiberdies: H, = 1. 
Wegen der Definitheit folgt daraus fiir alle dyadisch-rationaien Zahlen d 
in 3, daB H, = 1 ist. Die Funktion h(t) = (H,f,g) ist in 3 meBbar, 
und es ist h(t+d) = A(t). Es gilt somit gemi8 unserem Lemma fiir 
ein beliebig gegebenes y aus 3 und fiir fast alle ¢ in 3, die Gleichung: 
h(t+y) =h(t). Durchliuft g ein vollstindiges Orthogonalsystem q,, 9,, 
9s, ---» 80 gilt auch fiir fast alle ¢ in 3,: 


(Ais yf, Jn) = (7, H,f, Yn) = (A, }, Jn); 
abo H,H, = H,, a.h. H, = 1. 
12) Vgl. M. H. Stone, Proc. Nat. Acad. 16 (1930), S.172—175; Annals of 


Math. 33 (1932), S. 643—648; J. v. Neumann, ebenda 88 (1932), S. 567—573; 
F. Riesz, Acta Szeged 6 (1932/34), S. 184—198. 
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Wir haben somit gezeigt, dap 
M oo 
(H.f,9) =f #dGis,9) = fe" -d (Bit, 9) 


ist. (Die Zerlegung der Einheit E% ist gleich 0, G4, bzw. 1, je nachdem 
pw < log m, logm = pw & log M, baw. uw > log M ist.) 


3d. Beschiftigen wir uns nun mit dem allgemeinen Fall, wo die N, 
normal sind. Es ist bekannt*™*), da8 die normale Transformation N, als 
Produkt einer positiv-definiten selbstadjungierten Transformation H, und 
einer mit ihr vertauschbaren unitiren Transformation U, darstellbar ist, 
und daB H, und U, mit allen Transformationen vertauschbar sind, welche 
mit N, vertauschbar sind. Es gilt H,, = ¥N..N3, = N,- Nf, also ist H, 
und somit auch U, meBbar. Man sieht leicht, daB die U, und H, beide 
Gruppendarstellungen sind und daB U, = H, = 1 ist. Die Ergebnisse 
von 3b und 3e lehren nun, da8 wir symbolisch 


N,= j ed EE. f ae | 4 
schreiben kénnen. Wenn wir endlich die sogenannte komplexe Zerlequng 
der Binheit K, = Kyusonx-¢ = Ex; EY einfiihren, dann gilt 
(Nef, 9) = ffet-d (Ket, 9)- 

Es gibt also eine infinitesimale normale Transformation N, definiert 

durch 
(Nf,9) = ffed(K.f9), = WN IP = [fle alles |p 
fiir alle g und fiir alle f, fiir welche das zweite Integral konvergiert, 
so daB 
N, = é¥ 

ist. Die Transformation N ist nicht notwendig im ganzen Hilbertschen 
Raum definiert, sie ist aber gewiB fiir alle solchen f definiert, fiir welche 


K (Q,) f - (Kn +in = Ky ~in — K_nsint+ K-n-in)f = f 


ist™), denn in diesem Fall ist 


Nel? = [flere kes ll = ffieP-anxsir, 


also ||N/|| endlich. Aus den charakteristischen Eigenschaften der kom- 
plexen Zerlegungen der Einheit folgt aber, daB K(Q,)f > f, wenn 
n-—> oo. N ist also auf einer in § iiberall dichten linearen Mannigfaltig- 
keit definiert. 

18) Vgl. M. H. Stone, Linear Transformations in Hilbert Space, New York 


(i932), S. 311—331. 
14) Q,, bedeutet das Quadrat: (n + in, n—in, —n—in, —n+in). 
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3e. Es sei nun eine Schar von beschrinkten normalen Transfor- 
mationen N (a,, a,, a, .. .,@,) gegeben, die eine Darstellung eines r-gliedrigen 
Lieschen Gruppenkeimes bilden. Wenn die Funktionen (N (a,, ..., a,) /, 9) 
(r-dimensional) meSbar von den Parametern abhingen, dann kénnen wir 
in genau derselben Weise, wie dies in 2b fiir endliche Matrizen geschehen 
ist, darauf schlieBen, daB die Darstellung analytisch ist, also von infini- 
tesimalen Transformationen erzeugt wird. 


(Eingegangen am 15. 6. 1935.) 


Bemerkung. (Zugefiigt am 9. 9. 1935.) Es méchte von Interesse 
sein, daB die Ergebnisse von 3e auch dann giiltig bleiben, wenn man 
statt der MeBbarkeit von den (H,/,/) nur fordert, daB sie im Punkte 
t = 0 endliche Schwankungen haben. Dann ist naimlich jede Funktion 
l,(t) = log(H,f, f) in einer Umgebung von 0 nach oben beschrinkt und 
es gilt wegen der Schwarzschen Ungleichung: 


2-1, (S*) = log (He. f, f) = log (A t, Hs f)? < log (\\ He f\*-\|H. f |?) 





= log (A, f, f) + log (A, f, f) = ly () + Ly (s). 

l, (t) ist also eine in einem Intervall nach oben beschrinkte konvexe 
Funktion. Nach einem bekannten Satze'*) ist sie also dort auch stetig. 
H, ist somit in 0 und wegen der Gruppeneigenschaft also auch iiberall 
in 3 stetig. Da H¢ offenbar stetig ist, ist auch H, stetig. Es folgt 
also aus der fiir dyadisch-rationale Zahlen geltenden Gleichung H, = 1 
unmittelbar auch H, = 1, also H, = Ht, w. z. b. w. 


15) Vgl. J. L. W. V. Jensen, Acta Math. 30 (1906), S. 175—193; W. Sierpinski, 
Fund. Math. 1 (1920), S. 125—129. 
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Die Erzeugung der geodiitischen Linien und Kreise 
einer Fliche konstanter Kriimmung durch Aufwickeln 
} geradliniger oder kreisférmiger Flichenstreifen. 
Von 


Friedrich Schilling in Danzig-Oliva. 





1. Die Problemstellung und die Gleichungen der Rotationsflichen 
konstanter Kriimmung. 

Bereits in meinem Buche: ,,Die Pseudosphire und die nichteuklidische 
Geometrie“, 2. Aufl., Leipzig 1935, ist auf S. 157 ff. die Abwicklung eines 
solchen schmalen Flichenstreifens auf der Pseudosphire in eine Ebene, 

_ der eine geodiitische Linie oder einen geoditischen Kreis als wesentliche 
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Fig. 1. 
Kugel. 





Fig. 2. 
Spindeltypus. 


geradlinigen oder kreisférmigen ebenen Flachenstreifens eingehend behandelt. 
Dieses Werk soll fernerhin kurz als ,,Pseudo“ zitiert werden. Die dort 


| Randkurve besitzt, und die umgekehrt daraus folgende Aufwicklung eines 
| gefundenen Resultate wollen wir jetzt, und zwar fiir alle Flichen konstanter 
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Kriimmung, in einer anderen, sehr einfachen Weise ableiten, die jedoch 
weiterreichende Sitze der allgemeinen Flachentheorie benutzt'). 

Wir betrachten zuniichst die analoge Problemstellung bei den (reellen) 
Rotationsflichen konstanter Kriimmung. 

Die Rotationsflichen konstanter positiver Kriimmung +- 5 sind durch 


die folgenden Gleichungen ihrer Meridiankurven in den rechtwinkligen 
Koordinaten o,z mit dem Parameter y gegeben, wobei stets noch fiir 
das rechtwinklige (z, y, z)-Koordinatensystem z = 9-cosg, y = 9-sing 
ist, wo g den Winkel des allgemeinen Meridians gegen den Nullmeridian 
bedeutet. 

1. Die Kugel (Fig. 1) 


(1a, b) ‘ecapialieednt 
| z2=r-sny 
oder 
(1*) z= Vr — 0’. 
2. Die Rotations{laiche vom Spindeltypus (Fig. 2) 
(2a, b) = kr-cos y, 
; z=r-E(k, y). 





3. Die Rotationsfliche vom Wulsttypus (Fig. 3) 
e= 7: V1—F sin’ y, 


1— 
k -F (k, ¥)- 


Hier, wie spiter, ist der Parameter y auf das Intervall — z svs 3 


beschrankt. Und es bedeutet & eine den Ungleichungen 0 < k < 1 ge- 
niigende Konstante und 


(3a, b) 





s= 7 Blk y)—+- 


yw 
l 
F (k, y) = ore 
(4a, b) 0 


E(k, y) = f V1—Fsin’ y-dy 
0 





die elliptischen Normalintegrale erster und zweiter Gattung*). 


1) Das wesentliche Resultat dieser neuen Betrachtung ist bereits ,,Pseudo“, 
8. 158, Anm. 1, in einem Satze kurz angegeben worden. 

2) Wegen der Theorie dieser Funktionen sei z. B. die Darstellung in dem 
Werke: L. Kiepert, Grundri® der Integralrechnung. 14. Aufl., Hannover 1926, 
S. 320—339 und wegen der Zahlentabellen und weiterer Literatur: Jahnke und 
Emde, Funktionentafeln mit Formeln und Kurven, 2. Aufl., Leipzig 1933, S. 124—155 
genannt. In beiden Werken ist auch k — sina gesetzt. 
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Die Rotationsflichen konstanter negativer Kriimmung - x sind analog 
durch die Gleichungen gegeben: 
1. Die Pseudosphire (Fig. 4) 





o = 7r-cosy, 

(5a, b) 2 = r-logtg(+ | +)- r-sin y, 
oder eS 

is 2 = rlogt t= e _ yaa, 


2. Die Rotationsfliche vom Kegeltypus (Fig. 5) 
: o = kr-cosy, 
(6a, b) } 


= r-F(k,y)—r-E(k, yp). 
3. Die Rotations{liche vom Hyperboloidtypus (Fig. 6) 





e= Vl — &- sin’ y, 


(7a, b) 


>| ls 


iz= 
| 


-F (k, yp) — 7: E(k, y). 


1. Es gibt also fiir gegebene Werte =z bzw. -~4 der Kriimmung 
noch den verschiedenen zulissigen Werten k entsprechend o' verschiedene all- 
gemeine Rotationsf{lichen, und, die Flachen des gleichen Typus fiir denselben 
Wert k, aber verschiedene Werte r sind zueinander dlulich. 


\ 
In den Fig. 2, 3, 5 und 6 ist stets k = S wn 0,8660 gewahlt. 


Fiir k = 1 gehen die Gleichungen (2a, b) und (3a, b) in die Gleichungen (1a, b) 
und die Gleichungen (6a,b) und (7a,b) in die Gleichungen (5a, b), ent- 
sprechend also die allgemeinen Rotationsflichen in die Kugel oder die 
Pseudosphire iiber. Die fiir uns weiterhin in Betracht kommenden Bogen 
der Meridiane sind in den Fig. 1 bis 6 stark ausgezogen, entsprechend 
den Werten 0<= y= >: Wenn wir in diesen Figuren die o-Achse mit 
der z-Achse zusammenfailend denken, so stellen die Meridiankurven speziell 
die Nullmeridiane dar. Nebenbei sei noch bemerkt: Wir wissen ja auch, 
daB auf den Rotationsflachen konstanter positiver bzw. negativer Kriimmung 


der elliptische bzw. hyperbolische Fall der nichteuklidischen Geometrie 
veranschaulicht wird *). 


Il, Die Kugel. 


Wir betrachten zunichst die einfachen Verhiltnisse bei der Kugel 
naiher, weil diese fiir unsere spiteren allgemeineren Untersuchungen von 
grundlegender Bedeutung sind. Vorweg sei allgemein bemerkt: 


5) Vgl. deswegen ,,Pseudo“, S. 3 und 4. 
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2. Bei allen unseren Fliichen sind die Meridiane geoditische Linien 
(d. h. kiirzeste Linien, vgl. deswegen ,,Pseudo, 8. 17 und 143). 

3. Ein geodétischer Kreis sei fiir alle Flichen definiert als orthogonale 
Trajektorie eines Biischels geoddtischer Linien. 

Es ist nun bei allen Flachen ein Biischel geoditischer Linien durch 
die Meridiane gegeben, ein zugehériger geodiitischer Kreis als orthogonale 
Trajektorie durch einen Breitenkreis. 

Bei der Kugel (Fig.1) gibt also die Strecke PQ die senkrechte Pro- 
jektion eines geoditischen Kreises auf die Nullmeridianebene wieder. Wir 
sehen nun weiter in der Figur den Radius r = M P der Kugel und, analog 
in den iibrigen Figuren, den Kriimmungsradius R = S P des geoditischen 
Kreises, den zugehérigen geodétischen Radius ¢c = U P und den Radius der 
geodtitischen Kriimmung des geoditischen Kreises R, = P T in der Tangente 


von P und den Winkel # = ASPT == X PMS awischen der Tangential- 
ebene der Fliche und der Schmiegungsebene des geoditischen Kreises fiir 
den Punkt P. (Diese einfache Fig. 1 gibt gewiB ein gutes Beispiel fiir 
die Veranschaulichung dieser genannten Begriffe und ihres Zusammenhangs, 
wie denn diese ganze Arbeit iiberhaupt noch weiter wertvolle anschauliche 
Beispiele fiir die allgemeine Flachentheorie liefert.) Hier ist folgende ein- 
fache allgemeine Definition der Flichentheorie zugrunde gelegt: 

4. Der Radius R, der geodéitischen Kriimmung (oder der tangentialen 
Kriimmung) fiir einen Punkt P einer Kurve auf einer Fliche ist der Kriimmungs- 
radius der Kurve, die aus der gegebenen durch ihre senkrechte Projektion auf 
die Tangentialebene von P hervorgeht. 

In der Tat ist ja hier (Fig. 1), wie spiter, die auf die Tangential- 
ebene von P durch Projektion aus dem geoditischen Kreis erhaltene Kurve 
eine Ellipse mit den Halbmessern R und R-cos#@. Es gilt also 


(8) R, = —, = PT. 
Wir erkennen in diesem Beispiel, wie auch in den spiiteren Beispielen, 
den allgemeinen Satz der Flachentheorie: 

5. Der Radius R, der geodétischen Kriimmung einer Flichenkurve wird 
fiir einen Kurvenpunkt P durch die Gleichung (8) gegeben, wo eben & der 
Winkel zwischen der Tangentialebene der Fliche und der Schmiequngsebene 
der Kurve ist*). 

Es gelten weiter in der Fig. 1 die Gleichungen 


(9) c=r-? (0<ex<r-3) 
oder 
(10) cos #8 = cos = of = 

r , 


*) Vgl. wegen der Literatur ,,Pseudo‘, 8S. 167, Anm. 1. 
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und 

R 
(10a) tg? = \n— Re’ 
also 
(10b) R =r-siné = r-sin— 
und nach den Gleichungen (8) und (10) 

R-r 
(11) R= 
oder die wichtige Gleichung 

= & 


(12) > =>. 


r 
Der geoditische Kreis der Fig. 1 ist jetzt aber zugleich die geoddtische 
Aquidistante zu einer geoditischen Linie, namlich hier zu dem ,,Aquator“, 
mit dem geoddtischen Abstand a = N P, fiir den die Gleichung gilt 


a=r-(5—9) =f: y, 
so da8 sich die weitere wichtige Gleichung 


a c r 
(13) S5-%>- tt 
ergibt. 

6. Es folgt also der Radius R, der geodétischen Kriimmung des geo- 
datischen Kreises auch aus dem geoddtischen Radius c durch die Gleichung (12) 
und aus dem geoddatischen Abstand a des Kreises von der zugehdrigen geoditischen 
Linie des Kreisbiischels aller Breitenkreise durch die Gleichung (13). 

Uberhaupt besteht also zwischen je zwei der GréBen R, Ry, #, c, a 
stets eine einfache Gleichung. 

Wir denken nun noch in unserer Fig.1 den Rotationskegel hinzu, 
der von den Tangentialebenen in den Punkten des geodatischen Kreises 
eingehiillt wird. Dieser Kegel hat ja, ebenso wie jede Tangentialebene 
eines Flichenpunktes angenihert die Umgebung dieses Punktes darstellt, 
angenaihert mit der Kugel einen schmalen Flachenstreifen gemeinsam, den 
wir von zwei einander sehr nahen Breitenkreisen oder Aquidistanten 
geodatischen Kreisen begrenzt denken kénnen. Dieser Flachenstreifen ist 
in seiner Projektion auf die Nullmeridianebene in der Fig.1 angedeutet. 
Denken wir jetzt diesen Kegel lings seiner Erzeugenden in der Meridian- 
ebene g = 2 aufgeschnitten, so kénnen wir ihn in eine Ebene abwickeln. 
Wir gewinnen den wichtigen Satz: 

7. Der auf diese Weise in eine Ebene abgewickelte Flaichenstreifen geht 
in eimen kreisformigen Flichenstreifen iiber, dessen wesentliche Randkurve 


der Kreisbogen mit dem Radius R, (und mit dem Zentriwinkel o = 22-7) 
0 

















Sa. ee eee 
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ist, wo also R, der Radius der geoditischen Kriimmung der Flachenkurve, 
des geodiitischen Kreises, ist. 

Wir sehen durch unser Beispiel der Kugel, ebenso wie durch die 
folgenden Beispiele, den Satz der allgemeinen Flachentheorie veranschaulicht : 

8. Ist auf einer abwickelbaren Fliche eine singularititenfreie Kurve x 
mit dem Kriimmungsradius R in einem beliebigen Kurvenpunkte P gegeben, 
so gilt fiir den Kriimmungsradius R, im entsprechenden Punkt P, der ab- 
gewickelten Kurve x, die Gleichung R, = —., wo # den Winkel zwischen 
der Tangentialebene der Fliche im Punkt P und der Schmiegungsebene der 


. Kurve im Punkt P bedeutet, also R, der zugehérige Radius der geodéitischen 


Kriimmung ist°). 
Wir fiigen noch hinzu: Wird der geoditische Kreis der Fig. 1 durch 
den Aquator ersetzt, so ist also X # = = oder R, = &. 


9. Der Flachenstreifen der Kugel, der den Aquator als wesentliche Be- 
grenzung besitzt, ergibt also bei seiner Abwicklung einen geraden Flichen- 
streifen. 

Wir haben hier, wie spaterhin analog bei den anderen Flachen, den 
Flachenstreifen so gewahlt, daB der Breitenkreis (oder Aquator) die eine 
Randkurve ist. Natiirlich kénnen wir bei gegebenem Breitenkreis den 
zugehérigen Flachenstreifen auch so wahlen, daS der Breitenkreis seine 
Mittellinie ist, abgesehen von den Breitenkreisen des Punktes W in der 
Fig.3 und der Punkte N in den Fig. 4 bis 6. 


III. Rotationsflichen vom Spindel- und Wulsttypus. 

10. Diese Resultate fiir einen schmalen Flichenstreifen der Kugel, dessen 
wesentlicher Rand ein Breitenkreis oder der Aquator ist (wihrend der andere 
Rand von einem benachbarten Breitenkreis gebildet wird), also die Sédtze 
5 bis 7 und die Formeln (12) und (13) gelten nun auch analog fiir einen 
ebensolchen Flachenstreifen der Rotationsflachen vom Spindel- oder Wulsttypus. 

Denn auch bei diesen Flachen stellen die Meridiane ein Biischel 
geoditischer Linien dar, die auch zum Aquator, einer geoditischen Linie, 
senkrecht stehen. Da8 der Aquator eine geoditische Linie ist, folgt schon 
daraus, da8 fiir jeden seiner Punkte die Flachennormale mit der Haupt- 
normale der Kurve zusammenfillt. Die Breitenkreise sind also wieder 
geoditische Kreise. Es ist also eine an den Aquator angrenzende Flachen- 
zone der Kugel, die lings des Meridians g = 2 aufgeschnitten ist, in 


eine entsprechende an den Aquator angrenzende Flichenzone einer der 


5) Vgl. wegen der Literatur ,,Pseudo“, S. 159, Anm. I. 
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Rotationsflichen verbiegbar. Ferner gilt auch der Mindingsche Satz der 
allgemeinen Flachentheorie: 
11. Bei der Verbiegung einer Fliche bleibt die geoddtische Kriimmung + 
einer jeden Kurve auf der Fliche unverdndert®). : 
Der vorhin genannte aufgeschnittene Flachenstreifen der Kugel ist 
folglich auch in einen solchen entsprechenden Flachenstreifen einer jeden 
dieser Rotationsflichen verbiegbar, bei dem der Breitenkreis der wesent- 
lichen Begrenzung denselben Radius R, der geodatischen Kriimmung besitzt. 
Somit ist der Satz 10 erwiesen. Wir wollen jedoch auch direkt zeigen, 
daB die Gleichungen (12) und (13) fiir die Fig. 2 und die Gleichung (13) 
fiir die Fig. 3 gelten. 
Fiir die Rotationsfliche vom Spindeltypus (Fig. 2) ist ja nach den 
Gleichungen (2a, b), 8. 298, 
do = —kr-siny-dy, 
dz=r-: "7 ke sin* y -dy. 
Also gilt fiir das Bogenelement des Meridians 
de® =d?+d2=r-dy 
oder nach der obigen Gleichung fiir dg und der Gleichung (2a) 


1 
do = —r-dy=r- Bana oe 


wobei hier wie spiter do positiv fiir positive Werte do gewahlt sei, und 
folglich gemaB der Gleichung (2a), 8. 298, fir 9 = R 


- ; 1 Ta" 
cua (i k-siny = —- VF — RB. 


Fiir den Radius R, der geoditischen Kriimmung des Breitenkreises 9 = R 
ergibt sich demnach 
R 


Rr 
(14) h, = a — eae 


Ferner ist der geoditische Radius des Breitenkreises 








eo=R R 
C= [do =r. tattaane ie o ¥-amndne 
] \ er? — o? kr 
o=0 0 
oder 
sin — “tt 
und 
c R R, 
as ‘8; eee F 


6) Vgl. wegen der Literatur ,,Pseudo“, S. 166, Anm. 1. 
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Ferner ist noch die Lange des Bogens UN des Meridians in der Fig. 2 


e=kr kr 


f"> 1 x 
N= = an f° | <eeeeees =f. 
UN =c+a je e saaatear yp 


also gleich dem halben Meridian der Kugel. Folglich gilt auch noch fiir 
den Bogen PN =a 


(16) tg — = ctg < = i: 
Fiir die Rotationsflache vom Wulsttypus ist analog 
de = — bre ...26, 
e “Yi-eanty * 


dz = a. Se 


\i —k sin? y 








und dime 
do = —kr-————— ‘dy, 
a "i-vale  * 
also gemaéB der Gleichung (3a), 8. 298, fiir 9 = 
cos) = st =siny = = ‘Vr —k RR’. 
Folglich ist 
R kr-R 
(17) R, = cos # ~ \n@— eR 
und sensi - 
(18) a= PN = | do=r- (ae = r(> ~ arc sin **) 
[2 : 2 rj 
¢=2 ht --* = r-arccos — 
oder ie 
a kR 
cos — =“ 
also 
a Vr? — k? R? r 
(19) >= tr = =: 


Wir kénnen noch hinzufiigen: 
12. Fiir die Kriimmungsradien R und R, fiir einen Punkt P eines 
Breitenkreises gelten bei den Rotationsflichen vom Spindeltypus die Un- 


gleichungen r>kr>R>0 


und 
o> Rk, > 0, 
bei den Rotationsflichen vom Wulstiypus 
Tay yi—Pe 
, << =F => R = ieee ta 
und 
1—k 
on 4a 


Mathematische Annalen. 
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Wir erkennen jetzt auch in den Fig.2 und 3 den Kegelabschnitt 
mit der Seitenlinge R,, der die Rotationsflachen vom Spindel- oder 
Wulsttypus lings des Breitenkreises mit dem Radius R beriihrt. Somit 
haben wir den allgemeinen Satz gewonnen: 

13. Bei allen Rotationsflichen konstanter positiver Kriimmung geht ein 
schmaler Flichenstreifen mit einem Breitenkreis oder Aquator als wesent- 
licher Randkurve bei seiner Abwicklung in einen ebenen Fléachenstreifen 
tiber, dessen wesentliche Randkurve ein Kreisbogen mit dem Radius R,, dem 
Radius der geodétischen Kriimmung der Flichenkurve, ist. 

Wir wollen schlieBlich noch folgende Bemerkung anschlieBen: Bei der 
Rotationsfliche vom Wulsttypus ist ja, wenn der Punkt P an der Stelle 
des Punktes W liegt (Fig. 3), der die Flaiche lings des Breitenkreises be- 
riihrende Kegelabschnitt in eine Kreisscheibe iibergegangen, so da8 der auf 
der einen Seite des Breitenkreises anliegende Flachenstreifen bereits an- 
genihert in einer Ebene gelegen ist. In diesem Fall ist dann also 


R. =r- 1 —— 
ne k 
und also bei gegebenem Werte R, die GréBe k bestimmt durch die Gleichung 
(20) Box eee < | 


Vr? + R} 
14. Fiir jeden an einem Breitenkreis einer Rotations{fliche konstanter 
positiver Kriimmung anliegenden, schmalen Flichenstreifen, d.h. fiir jeden 


zuldssigen (d. h. von 0 und rs verschiedenen) Wert c oder jeden zulissigen 


(d. h. von 0 und co verschiedenen) Wert R, gibt es also fiir denselben Wert r 
stets eine andere, besondere Rotationsfliche vom Wulsitypus, also einen be- 


sonderen Wert 
. a r 


k = cos ~=s-= VaR’ 
so daB der analoge, niimlich durch Verbieqgung aus dem urspriinglichen ent- 
stehende Flichenstreifen bereits auf der Fliche in einer Ebene liegt und seine 
wesentliche Begrenzung der Kreis mit dem Radius R, ist. 
Natiirlich miissen wir hierbei dann den Filichenstreifen nicht wie in 
der Fig. 3, sondern auf der anderen Seite des Breitenkreises von P, also 
wachsenden Werten von o entsprechend, anliegend denken. 


IV. Rotationsflichen vom Kegel- oder Hyperboloidtypus 
und die Pseudosphire. 
Wir erwahnten bereits: Auf den Flachen konstanter negativer Kriimmung, 
insbesondere auf der einfachsten von ihnen, der Pseudosphéire, gilt die 
hyperbolische Geometrie. Es gibt demgema8 (im Gegensatz zu den Flachen 





RL 








SS ara 
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konstanter posttiver Kriimmung) jetzt drei verschiedene Biischel geoddtischer 
Linien, Biischel erster, zweiter und dritter Art, je nachdem der Trager 
ein endlich ferner, ein unendlich ferner oder ein iiberunendlich ferner 
Punkt ist’). Hierbei kann dieser Punkt, falls er endlich fern ist, doch 
reell oder imaginir sein. (Letzteres gilt analog ja auch z. B. fiir die 
Rotationsflichen konstanter positiver Kriimmung vom Wulsttypus, wo der 
Trager ja schon fiir das Biischel der Meridiane imaginir ist.) 

15. Die Meridiane der drei Rotationsflichen konstanter negativer 
Kriimmung, also der Rotationsflichen vom Kegeltypus, der Pseudosphire 
und der Rotationsflachen vom Hyperboloidtypus, stellen gerade bzw. ein Biischel 
geodiitischer Linien dieser drei Arten dar. 

Bei den Rotationsflichen vom Kegeltypus ist eben der endlich ferne, 
reelle Punkt U der Traiger des Biischels der Meridiane (Fig. 5, S. 299). 
Bei der Pseudosphire ist der entsprechende Punkt U der unendlich ferne 
Punkt der z-Achse (Fig. 4, 8. 299). Bei den Rotationsflichen vom Hyper- 
boleidtypus endlich ist der gemeinsame Punkt der Meridiane ein iiber- 
unendlich ferner (imaginirer) Punkt. Dies folgt schon aus folgender 
Tatsache: 

16. Der Breitenkreis des Punktes W oder der Kehlkreis (Fig. 6) ist 
eine geoditische Linie, weil wieder fiir jeden Kurvenpunkt die Fliéichennormale 
mit der Hauptnormale zusammenfillt. Jeder andere Breitenkreis ist aber die 
geodiitische Aquidistante zu dem Kehlkreis*). 

Was nun die Rotationsflichen vom Kegelty pus betrifft, so ist in 
der Fig. 5, 8. 299, wieder fiir den Breitenkreis des Punktes P, den geo- 
diitischen Kreis erster Art, der Kriimmungsradius R= SP und der 
Radius der geoditischen Kriimmung R, = PT, sowie der Winkel # 
zwischen der Tangentialebene der Fliche und der Schmiegungsebene der 
Kurve angegeben. Der geoditische Radius c ferner wird durch den 
Bogen U P des Meridians gegeben. Wir wollen zunichst den Winkel # 
und den Radius R, berechnen. 

Es ist nach den Gleichungen (6a, b), 8. 300, 

do = — kr-siny-dy, 
ek 
Yi —# sin? y 


Also ergibt sich fiir das Bogenelement des Meridians 


dz=r-: 





d y. 


Seas — ¢-—paieen dy 
Vl — #* sin? y 

7) Vgl. deswegen ,,Pseudo“, § 25, S. 137 ff., insbesondere Satz 21, S. 147, sowie 
§10, S. 34 ff. 


5) Vgl. .,Pseudo, 8.41, Satz 10. 
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oder nach der obigen Gleichung fiir dg und der Gleichung (6a) 


do = -do. 
°=Taa-mre @? 


ca? = (i) ~ @0=BEP 





Also ist 





r 


da 
und folglich 
var ¥ a Rr e. 
(21) R, = = oo <=*, 
(insbesondere 0 << R <= kr und 0 < R, < kr). 





Ferner ist der geoditische Radius 
— : 

(22) e= 1P=|do=r-| ak Lo 

ae )F0-B%) Fe 


o=0 0 


lr (l—k)+ R+R 
r-J1—k 





do=r-lg 


> 


(o< ex 1r-log ++). 
Hieraus folgt 


_VrFG—-B + R+R 











r-Vl—k ’ 
or — (FU—P)+R-R 
r-Ji—k& ‘ 
also 
a: 2 R 
23 ees an = ah —————————————_ l 
(23) Oe eae he 
e* +e * 


Aus den Gleichungen (21) und (23) ergibt sich dann die wichtige, den 
Gleichungen (12) und (15) analoge Gleichung 


(24) tgh = = =e <1. 

Nunmehr betrachten wir in analoger Weise die Verhiltnisse bei den 
Rotationsflichen vom Hyperboloidtypus im Anschlu8 an die Fig. 6, 
S. 299. Hier ist a = WP der geodatische Abstand des Breitenkreises, 
d. h. des geodétischen Kreises dritter Art. Er ergibt sich jetzt aus den 
Gleichungen (7a, b), 8. 300, 





le = — by- EY. de. 
ns )1—# sin? » ¥ 
dem kr-—— dy, 


) 
V1 — k sin? y 


ae 


= 


aa gn: 








A rer eae 


we et a a i! 
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also 
en dsr Bhit cen a oe fe. 
¥ “Vi-Pany ” Je—a. i ' 
. 3 
Hieraus folgt 
1—# 
rR? — 7? . —— 
ie SAO: 
cos 0 = (52) = p- 
und 
(25) R, = Senn > f, 
Jr—r = 


(insbesondere = — <Rz s o>Rk, > x). 





Ferner ist der geoditische Abstand 

















R 
yes oe 
(6) a=WP=r. ! Pome eae 
Jo 2 1—k jl—e 
P =~ f- Bi ir : 


, =F | 


ou i 
ye —#.* i 


a 
(27) tgh © = ¥ 


Aus den Gleichungen (25) und (27) aber ergibt sich die den Gleichungen 
(13), (16) und (19) analoge, wichtige Gleichung 


oder 








a A? 
(28) tgh = = R, a a 


17. Es sind also fiir jeden Breitenkreis der Rotationsflichen vom Kegel- 
bzw. Hyperboloidtypus der Radius R, der geoditischen Kriimmung und der 
geodiitische Radius c bzw. der geodiitische Abstand a von der zugehdrigen 
geoditischen Linie jetzt durch die Gleichung (24) bzw. (28) miteinander 
verkniipft. 

Wir wenden uns endlich zu der Betrachtung der Pseudosphdre 
(Fig. 4, 8.299). Hier ist fiir den Meridian die Linge der Tangente vom 
Punkte P bis zur z-Achse konstant, namlich gleich r, da ja die Meridian- 
kurve die Traktrix von Huygens ist*). Also ist fiir irgendeinen Breiten- 





*) Vgl. ,,Pseudo“, S. 5. 
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kreis, einen geoddtischen Kreis zweiter Art, der Radius der geodiatischen 
Kriimmung 
(29) R, =r. 
Auch ist ja hier der geoditische Radius c = o (vgl. die Gleichung (24)). 

Denken wir nun wieder bei einer Rotationsfliche vom Kegel- oder 
Hyperboloidtypus oder bei der Pseudosphire einen schmalen Flachen- 
streifen gegeben, der von dem Breitenkreis des Punktes P, einem geoddtischen 
Kvreise erster, dritter oder zweiter Art, als der wesentlichen Randkurve und 
von einem nahe benachbarten Breitenkreis begrenzt ist, so gilt jetzt also 
der Satz: 

18a. Ein solcher Flichenstreifen, der lings des Meridians fiir p = x auf- 
geschnitten ist, erqibt bei der Abwicklung einen ebenen kreisférmigen Flichen- 
streifen, dessen wesentliche Randkurve der Kreisbogen mit dem Radius R, 
ist, wo R, der zugehdrige Radius der geodiitischen Kriimmung des Breiten- 
kreises von P ist. 

18b. Im Falle der Rotations{flichen vom Kegel- oder Hyperboloidtypus 
oder der Pseudosphire ist insbesondere nach den Gleichungen (21), (25) und 
(29) der Radius R, <<, > oder = r. 

Weiter kénnen wir noch die zum Satze 14 analogen Siitze hinzufiigen: 

19a. Fiir jeden schmalen Flichenstreifen, der an der einen Seite eines 
Breitenkreises einer Rotations{liche vom Kegeltypus anliegt, d.h. fiir jeden 
zuldssigen Wert des geoditischen Radius c fiir den durch den Breitenkreis 
gegebenen geodiitischen Kreis erster Art, gibt es eine andere besondere Ro- 
tationsfliiche vom Kegeltypus, also einen bestimmten Wert 


. —— 
r r 
e —_—e c 
k = c = = tgh- <1, 
e’ 4 e r 


so daB der analoge Fliachenstreifen an dem Breitenkreis der (x, y)-Ebene 
anliegt und daher von vornherein in dieser Ebene gelegen ist. 

19b. Ebenso gibt es bei einer Rotationsfliche vom Hyperboloidtypus 
fiir jeden zuldssigen Wert des geoddtischen Abstandes a fiir einen durch 
einen Breitenkreis gegebenen geodiitischen Kreis dritter Art eine bestimmte 
Rotations{liche vom Hyperboloidtypus, d.h. einen bestimmten Wert 





S =>: 

e"’—e ” a 
k=— —_ = im; <i, 

e" +e r 


so da wieder der analoge Flachenstreifen an dem Breitenkreis der (x, y)-Ebene 
anliegt und daher von vornherein in dieser Ebene gelegen ist. 
Endlich gilt analog fiir die Pseudosphire: 


emer aes ae 


ee 





= 
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19c. Jeden Flichenstreifen der Pseudosphire, der an ir nen 
Breitenkreis, einen geoddtischen Kreis zweiter Art, anliegt, kinnen wir auf 
der Pseudosphiire so verschieben, daB er an dem Basiskreis in der (x, y)-Ebene 
anliegt, also von vornherein in dieser Ebene gelegen ist*®). 


V. Verallgemeinerung der bisherigen Betrachtungen, auch fiir beliebige 
Flachen konstanter Kriimmung. 

Wir kénnen jetzt einen der bisher betrachteten Flachenstreifen auf einer 
unserer Rotationsflichen oder doch ein Stiick von ihm auf der Fliche selbst 
verschieben oder auch in einen Flachenstreifen auf einer beliebigen anderen 
Flache derselben konstanten Kriimmung verbiegen. Der neue Flachen- 
streifen hat dann ja wieder einen geoditischen Kreis bzw. eine geoditische 
Linie als wesentliche Randkurve, und diese besitzt nach dem Mindingschen 
Satze 11, 8.304, denselben Radius R, der geoditischen Kriimmung. Somit 
gewinnen wir jetzt die allgemeinen Sitze: 

20a. Ein schmaler Flichenstreifen einer Rotationsfliche oder einer allge- 
meinen Fliche konstanter positwer oder negativer Kriimmung, der einen 
geoditischen Kreis bzw. eine geoditusche Linie als wesentliche Begrenzung 
besitzt, geht durch Abwicklung in einen ebenen Flichenstreifen iiber, dessen 
wesentliche Begrenzung ein Kreis mit dem Radius R, ist, wo R, der konstante 
Radius der geoditischen Kriimmung der Flichenkurve ist, bzw. eine Gerade. 

20b. Es gelten hierbei vor allem auch unverindert die Gleichungen (12) 
und (13) bzw. (24), (28) oder (29). 

20c. Der Radius R, ist im Falle einer Fliche konstanter negativer 
Kriimmung S 1, je nachdem es sich um einen geoditischen Kreis erster, 
zweiter oder dritter Art handelt. 

Diese Abwicklung des Flachenstreifens kénnen wir also nach unseren 
bisherigen Entwicklungen uns anschaulich einfach so vorstellen, da8 wir 
den Flachenstreifen zunichst iiberfiihren in einen an einen Breitenkreis 
oder Aquator einer entsprechenden Rotationsfliche anstoBenden Flachen- 
streifen und dann diesen durch Abwicklung des zugehérigen tangierenden 
Kegels oder Zylinders in einen ebenen Flachenstreifen. 

Wir kénnen nun aber auch, wenn wir wollen, in direkter, freilich 
anschaulich schwierigerer Weise vorzugehen suchen. Zu einem gegebenen 
geoditischen Kreis mit dem konstanten Radius R, der geoditischen 
Kriimmung bzw. einer geoditischen Linie denken wir zunichst die ab- 
wickelbare Flache hinzu, welche von den Tangentialebenen der Flache 
in den einzelnen Punkten der Flachenkurve eingehiillt wird. Wir wollen 
diese geradlinige Fliche kurz als tangierende Fliche bezeichnen. Die Er- 





10) Vgl. ,,Pseudo“, S. 139, Satz 7. 
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zeugenden dieser Fliche werden ja nach einem bekannten Satze von 
Darboux durch die zu den Tangentenrichtungen der Flaichenkurve kon- 
jugierten Richtungen gegeben. Nach dem Satze 8, 8. 303, wissen wir wieder: 
Bei der Abwicklung der tangierenden Flaiche geht dann die Flachenkurve 
in einen Kreis mit dem Radius R, bzw. in eine Gerade (mit R, = o) 
iiber. Die tangierende Flache sich véllig anschaulich vorzustellen, ist nun 
eben im allgemeinen sehr schwierig™). Die tangierende Flache andert sich 
ja auch vollig, wenn die zugehérige Flachenkurve mit ihrem anstoBenden 
Flachenstreifen auf der Flache selbst verschoben wird. Wir wollen uns 
die besondere hier auftretende Schwierigkeit zunichst an folgendem ein- 
fachen Beispiel klar machen: Wir wollen einmal den Kreissektor der 
Fig. 7 zu einem Rotationskegel zusammengebogen denken, so daB also die 





Radien O A, und OA, zusammenfallen. Der schraffierte Kreisring mit 
dem stark ausgezogenen Kreis als der wesentlichen Randkurve geht dann 
in einen Flachenstreifen auf dem Kegel iiber, dessen wesentliche Rand- 
kurve ja auch ein geodiatischer Kreis des Kegels ist. Der Kegel gilt uns 
hier als ein Beispiel einer Flache verschwindender Kriimmung. Wir sehen 
jetzt aber: Wir kénnen gar nicht den ganzen Flichenstreifen vollig auf 
die zugehérige tangierende Flache, d. h. in der soeben angegebenen Weise 
auf die entsprechenden Erzeugenden desjenigen Teils des Kegels iiber- 
tragen denken, der von den Tangentialebenen des Kegels in den einzelnen 
Punkten der Flachenkurve eingehiillt wird. Denn dieser Teil umfaBt ja 
nur den aus dem Sektor O B, B, der Fig.7 entstehenden Teil des Kegels. 
Uber diesen Teil, die tangierende Fliche, ragt aber der Flichenstreifen 


'!) Vgl. deswegen ,,Pseudo“, S. 176ff., wo ausfiihrlich die tangierende Flache 
eines geodétischen Kreises erster Art der Pseudosphare behandelt ist. 


x 
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selbst beiderseits hinaus. Ein analoges Beispiel, wie es bei unseren Flaichen 
konstanter Kriimmung vorkommt, wird durch die Fig. 8 veranschaulicht. 
Hier ist auch gleich fiir die Umgebung des Punktes P der wesentlichen 
Randkurve des Flachenstreifens nach der Abwicklung die tangierende 
Flache mit ihrer Riickkehrkante und mit deren Tangenten als den Erzeu- 
genden der Fliache, sowie der kreisférmige Flachenstreifen dargestellt. 
Wir erkennen, daB auch hier der Flachenstreifen iiber die abgewickelte 
tangierende Fliche in der Umgebung des Punktes P hinausragt. 


In dem Falle der Figuren 7 und 8 werden wir der geschilderten 
Schwierigkeit jetzt einfach dadurch aus dem Wege gehen, da8 wir fiir 
die Umgebung des Punktes P die abwickelbare Flache des stark aus- 
gezogenen Kreisrandes durch die abwickelbare Flache des schwach aus- 
gezogenen Kreisrandes ersetzen. Dann liegt der Flachenstreifen in der 
Umgebung des Punktes P wieder auf der abwickelbaren Fliche selbst'*). 


Wir kénnen unser Augenmerk auch darauf richten, zu erkennen, wie 
der ebene Flachenstreifen bei seiner Aufwicklung auch alle auf ihm liegenden 
Fortschreitungsrichtungen von einem beliebigen 
Punkte P seines wesentlichen Randes aus, insbe- 
sondere also auch die zum Rande senkrechten 
Fortschreitungsrichtungen, mit aufwickelt. Der 
abgewickelte Flachenstreifen stellt gleichsam 
auch die Abwicklung aller Tangentialebenen 
in den Punkten P; der Flichenkurve dar. 
Dies sei beispielsweise durch die Fig.9 niher 
erlautert, wo es sich um den an den Aquator 
der Kugel anstoBenden Fliachenstreifen han- 
delt. Die Fortschreitungsrichtungen von einem 
Punkte P auf der Fliche kénnen wir uns ja p.9 } 
am einfachsten durch die zugehérigen Normal- 
schnitte auf die Tangentialebene von P und 
damit auf die Fortschreitungsrichtungen des oe 
Flachenstreifens und umgekehrt iibertragen ba “ee 
denken (Fig.10). In diesem Sinne stellt der mS. 
aufgewickelte Flaichenstreifen, wie die Tangentialebene die Umgebung des 
einzelnén Flachenpunktes, die Umgebungen aller Punkte P; der Flachen- 
kurve dar. Mit besonderem Recht verdient daher der aufgewickelte 
Flachenstreifen die Bezeichnung ,,tangierender Flachenstreifen der Flachen- 











Fi GX 


kurve (als Abkiirzung fiir ,,Tangentialebenenstreifen‘). 


12) Vgl. wegen der Einzelheiten die Bemerkungen in ,,Pseudo‘, 8. 172 ff., 
insbesondere auch im AnschluB an die Fig. 121a, S. 184. 
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VI. Experimentelle Erzeugung der geodatischen Linien und Kreise. 

Eine ganz besondere Bedeutung besitzen nun unsere Resultate insofern, 
als sie uns zur experimentellen Erzeugung der geoditischen Linien und 
Kreise hinfiihren. 

21. Wickeln wir némlich jetzt einen schmalen geradlinigen oder kreis- 
férmigen Flichenstreifen auf ein vorliegendes Modell einer Fliche konstanter 
positiver oder negativer Kriimmung auf, so erzeugt der wesentliche Rand 
des Flichenstreifens eine geodiitische Linie oder einen geodiitischen Kreis, 
und zwar auf den Flichen konstanter negativer Kriimmung einen geoddtischen 
Kreis erster, zweiter oder dritter Art, je nachdem der Radius R, des 


wesentlichen Kreisrandes kleiner, gleich oder gréfer als r ist, wo — = die 
Kriimmung bedeutet**). 


Flachenstreifen 
cut der Hache 





Flachennormale 


Fig. 10. 


Wer einmal solch Versuche ausgefiihrt hat, ist iiberrascht von 
der Einfachheit dieser experimentellen Erzeugung der geoditischen Kurven. 
Der einzelne Flachenstreifen wickelt sich ohne Zwang leicht in richtiger 
Weise auf die Flache auf. Photographische Abbildungen solcher interessanten 
Versuche sind auf der Tafel wiedergegeben, die dem zweiten Teil meines 
Buches: ,,Die Pseudosphire und die nichteuklidische Geometrie“ beigefiigt 
ist. In diesem Werke sind auch mannigfache weitere Einzelheiten ausgefiihrt. 

Zam SchluB sei noch als Verallgemeinerung unserer Betrachtungen 
der allgemeine Satz der Flachentheorie genannt, ohne da® wir im ein- 
zelnen darauf eingehen: 

22a. Wenn wir bei einer geyebenen Kurve x auf einer (reellen) Flache 
(z. B. etwa bei einer Kurve konstanter geoditischer Entfernung von einem 
Flachenpunkte oder konstanter geodittischer Entfernung von einer geoditi- 


18) Ein groBes Pseudosphirenmodell fiir » — 15 em, daB mit schwarzem Tafel- 
anstrich zum leichten Aufzeichnen von Kurven mit Kreide versehen ist, ist ja erst 
kirzlich von mir bei der Firma Martin Schilling, Verlag von Modellen fiir den 
héheren mathematischen Unterricht, in Leipzig herausgegeben. Auch sind dort 
bereits friiher eine gréBere Zahl von Flachen konstanter positiver oder negativer 
Kriimmung erschienen, die sich fir unsere Zwecke auch vorziiglich eignen. 
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schen Linie oder etwa bei einer Kurve konstanter geoditischer Kriimmung")) 
die Abwicklung der zugehérigen abwickelbaren Fliche ausfiihren, so gibt die 


Kriimmung cz der abgewickelten Kurve x, in ihren einzelnen Punkten uns 
einen Uberblick tiber die gleiche geodétische Kriimmung e in den ent- 
0 


sprechenden Punkten der Kurve x. Denken wir dabei R,, oder R und 3, wo 
R der Kriimmungsradius der Kurve x, 0 der Winkel zwischen idler Tangen- 
tialebene der Fliiche und der Schmiegungsebene fiir den. einzelnen Punkt P 
der Kurve x ist, als Funktionen der von einem bestimmten Punkte P, aus 
gemessenen Bogenlinge o der Kurve x gegeben, so ist die Gleichung 


rE = sad = {(c) die ,,natiirliche Gleichung* der abgewickelten Kurve ~,. 
22b. Ist insbesondere die Kurve x eine Kurve konstanter geodiitischer 

Kriimmung (wie z. B. die gewéhnliche Schraubenlinie auf einer gemeinen 

Schraubenfliche), so ist die abgewickelte Kurve x, ein Kreisbogen. 

22c. Umgekehrt kinnen wir nun wieder einen ebenen Fliichenstreifen 
benutzen, um durch eine entsprechende Aufwicklung auf ein Modell der 
Fliche die Kurve x, insbesondere also bei Benutzung eines kreisférmigen 
Flichenstreifens eine Kurve konstanter geodétischer Kriimmung, experimenteil 
cu erzeugen. 

Es sei z. B. empfohlen, einen geradlinigen schmalen Flachenstreifen 
einmal auf einem Ellipsoid aufzuwickeln, um sogleich eine anschauliche 
Vorstellung von dem eigenartigen Verlauf der geodiitischen Linien zu 
gewinnen. 

Alle diese Betrachtungen geben uns interessante Beispiele fiir eine 
experimentelle Geometrie. 

14) Vgl. deswegen G. Scheffers, Einfiihrung in die Theorie der Flachen, 2 Aufl., 
Leipzig 1913, S. 509 und 548, sowie C.F. GauB, Allgemeine Flachentheorie (Dis- 
quisitiones generales circa superficies curvas, 1827), Ostwald’s Klassiker Nr. 5, 
Leipzig 1889, 8.25, £9 und 30; Ges. Werke IV, Géttingen 1873, S. 220—258, 
insbesondere S. 237, 238, 241. 





(Eingegangen am 5. 8. 1935.) 












Zwei Bemerkungen iiber Komplexe. 


Von 


K. Wagner in Kéln. 


Kuratowski hat in einer Arbeit') u. a. den Satz bewiesen, daB jeder 
Komplex*) K, der sich nicht in die Ebene einbetten lat, einen Teil- 
komplex enthalt, der einer der beiden Figuren la und 1b oder einer 
Unterteilung*) derselben homéomorph ist. 


Fig. la. Fig. 1b. 


Bezeichnet man die Komplexe, die der Fig. la und deren Unter- 
teilungen bzw. der Fig. 1b und deren Unterteilungen homéomorph sind, 
mit K, und K,, so ist leicht zu zeigen, daB anderseits jedes K, das 
sich in die Ebene einbetten la8t, keinen Teilkomplex K, oder K, enthilt. 

Uns interessiert die Frage, welche Bedeutung einzeln die K, bzw. A, 
fiir die ebenen und nichtebenen Komplexe haben. Die beiden folgenden 
Bemerkungen A und B zeigen, daB die K, mit den Dreieckkomplexen (1) 


1 











—) 


Fig. 2a. Fig. 2b. 


und die K, mit den Viereckkomplexen (2) in einem Zusammenhang stehen. 
Ein Dreieckschema ist ein spezieller ebener Streckenkomplex, bei dem 











1) Sur le probléme des courbes gauches en topologie. Fund. Math. 15. 

*) Ein Komplex K ist ein System endlich vieler Punkte (— Ecken von K) 
und Jordanbégen (— Kanten von K) im Raum. Jede Kante verbindet zwei ver- 
schiedene Ecken (= Endpunkte der Kante), je zwei Ecken sind durch héchstens 
eine Kante verbunden und je zwei Kanten sind bis auf gemeinsame Endpunkte 
punktfremd. 

5) Ein Komplex entsteht durch Unterteilung eines gegebenen Komplexes, in- 
dem man einfach auf den Kanten des letzteren neue Ecken einfibrt. 


L 
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jedes der Gebiete, in die er die Ebene zerlegt, von einem Dreieck be- 
randet wird. Jeder Komplex, der einem Dreieckschema homéomorph ist, 
werde als ein Dreieckkomplex K, bezeichnet. Analog wird bei einem 
Viereckschema jedes der Gebiete, in die es die Ebene zerlegt, von einem 
Viereck berandet. Jeder Komplex, der einem Viereckschema homéomorph 
ist, werde als Viereckkomplex K, bezeichnet. 

Den folgenden Satz setzen wir als bekannt voraus: 

I. Jeder Komplex ist einem Streckenkomplex, insbesondere ist jeder 
ebene Komplex einem ebenen Streckenkomplex homéomorph. 


Hieraus ergibt sich leicht das folgende: In der Ebene seien endlich 
viele Punkte (= Ecken) gegeben. Man zeichne in der Ebene einen be- 
liebigen Komplex K mit diesen Ecken, so daB jeder Jordanbogen in der 
Ebene, der zwei beliebige der Ecken verbindet‘), auBer seinen beiden 
Endpunkten noch Punkte mit K gemeinsam hat. Dann ist K ein K,. 
E, und £, seien zwei endliche, punktfremde Punktmengen in der Ebene. 
Man zeichne einen beliebigen Komplex K in der Ebene mit den Ecken 
E,+,. Jede Kante von K verbinde eine Ecke der EZ, mit einer der E,, 
und jeder Jordanbogen in der Ebene, der eine Ecke der E, mit einer 
der BE, verbindet*), habe auBer seinen Endpunkten noch Punkte mit K 
gemeinsam. Dann ist K ein K,. Umgekehrt lassen sich die Ecken eines 
jeden K, eindeutig in zwei Mengen E, und B£, teilen, so daB jede Kante 
von K, eine Ecke der Z, mit einer der E, verbindet. 

Man sieht also, daB die K, und K, in bestimmtem Sinne fiir die 
Ebene vollstindig sind®). Es soll im folgenden gezeigt werden: 

A. Fiigt man in einem Dreieckkomplexr K, eine weitere Kante hinzu, 
die zwei beliebige, nicht an derselben Kante von K, liegende Ecken ver- 
bindet, so enthélt dieser neue Komplex einen K, als Teilkomplez. 

B. Verbindet man in einem K, eine beliebige der Ecken E, mit einer 
beliebigen der Ecken E,, die nicht durch eine Kante von K, bereits ver- 
bunden sind, durch eine weitere Kante, so enthdlt der neue Komplex einen 
K, als Teilkomplez. 





4) Sofern eine Kante von K diese beiden Ecken nicht bereits verbindet. 

5) Es folgt weiter leicht, daB jedes ebene K keinen K, oder K, als Teilkomplex 
enthalt. Wie man sieht, besteht die Fig. la aus fiinf Ecken, die zu je zwei durch 
Kanten verbunden sind, und die Fig. 1b aus zwei Tripeln von Ecken, so daB jede 
Ecke des ersten Tripels mit jeder Ecke des zweiten durch eine Kante verbunden 
ist. A. Errera hat in einer Arbeit: ,,Un théoréme sur les liaisons“, C. R. 177, gezeigt, 
daB jedes ebene K keinen K, als Teilkomplex enthalt. Der Beweis wird sehr ein- 
fach, wenn man K, durch Aneinanderlegung seiner Vierecke aufbaut und mittels 
der Vierecke, die mit 1, 2 bzw. 3 Kanten anliegen, Anzahlformeln ableitet. 
(Analog K;). 
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Beweis von A. Die dem K, hinzugefiigte Kante sei k. Sie ver- 
binde die Ecken e, und e, von K;. Die Gesamtheit der Dreiecke *) 
von K,, die an einer Ecke e von A, liegen, wollen wir einen Stern um e 
nennen. S, sei der Stern um e,. Wir nehmen 
einmal an, daS die folgende Behauptung be- 
wiesen sei: 

Il. Es gibt in K,—S, drei Polygonziige 
P,, P, und P,, die bis auf den gemeinsamen 
Anfangspunkt e, punktfremd sind und in drei 
Ecken von S, enden und sonst mit S, punkt- 
fremd sind. 

S, sei der Stern S,, vermindert um die an e, liegenden Kanten, die 
mit P,, P, oder P, keinen Endpunkt gemeinsam haben. Dann folgt: 

Si+ P,+P,+P,;+k= K,. 

Wir miissen uns also noch von II iiberzeugen. Wir betrachten simt- 
liche Dreiecke von K, bis auf die von S,. Zunichst sieht man leicht, 
daB man aus diesen Dreiecken die folgende Teilfigur von K, aufbauen 











th A 
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1. Fall 
Fat \ 
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\ 
'\ A 
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2. Fall. Fig. 4. 3. Fall. 


kann. Man beginne mit dem Stern S, um e, und lege Halbsterne’) H,, 
aneinander, von denen ein jeder mit der bereits aufgebauten Figur seinen 
Schnitt’) und sonst keinen Punkt gemeinsam hat. Das Verfahren hat 
ein Ende, sobald simtliche Ecken des Polygons, das die Gesamtheit der 
Dreiecke des S, und der H,, berandet, zu S, gehéren. Wir konstruieren 


6) Wir kénnen annehmen, daB K, ein Dreieckschema [vgl. Fig. 2a] ist. 
Jedes Dreieck, das aus drei Kanten von K, besteht und in dessen Innerem oder 
AuBerem — offenbar spielt dieses Dreieck keine ausgezeichnete Rolle, wenn man K, 
als Polyeder auf der Kugel deutet — keine Ecke von K, liegt, nennen wir ein 
Dreieck von K3. 

7) Ein Stern um e zerfallt in zwei Halbsterne, wenn wir ihn langs zwei Kanten, 
die an e liegen, (— Schnitt der Halbsterne) durchschneiden. 
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nun die Polygonziige P,, P, und P,. Wir bezeichnen die an e, liegenden 
Kanten von S, mit P,, P, und P,, wie die Fig. 4 zeigt’), legen die H,, 
an und indern dabei die Gesamtheit der P,, P, und P, wie folgt ab: 

Im 1. Falle fiigen wir die Polygonziige P,+k,, P,+k,, .. 
(k,, k,, ... = Kanten von H,, die mit P, einen Endpunkt gemeinsam haben 
und nicht zum Schnitt des H, gehéren) zu der Menge der iibrigen P, 
hinzu. Im 2. Fall bleibt die Menge der P,, P, und P, dieselbe. Endlich 
im letzten Fall streichen wir das P, (bzw. P,), welches auf H, endet, 
und fiigen P, +-k, zu der Menge der P, hinzu. Mit diesen drei Fallen 
ist IT und somit A bewiesen. 

Beweis von B. Die dem K, hinzugefiigte Kante k verbinde die 
Ecken e, aus EZ, und e, aus #,. S, und S, seien die Sterne’) um e, 
und e,**). Wir wollen zwei Vierecke von K, einen 
Zwickel Z nennen, wenn sie zwei Ecken (= Spitzen von Z), 
beide entweder aus FH, oder aus Z,, und nur diese Ecken 
gemeinsam haben. Wir miissen zwei Fille unterscheiden. 

1. Fall: Es gibt in K, kein Z. 


Fiir diesen Fall nehmen wir einmal die folgende Behauptung als be- 
wiesen an: 





III. In K,—S, gibt es zwei bis auf den gemeinsamen Anfangs- 
punkt e, punktfremde Polygonziige P, und P,, die in zwei Ecken der E, 
auf S, enden und sonst mit S, punktfremd sind. 


) aps 


Fig. 6. Fig. 7. 


S,, vermindert um die an e, liegenden Kanten, ist ein Polygon. 
S; sei die Teilfigur von S,, die aus diesem Polygon und aus zwei an e, 

’) Bei einem Umlauf um e, liegen gleich bezeichnete Kanten hintereinander. 

®) Wir kénnen annehmen, daB K, ein Viereckschema ist [vgl. Fig. 2b]. 
Die Gesamtheit der Vierecke von K, mit der gemeinsamen Ecke e nennen wir 
einen Stern um e. Die Bezeichnung ist der bei K, analog [s. FuBnote *)}. 

10) Wie man leicht sieht, kann man annehmen, daB es kein Viereck aus vier 
Kanten von K, gibt, das sowohl im Inneren wie im AuBeren Ecken von K,, aber 
nicht im Inneren und AuBeren je eine der e, und e, enthalt. 
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liegenden Kanten besteht, deren Endpunkte auf dem Polygon die End- 
punkte von P, und P, trennen (s. Fig. 6). Dann folgt: 
Si + P,+ P,+k= Ky"). 

Es mu8 also fiir den 1. Fall noch III bewiesen werden. Wie man 
leicht sieht, kann man aus dem Stern S, und den Vierecken von K,, 
vermindert um die von S,+ 8,, durch Aneinanderlegung eine Teilfigur 
von K, aufbauen, so daB alle Ecken des Polygons, das S, und die Ge- 
samtheit der aneinandergelegten Vierecke berandet, zu S, gehéren. Aus 
Figur 7 folgt dann leicht, daB es in K, — S, zwei bis auf den gemeinsamen 
Anfangspunkt e, punktfremde Polygonziige P; und P, gibt, die auf S, enden 
und sonst mit S, punktfremd sind. Falls P, (desgl. P;) in einer Ecke e 





Fig. 8. Fig. 9. 


der E, auf S, endet, so betrachte man den Stern S um e. Wie man 
bei Beriicksichtigung der FuBnote ") und der Voraussetzung (1. Fall) 
sieht, la8t sich aus P, und den Kanten von S, die weder an e liegen 
noch zu S, gehéren, das gesuchte P, (desgl. P,) konstruieren. 

2. Fall: Es gibt in K, einen Zwickel Z. 

Wie man sich leicht iiberzeugt’’), kénnen wir annehmen, daB e, 
und e, und Z wie in der Figur 9 zueinander liegen™*). wv sei das innere 
Viereck von Z. Die Menge der Ecken und Kanten von K, im Inneren 
von v wollen wir mit Kj bezeichnen. Wir wollen weiter annehmen, daB 
Z in Z+- K, der einzige Zwicke! ist, dessen Spitzen zu E, gehéren und 
dessen Kj, e, enthilt, d. h. mit anderen Worten da8 Z der Kleinste Zwickel 
mit diesen Eigenschaften ist. Mit Hilfe der Schliisse des 1. Falles 
bietet es keine Schwierigkeit, in K, — (K',+ v) zwei bis auf den gemein- 
samen Anfangspunkt e, punktfremde Polygonziige P; und P,, die in den 





1) Man sieht, da® das eine Tripel der Ecken von K, [s. FuBnote ‘)] zu £,, 
das andere zu E, gehdrt (dasselbe gilt im 2. Fall). Durch Vergleich mit A bemerkt 
man ibrigens, daB K,-+k ebenfalls einen K, enthalt, falls an e, oder e, min- 
destens vier Kanten von K, liegen. 

12) Falls e, und e, in der Figur 9 miteinander vertauscht sind, spiegele man 
die Ebene z. B. an dem inneren Viereck von Z. 
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beiden Spitzen von Z enden, und in K, zwei bis auf den gemeinsamen 
Anfangspunkt e, punktfremde Polygonziige P, und P, zu konstruieren, 
die auf in den beiden Ecken der FH, enden. Letzteres gelingt, da Z 
das kleinste ist. Es folgt: 

vo+k+ Pi+P,+ P,+ P, = K,"). 
Mit den beiden Fallen ist B bewiesen. 





Fig. 10. 


Wir schlieBen mit einem Beispiel eines K,, das deshalb interessant 
ist, weil es die FuBnote ‘°), jedoch III weder fiir K,—S, noch analog 
fir K, —S, erfiillt. 


(Eingegangen am 15. 8. 1935.) 
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Bemerkung zur Statik der Kreisplatte. 
Von 


Harry Schmidt in Kéthen und Leipzig. 


In einer kiirzlich in dieser Zeitschrift erschienenen Mitteilung hat 
Herr Erich Reissner') erstmalig die Verbiegung einer Kreisplatte mit ge- 
stiitztem Rand unter dem Einflu8 einer exzentrisch angreifenden Einzel- 
last in geschlossener Form dargestellt. Dieses Resultat la8t sich, wie ich 





hier zeigen méchte, auch aus friiheren, auf die eingespannte Platte be- 
ziiglichen Ergebnissen von mir’) gewinnen und zugleich auf eine Klasse 
allgemeinerer Belastungsfalle ausdehnen. 

Legen wir unter Voraussetzung einer lings ihres Randes r = a ein- 
gespannten Kreisplatte das aus der beigefiigten Figur ersichtliche Last- 
feld zugrunde, so ergibt sich, wie l.c. mit Benutzung komplexer Kurven- 
integrale bewiesen wurde, fiir den zugehérigen, den Bedingungen 


Ow 


(1, 1) [w(r, aa =0, [S|]  =0 


1) Erich Reissner, Math. Annalen 111 (1935), 8. 777. 
2) Harry Schmidt, Ing.-Archiv 1 (1930), S. 147. 





+ 


ee oe 











H. Schmidt, Zur Statik der Kreisplatte. 323 


geniigenden Durchbiegungsverlauf w = w(r, g) der geschlossene Ausdruck 
| vn Wolr, 9) fir OS eo <a, 














(1,11) w(r, Y) —_ .: \W,(r, ?) + W, (r, ¢)} fiir 0; = o Ss Qo» 
| re. {W,(r, 9) + W,(r, ~)| fiir 09 — e Ss Qo 
mit 
2 __ 2 3 — f2) + g2. o2 
Wo (1, 9) = — SHB ee (ot — 08) 
5 (a? — r2) - (b2r? — at) 
— + gq (et — of) + gear (em aya ay (et — @2) 
’ ? 
— $1.29? + of)-Ing, + &- (20? + o2)-Ing, 
+ qq: (20? (of — of) + (et — of)} n= ore 
sowie mit 
1 2 5 of 2 0? 0? + of 0 
(1,18) Wr, 9) = get + fe — Ge ne 
und 
1 5 
| Walr, at ee — 3) 
(1, 14) 
_ 2 07 0° + of +e et os), 2 
| 16 In a+ In 


02’ 
wobei zur Abkiirzung 





0 = o(r, y) = Vr + B — 2br- cos Q; 





(1, 15) 
0 = (y) = Va? + 6 — 2ab- cos p 

gesetzt ist, und wobei p, den Betrag der gleichférmigen Ringbelastung 

pro Flacheneinheit und N die Biegungssteifigkeit der Platte bedeuten. 

Hieraus lassen sich natiirlich als Spezialfille die entsprechenden Ausdriicke 

fiir eine exzentrische Kreislinienlast, fiir eine exzentrische Kreisflichenlast 

und fiir eine exzentrische Einzellast sofort ableiten. 

Um jetzt zu zeigen, wie man die Lésung des analogen Problems fiir 
andere Randbedingungen erhalten kann, wihlen wir als Beispiel die 
gelenkig gestiitzte Kreisplatte, fiir die statt (1, 1) 

, [w*(r, pa = 0, 
(1, ? w* Ou* 1 wt; 

atl Sta Sel, =9 
zu verlangen ist, falls w* = w*(r, y) die gesuchte Durchbiegung und » die 
Poissonsche Querkontraktionszahl bezeichnen. Unter Beibehaltung von 
(1,11) setzen wir mit uw = u(r, y) als Potentialfunktion 


(1, 21) w* (r, p) = w(r, p) + (a —1*)- u(r, 9) 
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an, wodurch sich (1,2) auf 








(1,22) [4r-* 42-1 +9)-uG, @] = ko) 
mit 
0? w 1 @ 
(1, 23) kp) =[Fa+” wagh-. 
reduziert. Demnach gilt unter Benutzung des Poissonschen Integrals 
(1, 24) 47-2 42.(1 4 »)-u(r, 9) =J(r) 
mit 
22 

‘ _ @—sr k(#d) 

(1, 25) I(r) = 2x lage 


woraus durch Anwendung der Methode der Variation der Konstanten 
+ | Te") Vea" 


0 


(1, 26) u(r, 9) = Soe 


folgt. 


3) Harry Schmidt, Zeitschr. f. ang. Math. u. Mech. 11 (1931), S. 426. 


(Eingegangen am 3. 11. 1935.) 


Im Anschlu6 hieran sei hervorgehoben, daB W. Liiddecke in seiner 
von mir angeregten, unmittelbar vor dem Abschlu8 stehenden Hallenser 
Dissertation den Nachweis erbracht hat, da8 sich die Durchbiegung einer 
Kreisplatte auch bei gleichférmiger Belastung einer exzentrischen Sektor- 
fldiche durch elementare Funktionen zur Darstellung bringen la8t. Damit 
ist alsdann unter Hinweis auf eine einfache, bereits friiher von mir mit- 
geteilte*) Uberlegung gezeigt, daB gleiches fiir den Fall einer beliebigen, 
von geraden Linien und Teilen des Plattenrands begrenzten Lastjliche gilt. 
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Einleitung. 


Dirichlets Beweis und auch die anschauliche Darstellung, die er 
in Minkowskis ,,Diophantischen Approximationen')“ gefunden hat, sichern 
in den kubischen Kérpern mit negativer Diskriminante (unter deren 
Konjugierten also zwei imaginir und einer reell ist) lediglich die Ezxistenz 
einer Grundeinheit. Man hat oft versucht, einen Algorithmus zu finden, 
der die Grundeinheit fiir diese Kérper in ahnlich bequemer Weise liefert, 
wie dies der Kettenbruchalgorithmus fiir reelle quadratische Kérper tut. 
Besonders bekannt ist der Algorithmus Jacobis*) geworden; an vielen 
Beispielen aus kubischen Kérpern mit negativer Diskriminante hat man 
festgestellt, da8 er periodisch wird; daB er in diesen Kérpern stets 
periodisch wird, und somit stets eine Einheit liefert, ist bisher nicht 
bewiesen worden. 

Minkowski hat den Jacobischen Algorithmus verlassen und ein anderes 
Verfahren aufgestellt, das sich weniger eng an das Kettenbruchverfahren 
anlehnt, dessen Periodizitaét er aber in allen kubischen Kérpern mit nega- 
tiver Diskriminante zu beweisen vermochte. Man kann das Minkowskische 
Verfahren sehr gut schildern, wenn man sich der geometrischen Anschauung 
bedient. 

Zunachst sei fiir die reellen quadratischen Kérper dargelegt, wie sich 
Minkowskis Darstellung des Dirichletschen Existenzbeweises zum Ketten- 

bruchalgorithmus verhalt. 

Sei (1, #) = (1, — D+i®) 

4, eine Basis fiir die ganzen 
G; Zahlen des reellen quadra- 
tischen Kérpers mit der 
7 Diskriminante D. Der Zahl 
aryP4 a-+y@ sei der Punkt mit 
/» den Koordinaten (x,y) zu- 

/= geordnet. Die Einheiten 

/% sind durch die Gitterpunkte 

Fig. 1. wiedergegeben, fiir die 

(z+ y%) (x+y) = +1 

ist, d. bh. durch die Punkte zweier Hyperbeln mit den Asymptoten 
z+y0=0 und s+yH = 0, soweit sie Gitterpunkte sind. Min- 
kowski geht von einem Parallelogramm aus, das nach den Asymp- 
toten orientiert ist, mit dem Nullpunkt als Mittelpunkt und mit 








1) H. Minkowski, Diophantische Approximationen, (1907), 8S. 136—142. 
2) C.G.J. Jacobi, Gesammelte Werke, Bd. VI, S. 385. 
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dem Inhalt 4; die Eckpunkte dieses Parallelogramms liegen auf den 
Hyperbeln (x + y 0) (x + yO’) = + VD. Der allgemeine Hilfssatz iiber 
konvexe Bereiche, der in Minkowskis Darstellung den Linearformensatz 
von Dirichlet ersetzt, besagt, daB in einem Parallelogramm vom Inhalt 4 
mit 0 als Mittelpunkt mindestens ein von 0 verschiedener Gitterpunkt G, 
gelegen ist. Er betrachtet dann das Parallelogramm vom Inhalt 4, das 
wieder nach den Asymptoten orientiert ist, und dessen zur Asymptote 
z+y@0=0 parallele Seite durch G, geht. Es enthilt auBer © und G, 
wieder mindestens einen Gitterpunkt G,, der entweder im Innern des 
Parallelogramms oder auf einer der beiden zu z+ y#’ = 0 parallelen 
Seiten (mit Ausschlu8 der Eckpunkte) gelegen ist. In derselben Weise 
fahrt man fort. Alle so entstehenden Punkte G,,@,,... liegen zwischen 
den Hyperbeln (x + y@) (2 + y#) = + VD und ihren Asymptoten; die 
zugehorigen Zahlen y, = z,-+ y;% haben also eine Norm, deren Betrag 
kleiner als YD, also beschrankt ist. Aus der Existenz unendlich vieler 
ganzer Zahlen des Kérpers mit beschrinkter Norm wird dann leicht die 
Existenz unendlich vieler Einheiten gefolgert. Die Abstainde der Punkte G, 
von der Asymptote z+ y#@ = 0, die den Betragen g; = |y,| proportional 
sind, haben den Limes 0. 

An diesen ProzeB haben wir hier erinnert, um angeben zu kénnen, 
welcher Modifikation er bedarf, um in den Kettenbruchalgorithmus iiber- 
zugehen. Man kann offenbar ohne Beschrinkung der Allgemeinheit 
annehmen, da8 simtliche Punkte G; in dem durch die Ungleichung 
z+ y# => 0 gekennzeichneten Teil der Ebene gelegen sind. Bei dem 
eben geschilderten Verfahren ist es dann denkbar, da8 innerhalb des i-ten 
Parallelogramms nicht nur ein solcher Gitterpunkt G;,, gelegen ist, sondern 
mehrere. Fiir den Existenzschlu8 war es gleichgiiltig, welchen unter 
ihnen man auswahlite. Wahit man stets denjenigen aus, der von der 
Asymptote z+ y#’ = 0 den kleinsten Abstand hat (wie leicht zu sehen, 
ist er eindeutig bestimmt), so erhalt man gerade diejenigen Gitterpunkte, 
deren Koordinaten Nenner und Zahler der Niherungsbriiche des Ketten- 
bruchs von — # sind, wenigstens von einem gewissen Index ab. 

Minkowskis Gedanke*) beruht darauf, daB er die eben geschilderte 
Kigenschaft der Kettenbruchnaherungen auf den kubischen Kérper iiber- 
triigt. Bei kubischen Kérpern mit negativer Diskriminante treten an Stelle 
der beiden Asymptoten eine Asymptotengerade und eine Asymptotenebene 
durch 0, welche die Asymptotengerade nicht enthilt. An Stelle der 
Parallelogramme treten elliptische Zylinder, die die Asymptotengerade zur 
Achse haben und von zwei zur Asymptotenebene parallelen Ebenen begrenzt 


8) H. Minkowski, Uber periodische Approximationen algebraischer Zahlen, 
Werke Bd. I, 8. 357—371. 
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werden. Minkowski beginnt mit irgend einem Zylinder vom Inhalt 8, 
wahlt darin denjenigen Gitterpunkt G, aus, der der Asymptotenebene 
méglichst nahe liegt, dann den Zylinder vom Inhalt 8, auf dessen Mantel 
G, gelegen ist, darin G,, und fahrt so fort. Indem wir hier und fortan 
unter den drei konjugierten kubischen Kérpern stets einen der beiden 
komplexen auszeichnen, seien y,,y,,... diejenigen ganzen Zahlen dieses 
komplexen kubischen Kérpers, die zu den Gitterpunkten G,, G,, . 

gehéren. Sei ferner g, = |y,|* = 7,7; (¢ = 1,2,...). Dann ist g, pro- 
portional dem Flacheninhalt der Ellipsen, die die Parallelebenen zu der 
Asymptotenebene aus dem Zylinder der oben beschriebenen Schar, dessen 
Mantel durch G, geht, ausschneiden. Diese Flicheninhalte iibernehmen 
hier also die Rolle, die im Falle des quadratischen Kérpers die Abstinde 
der G, von der Asymptote hatten. Die Existenz einer Einheit folgt hier 
wiederum aus der Tatsache, daB die y, unendlich viele ganze Zahlen des 
Kérpers von beschrinkter Norm sind, und zwar ergibt sich dies auch 
hier, ohne da8 man dabei noch von der Normierung Gebrauch macht, 
durch die wir in jedem Zylinder einen bestimmten Gitterpunkt fixiert 
haben. Indem Minkowski jetzt aber von dieser Normierung Gebrauch 
macht, vermag er zu zeigen, daB die zu den normierten Gitterpunkten G;, 
gehorigen Zahlen y, und g, eine Periodizitét aufweisen in dem Sinne, 


daB un und ‘st + periodische Folgen sind: Es gibt eine natiirliche 
4 i 


Zahl p derart, daB “at = ‘t#+*" fiir alle i von einem bestimmten ab. 
i 4it+p 

V5 vi ‘ . . . . . eye 

‘tv — **1*? ist dann stets eine Einheit 7. Wir sagen, y, sei periodisch 





74 Vi-a 
mu i. 

Die Verschiedenheit dieses Verfahrens vom Jacobischen Algorithmus 
ist allein schon daraus ersichtlich, da8 die hier betrachtete Folge von 
Gitterpunkten G, sich der Asymptotengeraden immer mehr annihert, 
wahrend die beim Jacobischen Algcrithmus auftretenden Folgen sich der 
Asymptotenebene nahern. Bei niaherer Betrachtung erweist sich der 
Unierschied als noch viel tiefer. 

Minkowskis Zielsetzung war, wie schon der Titel seiner Arbeit zeigt, 
diese Periodizitiét, sowie der Nachweis, daB ein analoges Verfahren in 
héheren Ké6rpern in der Regel nicht periodisch wird. Im Gegensatz 
hierzu stellt die vorliegende Arbeit die Berechnung der Grundeinheit in 
den Mittelpunkt. Es ist eine der wichtigsten Eigenschaften des Ketten- 
bruchalgorithmus, daB er fiir den reellen quadratischen Kérper als erste 
Einheit stets eine Grundeinheit liefert; Minkowski hat gar nicht erwahnt, 
daB ahnliches auch fiir sein Verfahren im kubischen Kérper gilt, da8 
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Vir p 





nimlich die GréBen bei minimalem p stets die Grundeinheit geben, 


sofern die GréBen 1, 0, #, die Minkowski als Ausgangspunkt seines 
Verfahrens wahlt, eine Basis des Kérpers darstellen. 

Die vorliegende Arbeit legt statt solcher spezieller Tripel 1. 3, 9°, 
irgend drei linear unabhiangige Zahlen «,,a,,«, des Kérpers zugrunde; 
und ebenso geht sie beim quadratischen Kérper anstatt von der oben 
gewihlten Basis von irgend zwei linear unabhangigen Zahlen «,,«, des 
Kérpers aus, d.h. sie betrachtet einen beliebigen zweigliedrigen Modul 
des Kérpers. Bereits fiir den reellen quadratischen Kérper scheint die 
Frage nirgends erértert zu sein, welche Einheit der Kettenbruchalgorithmus 


. . . z . . 
liefert, wenn man nicht #, sondern den Quotienten = irgend zweier 
3 


ganzen Zahlen des Kérpers in einen Kettenbruch entwickelt. In der 
vorliegenden Arbeit wird u. a. gezeigt, daB der Kettenbruch stets eine 
Grundeinheit liefert, wenn der Modul ein Ideal ist*) und allgemeiner, daB 
er bei einem beliebigen Modul eine Grundeinheit der zu dem Modul 
gehérigen Ordnung liefert (Kap. 2, Hauptsatz 3). Es wird ferner gezeigt, 
daB das Minkowskische Verfahren auch im kubischen Kérper, angewendet 
auf einen beliebigen dreigliedrigen Modul, stets eine Grundeinheit seiaer 
Ordnung liefert (Kap. 2, Hauptsatz 5). Diese Tatsachen werden aus 
einem sehr viel allgemeineren Satze gefolgert, den wir Aquivalenzsatz 
nennen (Kap.1, Hauptsatz 1), und der zur Folge hat, daB verschiedene 
Basen desselben Moduls (also aquivalente Tripel) von einem gewissen 
Index i ab die gleichen Folgen g; und bis auf gewisse Vorzeichen auch 
die gleichen y; liefern. 

Vergegenwartigen wir uns, wie die numerische Durchfiihrung des 
Minkowskischen Verfahrens im LEinzelfall aussieht: der erste Schritt 
erfordert die Bestimmung eines Gitterpunktes G,, der in dem Ausgangs- 
zylinder gelegen ist, also einer ganzen Zahl des Kérpers, die gewissen 
Ungleichungen geniigt; eine Vorschrift zur Auswahl dieser Zahl ist nicht 
gegeben. Man hat unter einer endlichen Anzahl von Méglichkeiten aus- 
zuwahlen. Der zweite Schritt des Verfahrens wiederholt dieses Ausprobieren, 
nur daB die Auswahl der zugelassenen Gitterpunkte gréBer wird; und sie 
wichst bei jedem folgenden Schritt. Der Kettenbruchalgorithmus ist 
numerisch unvergleichlich einfacher. Er ist es nicht nur durch den 
geringeren Grad der Rechenmiihe, sondern man kann angeben, wodurch 
er sich prinzipiell von dem Minkowskischen Verfahren unterscheidet. Er 
gibt eine automatisch zu handhabende Rechenvorschrift, die aus dem 
Ausgangspaar (a,, %,) ein zweites («(?), a?) herstellt, aus diesem, ohne 








*) Herr Toeplitz hatte mir diese Bemerkung als empirische Tatsache mitgetcilt. 
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da8 man auf den Anfang zuriickzugehen braucht, analog ein drittes Paar 
(a, a) u.s.f. 

Die vorliegende Arbeit hat sich nun das Ziel gesetzt, fiir den kubischen 
K6érper mit negativer Diskriminante ebenfalls einen Algorithmus zu finden, 
d. h. eine Rechenvorschrift, die aus dem ersten Tripel (a,,«,, a) ein 
zweites Tripel (a, a, «?)) und aus jedem Tripel das folgende zu berechnen 
gestattet. Es zeigte sich, daB dies zwar nicht méglich ist, selbst nicht 
die Berechnung des n-ten Tripels aus dem (n — 1)-ten und dem (n — 2)-ten‘); 
dagegen kann man das n-te Tripel aus dem (n — 1)-ten, (mn — 2)-ten, ..., 
(nm — k(n))-ten Tripel nach einem festen Algorithmus herleiten, wo k(n) 
eine Funktion von n und dem Ausgangstripel («,, «,, a) ist, die unterhalb 
einer von » und dem Ausgangstripel unabhangigen Schranke liegt. Die 
minimale Schranke habe ich noch nicht ermittelt. 

Abgesehen von diesem prinzipiellen Unterschied unseres Algorithmus 
gegeniiber dem Verfahren von Minkowski‘), ist die von uns gegebene 
Rechenvorschrift numerisch auBerordentlich viel kiirzer und iiberhaupt.: in 
vielen Beispielen bequem und ausfiihrbar, wo das Minkowskische Verfahren 
gar nicht mehr bewiltigt werden kann. 

Dieser Algorithmus, der in Kap. 5 genau und zwar rein arithmetisch 
entwickelt wird, soll hier unter Heranziehung der geometrischen Anschauung 
ungefahr skizziert werden. Der Kettenbruchalgorithmus beruht auf 
sukzessive durchgefiihrten Divisionen. Die erste Division, namlich die 
von a, durch a, (0 < a, <a), bestimmt eine ganze Zahl q so, daB 

0<a,—qa,< 4, 
wird. Man kann diesen Schritt, dessen unmittelbare Ubertragung auf 
den kubischen Fall zum Jacobischen Algorithmus gefiihrt hat, auch in 
etwas anderer Weise auffassen, und zwar in einer solchen, daB die Uber- 
tragung auf den kubischen Fall den angekiindigten Algorithmus liefert. 
Man kann namlich sagen, daB die Division eine Lésung der Ungleichungen 
0<|—a,2,+4,2%,)< 4, 2 >0 

in ganzen Zahlen z,, x, liefert. Diese Ungleichungen haben unendlich 
viele Lésungen, reprasentiert durch die Gitterpunkte der oberen Halbebene, 
die zwischen die beiden Geraden 


| —_— 
— 4%, 1T%%=—= +e, 





5) Auf diese Frage komme ich in einer demnachst erscheinenden Arbeit noch 
zuriick. 

*) Am Ende der genannten Abhandlung bemerkt Minkowski, daB er sein 
Verfahren in einen sukzessiven Algorithmus verwandeln kénne, ist aber darauf in 
keiner seiner spiteren Abhandlungen zuriickgekommen. Die vorliegende Arbeit ist 
nach langen vergeblichen Versuchen, diese Andeutung auszufiihren, einen ganzlich 
anderen Weg gegangen. 


ee 


ee 





Grundeinheit der kubischen Kérper mit negativer Diskriminante. 331 


fallen, d.h. die Geraden g,,g, der nebenstehenden Figur. Der Satz von 
der Division besagt genauer, da8 es unter diesen Lésungen zwei gibt, bei 
denen x, = 1 ausfallt, (g,1) und (¢ + 1,1), oder, geometrisch ausgedriickt, 
daB einer der genannten Gitterpunkte bereits auf der ersten Parallelen 
zur z,-Axe nach oben zu gelegen ist. 

Es ist dies auch geometrisch unmittelbar z, 
evident: auf dieser Geraden z, = 1 (f 
schneiden g,, 9, eine Strecke von der f } 
Lange 2 aus, die, an welche Stelle der Af y (Ny 
Geraden sie auch hintreffen mag, zwei 

Gitterpunkte enthalten muB. Ebenso “ { ) 
enthalt jede weitere Horizontale zwei der % ™ 
Gitterpunkte. Es ist fiir die Ubertragung & 

auf den kubischen Fall wichtig, den Fig. 2. 

Gitterpunkt (q,1) durch eine Eigenschaft 

zu charakterisieren, die ihn vor allen anderen des schraffierten Gebiets aus- 
zeichnet: man sage, der Punkt (a,, a,) ist ,,kleiner“ als der Punkt (0,, 5,), 
wenn 4, = },,a,—5,, ohne daB die Punkte zusammenfallen; dann 
sind zwar nicht je zwei beliebige Punkte in diesem Sinne vergleichbar, 
aber der Punkt (q,1) ist dadurch charakterisiert, daB alle anderen Gitter- 
punkte des schraffierten Bereichs gréBer sind als er. Die Transformation 
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a ae ais ied 
| = 2%, + 2%, = q% + a 


a _ 
af = a = Gy 


ist dann unimodular und fiihrt das Ausgangspaar «,,«, in ein neues Paar 
a), x von Zahlen des Kérpers iiber, fiir die wiederum 0 < a? < a 
gilt. So wird das zweite Paar gewonnen, auf das dann der Divisions- 
prozeB von neuem angewandt wird. 

In dieser Formulierung kann der genannte ProzeB sinngemaé8 auf 
den komplexen kubischen Kérper iibertragen werden: man suche solche 
Tripel ganzer rationaler Zahlen z,, z,,2,, fiir die 


(1) 0 < |a,2,+4,2,+4,2;| << |a,|, 2, >0 


ausfallt. An dieser Stelle setzen nun die Erschwerungen gegeniiber dem 
quadratischen Fall ein. Im quadratischen Fall lag bereits auf der ersten 
Parallele zur z,-Achse innerhalb des schraffierten Bereichs (Fig. 2) ein Gitter- 
punkt, derjenige, den das Kettenbruchverfahren bei seinem ersten Schritt 
lieferte. Hier kann es, wie man sich an ganz einfachen Beispielen iiber- 
zeugt, vorkommen, da8 der dem Parallelstreifen entsprechende elliptische 
Halbzylinder in der Ebene z, = +1 keinen Gitterpunkt enthilt. Und 
zwar sieht man, daB bei hinreichender Schlankheit des elliptischen 
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Querschnitts auch noch die Ebenen z, = 2, 3 usw. gitterpunktfrei sein 
kénnen. Irgendeine Vorschrift itiber Vorzeichen und Anordnung der «,, «,, «, 
nach der GréBe ihrer Betrige andert an diesem Tatbestand nichts’). Es gilt 
aber der Satz: Es gibt stets in dem oberen Halbraum unseres Zylinders 
vier Gitterpunkte von der Art, daB jeder weitere darin gelegene Gitter- 
punkt ,,gréBer“ ist als einer von den vieren. Dabei hei®t in genauer 
Analogie zum quadratischen Fall ein Punkt ,,kleiner“ als ein anderer, 
wenn seine Koordinaten kleiner oder gleich den entsprechenden des anderen 
Punktes sind, ohne daB die Punkte identisch sind. Wenigstens gilt das 
eben ausgesprochene Theorem dann, wenn simtliche Gitterpunkte, die 
innerhalb des Halbzylinders gelegen sind, dem ersten Oktanten angehéren. 
In der Annahme, daB dies zutrifft, liegt natiirlich eine Voraussetzung 
iiber das Ausgangstripel «,,«,,a,. Sie entspricht der im quadratischen 
Fall dem Ausgangspaar «,, «, auferlegten Bedingung 0 < a, < «,. Diese 
Bedingung bewirkte, da8 simtliche Gitterpunkte der oberen Halbebene, 
die im Parallelstreifen liegen, dem ersten Quadranten angehéren. Hier 
im kubischen Fall kann sie nicht durch so einfache Ungleichungen formuliert 
werden; da8 sie trotzdem erfiillbar ist, wird in Kap. 4, §3 bewiesen. 
Nach einem Gesichtspunkt, dessen Auseinandersetzung hier zu kompliziert 
ware, werden zwei Gitterpunkte, (z,, 2, Z;), (Y,, Yg» Y;), bestimmt, die 
in nahem Zusammenhang mit den eben erwahnten vier Gitterpunkten 
stehen. Sie sind einerseits durch ein numerisch brauchbares Verfahren 
bestimmbar und gestatten andererseits in besonders giinstiger Weise die 
Fortsetzung der Operationen zur Auffindung der gesuchten Einheit. 


ass 3. 
1) Beispiel: x, = 1, x = 10, 23 = 10228, woe = —3+>i8 @=\2. 

Es soll mit ganzen rationalen 2,, %,, 2, 

(2) O< jaa, + %oaq + 2ya3|* = (2, —2q-50 —2,-5 8)? 


+3-(2g-50— 2-58)? <1 = |a,| 
sein, also insbesondere 


(3) |x, —xzg-50—2,-58| <1. 

(4) |\zy 50 — 2-5 #| < $3 = 0,577.. 

Aus (2) folgt, daB x,, z,, nicht gleichzeitig verschwinden, also aus (4) wegen # > 1 
% +0, x, +0. 


Wir haben 5 # = 6,299..., 50° = 7,937.... Durch Ausprobieren findet man, 
daB fir z, — +1, + 2, +3 keine ganze rationale Zahl x, existiert, die (4) erfiillte. 
Ebenso gibt es fir z, — +1, +2, +3, +4 kein 2,, das (4) erfillt. Fir jede 
Lésung (z,, Z,, %3) von (2) gilt also |z,| > 4, |z,| > 3 und wegen (4) sg z, = sg 23. 
Somit folgt aus (3) noch |z,| > 4-58+3-58%—1 > 34. 
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Das eben erwahnte numerische Verfahren besteht in folgendem: Wir 
approximieren die Projektion der Zylinderachse auf die (x,, 2,)-Ebene, 
die durch die Natur der Sache ausgezeichnet ist, durch ein gemeines, in 
Elementaroperationen zerlegtes Kettenbruchverfahren, Unter den hierbei 
auftretenden approximierenden Gitterpunkten der (z,, z,)-Ebene befinden 
sich die Projektionen der beiden gesuchten hervorgehobenen Punkte 
(2, Ty» Xs)> (Yr» Yor Ys): 
Die lineare Transformation, deren Matrix sich aus diesen beiden Tripeln 

folgendermaBen aufbaut: 

[%, % 
(5) ith Ye Ys 

1 0 0O/ 


ist wiederum unimodular und fiihrt das Ausgangstripel «,, «,,«, in ein 
neues §,,8,,8, iiber. Im quadratischen Fall erfiillte das an dieser Stelle 
auftretende Paar von selbst die vom Ausgangspaar geforderten Ungleichungen. 
Hier braucht die entsprechende Forderung nicht erfiillt zu sein. Jedoch 
geht das Tripel f,, 8,, 8, stets durch eine der vier Elementaroperationen 


100, 11 0 0 100 100 
(0 1 0) (0 1 7 t 1-1] 0 1 7 
0 01/ \o o-1 2 Ss ah wes 


/ 


in ein Tripel iiber, daB die genannte Voraussetzung wieder erfiillt. 


Der Algorithmus enthilt in seiner bisher geschilderten Form noch in 
jedem seiner Schritte eine Zweideutigkeit, nimlich die Reihenfolge, in der 
die beiden hervorgehobenen Tripel in die Matrix (5) eingehen. Diese 
Wahl wird normiert, indem bei der Konstruktion des n-ten Tripels aus 
dem (n —-1)-ten auBerdem noch das (n — k(n))-te Tripel herangezogen 
wird. Nachdem diese Normierung vollzogen ist, kann von unserem Al- 
gorithmus folgendes bewiesen werden: 


Von einem gewissen Index ab stimmen die Zahlen, die in den auf- 
einanderfolgenden Tripeln an erster Stelle stehen, mit einer Teilfolge der 
Zahlen y, des Minkowskischen Verfahrens bis auf das Vorzeichen iiberein. 
Einzelne der Minkowskischen y, kénnen ausfallen (Kap. 5, Satz 20); es 
wird jedoch gezeigt, daB dadurch die Aquivalenzeigenschaft und Periodi- 
zitét mit Grundeinheit nicht zerstért werden (Kap. 5, Hauptsiitze 7, 8). 
Mit Hilfe unseres Verjahrens sind wir zugleich imstande, nicht nur die 
Grundeinheit der Ordnung eines beliebigen dreigliedrigen Moduls eines 
komplexen kubischen Kérpers zu errechnen, sondern dariiber hinaus zu er- 
kennen, ob zwei beliebig vorgegebene dreigliedrige Moduln des Kérpers dqui- 
valent sind oder nicht. 














334 G. Bullig. 
Kapitel 1. 
Der Aquivalenzsatz. 
Gegeben seien m(m > 2) Linearformen 
Tre = Oyp%, +... + Ome Lm (k = 1, 2, ..., m), 
wobei YU = (a,,) eine Matrix komplexer Zahlen ist mit den Eigenschaften: 
(6) W besitzt eine Reziproke U-' = (A,,), 
(7) alle A,,, (& = 1,...,m) sind von Null verschieden. 
Im folgenden bedeuten die GréBen y,( ), y,( ),... Zahlen, die allein von 


den in den Klammern ( ) stehenden Dingen abhingen. Kleine lateinische 
Buchstaben mit und ohne Indizes bedeuten stets ganze rationale Zahlen. 


Hilfssatz 1: Sei 6 beliebig, positiv. Erfiillen die Zahlen zx,, .. 
die (m — 1) Ungleichungen 


lm| <6 (k =1,2,...,m—1), 
so gelten die m Ungleichungen 
| 2p —TmAme| < ¥,(A)-6 (kK = 1,..., m). 
Beweis: Wir haben % = 4,,.7, + Agpte +... + AmpTm, also 
|2_ — TmAme| = |Ayy ti + .-- + Am—ieTm—a 
S {|Are| + --- + |Am—sral}-6 < y, (M)- 4. 
Aus Hilfssatz 1 folgt fiir i,k = 1,...,m 


~— 


2; ad 

















2 )~fe-)-te-) 
<|7i-* +|zgh ta] Ss (M)-3(— +g) <4 (M)- 0. 





Wir baben also den 


Hilfssatz 2: Sei 6 beliebig, positiv. Gelten die (m— 1) Ungleichungen 
lt |<d (k =1,....m—1), 
so tat fir 1, k = 1,...,% 


z. 
' 


2, : 
o_o it < 7, (U4) - 4, 





und, wenn x, + 0 (d.h. fiir jedes i mit x, + 0 und jedes k) 
* A,, 


z, a a 
Definition i: Die Zahl 











heiBe die Hauptkonstante der Matriz X. 
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Aus der ersten Behauptung des Hilfssatzes 2 folgt 
Hilfssatz 3: Gelten die (m — 1) Ungleichungen 
|te| < 73 (M) (k = 1,...,m— 1), 
so gelten fiir alle i,k =1,...,m die Ungleichungen 


(8) <¥- 


mk 
Ya 
ya k 








Hilfssatz 4: Seien (z,,..., Lm), (Y;,--+> Ym) zwet Systeme, von 
denen jedes die (m — 1) Ungleichungen 


(9) \te| <y,(M) (kK =1,..., m—1) 
erfiillt. Dann folgt 
1. aus x, = y, fiir ein i: Ly = yy fiir alle k = 1,..., m, 
2. aus x, = 0 fiir ein i: z, = 0 fiir alle k, 
3 aus 2, > y; fiir ein i: sg (2, — Ye) = 8g (G=)” fiir alle k. 
Beweis: Fiir beide Systeme gilt (8), also - 


| mk l mk 
Xz el << S, [HeZ 
J eT Sy Ye 





<>, k=1....,m). 





Daraus folgt 


Ans . 
(1) (a — yd 32 = — | <1 R= 1, 





Das gibt die erste Behauptung; die zweite folgt unmittelbar aus (8), 
durch Anwendung der Ungleichung (10) und der ersten Behauptung 
die dritte. 


Aus Hilfssatz 1, 2, 4 entnehmen wir noch den 

Hilfssatz 5: Sei eine Folge untcreinander verschiedener Systeme 
(£,,..+.; Lm) gegeben, fiir die die (m—1) Folgen x, (k = 1,...,m— 1) 
gegen Null streben. Dann gilt: 


|2,|, |g], ++» |tnl > 0, 
ee eee ee ee 
|Tm| > @. 
Zur Beantwortung der Frage, wann eine Folge von Systemen (z,, . . ., Zn) 


der im Hilfssatz 5 erwaihnten Eigenschaft existiert, beweisen wir den 


Hilfssatz 6: Dann und nur dann, wenn die Quotienten 


A 


(11) za (i,k = 1,..., m) reell 


com 


sind, existiert eine Folge von Systemen (2,, ...,; Zm) + (0,0, ...,0), ftir 
die die (m—1) Folgen t, (k = 1, ...,m—1) gegen 0 streben. 
6) Das Zeichen sg bedeutet signum. 
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Beweis: 1. Fiir eine Folge von Systemen (z,, ..., z,,) der verlangten 
; A 
Eigenschaft gilt nach Hilfssatz 5 ! > , a (t,k =1,..., m); da nun alle 
A mk 


; x : : A., : 
Quotienten _ rational, also reell sind, mu8 auch — reel] sein. 
ns 


“mk 
m 


A 
2. Wenn umgekehrt die 7  reell sind, bestimme ich eine Folge von 
mk 


Systemen (z,,..., Z,) durch die Vorschrift 


A 
k 
(12 t.-z- —t%)>O0 (kK=1,...,m 
( ; 4, r) ( ) 
Dann gilt 
Te = Aye Ly Sok Le ees Thy Tm 3 
A A / A 
mt m2 mm 
= Kiel Zz x + dae (22 — — 2% ) +... + Gael Lm — 2% 
, ( : A,,, ') An ') “a ( An, :) 
x 
Tr , (Ami v An 2% OT cee FT Aantur)- 


mi 


Es ist aber 


on er Ee 


Am1%k + Amo %e T re ee ee = ¢., = 0 (k = 3 . iBee m -- 1), 
weil die Matrix (A,,) die Reziproke von («,;,) ist. Also gilt wegen (12) 
t, > 0 fir k= 1,2,...,.m—1. 
Definition 2: Gegeben seien zwei Systeme reeller Zahlen | = (A, ,..., Am), 

mt = (4#,,..., 4m). Wir nennen 

[= m, wenn A, = mu, fiir alle k, 

[> m, wenn A, > uy, fiir alle k, ohne dag | = m, 

[< m, wenn Ay < py fiir alle k, ohne dag | = m, 
»| vergleichbar mit m“, wenn entweder | = m oder | > m oder |< m 
sonst ,,l nicht vergleichbar mit m*. 


Definition 3: Gegeben sei ein System reeller Zahlen | = (A,, .... An); 
ist fiir alle k 


Ay > 0, so heiBt | positiv, 
A, <0, so heiBt | negativ, 
Ay => 0 und | + (0,...,0), so heiBt | nichinegativ, 
A, <= 0 und | + (0, ..., 0), so heift | nichtpositiv. 


Gegeben sei eine Matrix (a,;,) mit den Eigenschaften (6), (7), (11). 
Wir wollen annehmen, daB die Quotienten 


> 





E 


A 
(13) y 





=>0 (i,k =1,...,m) 


sind. 
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Hilfssatz 7: Die Matric U = (a,,) erfiille die Bedingungen (6), (7), (13). 
Sei 6 eine positive Zahl = y,(U). Alle Lésungssysteme (x,, ..., Lm) der 
(m — 1) stirvultanen Ungleichungen 
|t| <6 (k =1,....m—1) 
sind vergleichbar. Es gibt aufer (0,...,0) nur negative und positive Lésungs- 
systeme. Insbesondere lassen sich alle positiven Lésungssysteme in eine Folge 


wo 1,0 


=(2"..., HO) (lL = 1, 2,3,...) ordnen, fiir die die Ungleichungen 


o<a <a <a@<... (§ = 1, .... m) 
(0,..,0) <M Ma We,,, 
erfiillt sind. 

Beweis: Folgt aus den Hilfssitzen 6 und 4. 

Bemerkung: Hatten wir (13) nicht gefordert, so wiire die Folge z;’ 
fiir einen Index i monoton steigend, fiir einen andern fallend, fiir den 
einen wire sie durchweg positiv, fiir den andern negativ. Die Voraus- 
setzung (13) dient also zur Vereinfachung. 

Definition 4: Fiir jede die Voraussetzungen (6), (7), (13) erfiillende 
Matric U und jede den Ungleichungen 0 <6 < y,(U) geniigende Zahl 6 
definieren wir die m Zahlenfolgen 

ri (UM, 6) = a, 09 +... +a,, 2% (k =1,...,m; l= 1,2,3...),. 
wo x” = (a, ..., a?) die nach Hilfssatz 7 cindeutig bestimmte Folge von 
Lésungssystemen ist. 

Es gilt nun der fundamentale 

Hauptsatz 1 (Aquivalenzsatz): Gegeben seien zwei quadratische 
Matrizen mit komplexen Koeffizienten, M = (a,x), B = (Bix) (m |} 2, 





i,k = 1,...,m) mit den Eigenschajten: 

(14) U-' = (A,,), B-1 = (B,,) evistieren. 

(15) Alle A,,,, By, sind von Null verschieden. 
A B 

(16) Die Quotienten a * sind positiv. 


B gehe aus U durch die umkehrbar ganzzahlige Transformation‘) 
D = BSA-' hervor: B = D-H. 

Dann gibt es eine nur von U, B abhiingende positive Zahl y mit der 
Eigenschajt: Ist 0 <6 < y, 80 gilt 


a) — W 
t (U, 6) = sg , (S,6) (& = 1, ..., m; ¢ = 1, 3, 3,...). 


Beweis: Die Bedingungen (14) bis (16) entsprechen bzw. den Be- 
dingungen (6), (7), (13); sie garantieren fiir 0 < 6 < y, (UM), 6< y, (8) 
die Existenz der 2n Folgen 1}? (A, 6), 7,’ (B, 6). 

*) Eine Matrix heiBt umkehrbar ganzzahlig, wenn ihre Determinante + 1 ist 
und ihre Koeffizienten ganze rationale Zahlen sind. 
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Es sei D = (4,,), D-' = (Dy). Aus B = D-UA folgt A-' = B-'- Dd, 
mithin 
(17) Amz = Bui Sit + Bus dor + --- + BamOme (% =1,..., m) 


A, B,, Baw ’ 
“eet te me (1, 4=1,..., m). 
mi m m 





B 
Da nach Voraussetzung alle z und alle 4,, reell sind, folgt, daB auch 


A 
(18) alle z reell 
sind. Wegen (16) gilt ear 


mi 


A,, ‘ 
(19) ee 5 = 88 BT (t,k =1,..., m). 
mi 
Sei jetzt y die kleinste der (Qm- L 2) positiven Zahlen 
1 : | Aur | 
2-|1B nl 7s(B) [Oe Bail t--- +16, Baml’ 
1 sh | Bink | 
2+ | AL mn | Ya (HM) Dip Amil+-- + |Diar 4m mH 
y;(U), v3 (B) (& = 1, ..., =). 
Wir werden zeigen, daB dieses y die behauptete Eigenschaft besitzt. 
Sei 6 eine positive Zahl <y. Wir betrachten die Gesamtheit der 
Lésungen (z,,..., Z,) der (m — 1) simultanen Ungleichungen 
(20) |ore Zy + «.. + Ome Tm| <I (k = 1,...,m— 1) 
und die Gesamtheit der Lésungen (y,,...,¥,) der (m— 1) simultanen 
Ungleichungen 
(21) Bie ¥, + --- + Bm Ym| <4 (k = 1, ...,.% —}). 
Wir beweisen unseren Satz in drei Schritten. 
1. Die Lésungen von (20) sind eineindeutig den Lésungen von (21) 
zugeordnet durch die Transformation 














#,° ee. 
(22) (L)-s>(,) 
Denn aus der Ganzzahligkeit der z,, ..., z,, folgt die der y,,..., y, und 
umgekehrt, da D’ umkehrbar ganzzahlig a: auBerdem ist 


/Z, ‘ 


’ ° 4 * ‘ 4 4a , Y: 
w(: )="5 : aw 
Zn mm Ym mm Yn/ 


Oe ZT, +.-. + one ly = 1g (Bieyit+-- -+ Bm Ym) (k= 1,..., m). 


2. Durch die Tronsfermation (22) werden sogar die positiven Lésungen 
von (20) den positiven Lésungen von (21) eineindeutig zugeordnet: 





also 











SS Oe 
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Sei (y,, ..-, Ym) eine positive Lésung von (21). Wir haben wegen (22) 


A 
>, = sg (Oe yy + oe + bm Ym) 























Asam aa In — 
= 96 Bn Ym (Sieg +--+. +On—ie = + dmx) 
r= 8g p™™- ym (8 ae + «Mente et 48 + os| 
_ ™ | 1k _ Sal eee m—ik aa mk ki{> 
y B,, Ta | 
wo oO, = bi, ( == ~) + eee + Onis (“R= -37—), 
Aus Hilfssatz 2, angewendet auf a,, = B;,, 6 = y, folgt 
Y;, Bik se 
(23) 7 B NX Ve (B)-| Bax|- 4, 
somit 
3 |4,, | 
|o,| < 9, (B) {\Ore Bns| +...+ \On— 1 Baw—s/} 6 — zr} B “ |. 


Wir haben also 
haw Ank } 
y= spy a + ox), 


wo der in den Klammern stehende Ausdruck wegen der eben getroffenen 


A 
Abschaitzung von o, das gleiche Vorzeichen wie ae , also wegen (19) 





A mm 
auch das gleiche Vorzeichen wie ="™ hat; daraus folgt 
SE Ly = SZ Ym (E = 1, ..., =), 
x > 0 (& = 1, ..., 0). 
Entsprechend ergibt sich auf Grund von (22) bei positivem (z,, ..., 2m) 


y, > 0 (k = 1,..., m). 
Damit ist Punkt 2 bewiesen. 


3. Zum Beweise unseres Aquivalenzsatzes fehlt jetzt nur noch der 
Nachweis, daB durch die Transformation (22) die Folge der nach steigenden 


Koordinaten geordneten positiven Lésungen (y,,..., Ym) von (21) in eine 
Folge von Systemen (z,,..., %») tibergeht, die ebenfalls nach steigenden 
Koordinaten geordnet ist. 

Seien »’ = (y},.--, Ym), 0” = (yi,---» Ym) zwei positive Lésungen 
von (21) mit yn’ <n”. Durch die Transformation (22) mégen aus ihnen 
die Systeme x = (x;,..., 2m), %” = (z;,...,2%m) hervorgehen. Nach 
Hilfssatz 2 ist 


y; Yi. | Si: a 
B—| <7 (B)-4, lB, — B,| < 79(8)-4, 


mi mki 
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also 
¥, — 9% Vs — 9; : 
| = > — RB. = 2 y, (B) - 4, 


mk mi 
und wegen yj; > y; 

% — % Be 
¥; —¥; Bi 
Jetzt schitzen wir die m Differenzen (zx; — z;) 


(24) < 2y4(B)-|Bux|-6. 


/ — a “aye - bite 
y—- y= 8g B =. 1d. (y; at Y:) 7 0% + Ome (Ym —_ Ym) 


in genau derselben Weise ab, wie im zweiten Schritt die Koordinaten z,. 
Es ergibt sich 











. A,, 
Ty — Ty = 8g , - (Ym — Ym) ra T Ory» 
wo 
vy % Bur\ Ym—1—Ym—1 Bums 
0G; = é -( TE - —_— — o¢e bn ae os a = 
; " Ym — Ym B..) + us Ym — Ym  - ) 





A 
mit |o,x| < | 5 , da die rechten Seiten der Ungleichungen (24) doppelt 


so groB sind wie die entsprechenden GréSen der Ungleichungen (23). 
Also folgt wegen (19) 
8g (xt — 2k) = 8g (Ym — Ym) (k = 1,...,m) 
und wegen y;, > Yn 
%>2, (&=—1,...,.m"), dh. 2” > 

w. z. b. w. 

Wir wollen jetzt die Anwendbarkeit des Aquivalenzsatzes auf alge- 
braische Zahlkérper priifen. Seien «,,...,«,, m linear unabhingige Zahlen 


des algebraischen Zahlkérpers m-ten Grades K, m> 2. (a;’,..., a? 


(k = 1,2,...,m) seien die zu (a,,..., o%m) = (a\",..., a) konjugierten 
Systeme, K” der durch die Zahlen «\”, ..., a erzeugte, zu K konjugierte 
Kérper und & = (a;”) (i,k =1,..., m). 

Wir wollen priifen, wann die Bedingungen (6), (7), (13) von & er- 
fillt werden. YW hat eine Reziproke U-' = (A;,), da die Diskriminante 
UW)? von (a,,..., a) wegen der linearen Unabhingigkeit der «,, ..., a, 
von Null verschieden ist. Wie leicht einzusehen, besteht die i-te Zeile 
der Matrix &%-* aus linear unabhiingigen Zahlen des Korpers K® 
(¢ = 1,...,m). Daraus kann man einerseits schlieBen, daB alle A,,, + 0. 
Andererseits gilt: Dann und nur dann, wenn K™ reell ist, sind alle 


za reell. Ist nimlich K‘” reell, so sind die A,,, (k = 1,...,m) wegen 
mk 


oe 
ihrer Zugehérigkeit zu K™ reell, also auch alle Sind umgekehrt 
“mk 








—— ee te 


BE PRE 








a a 
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A 
alle Z™* reell, so folgt, daB K reell ist, denn das System reeller Zahlen 
mk 
Any Aan-1 - . 
( , mide wm. 1) erzeugt K™. Zusammenfassend la4Bt sich also 


sagen: 
Hilfssatz 8: Sei U die auf S. 340 eingefiihrte Matrix. Dann gilt: 
1. U hat eine Reziproke U-* = (Ax). 
2. Alle A,,; sind von Null verschieden. 


A 
3. Dann und nur dann, wenn K™ reell, sind alle y reell, 
Die Bedingung (13) — y > 0 — kann durch eine geeignete Trans- 
formation der Gestalt 
yr, @ 0 \ 
0 fr, 0 
0 0 < fe 
wo die r, = +1 sind, erreicht werden. 
Kapitel 2. 


Minkowskifolgen in den reellen quadratischen und 
komplexen kubischen Korpern. 


Definition 5: Set eine Folge von Systemen komplexer Zahlen 
a” = (al, ..., a) (n = 1, 2, 3,...), gegeben. Diese Folge a” heife 
periodisch mit @, wenn es zwei Indizes i,k > 1 (t + k) gibt derart, dap 

dg sy ») a o- (ay ve ovata’ } Peat > 0. 

Eine Folge von Dingen (Systemen, Transformationen usw.) D,,(n = 1, 2, ...) 
heiBe echtperiodisch, wenn es zwei Indizes i,k > 1 (i + k) gibt der- 
art, dag 

Dy1 = Dex, fiir alle 1>O. 

Seien «,,..., %, m linear unabbingige Zahlen eines algebraischen 
Zahlkérpers K m-ten Grades. Die Gesamtheit aller Zahlen o aus K, fiir 
die oa,,...,0% im Modul a = [a,,...,a,] gelegen sind, bildet einen 
Ring, die Ordnung a°® des Moduls in der Ausdrucksweise von Dedekind "’). 
Ist (a,,%,,..+,@m) imsbesondere Basis eines Ideals von K, so ist a° das 
Hauptideal (1). 


1) R. Dedekind: Uber die Diskriminanten endlicher Kérper, Abh. d. Kgl. 
Ges. d. Wiesensch. zu Gottingen 29 (1882), S. 25. 
Mathematische Annalen. 112. 23 
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§ 1. 
Minkowskifolgen in den reellen quadratischen Kérpern. 

K sei ein fester reeller quadratischer Koérper. Kleine griechische 
Buchstaben — ausgenommen die Buchstaben y, 6 — mit und ohne Indizes 
bedeuten stets Zahlen aus K. Die zu Zahlen aus K konjugierten Zahlen 
werden durch Akzent bezeichnet. Lateinische Buchstaben mit und ohne 
Indizes bedeuten ganze rationale Zahlen. 

Das Paar («,, «,) habe die Eigenschaften 
(25) 1. a,,@, sind linear unabhangig, 

(26) 2. sga, + sga,. 

Wir verstehen unter & die Matrix (*' *} 
= aI & - es Wegen 3 > 0 ist also die Existenz der Folgen 
xy’ (U, 5) (k = 1, 2) gesichert. 

Wir betrachten jetzt die Menge M aller Zahlen « des Moduls a = (a, , «,} 
mit folgenden Eigenschaften: 

(27) |w| < (2%). 
(28) In der Darstellung u = a,a, + a,a, ist a, > 0. 
(29) Ist A= b,a,+5,a,, 5, >0 und |A| << |z|, 80 gilt 6, >a,. 

Die Menge M enthalt héchstens abzihlbar unendlich viele Zahlen uy, 
da sie Teilmenge der abzihlbaren Menge a ist. Da8 sie wirklich un- 
endlich viele Zahlen enthilt, wird sich nachher von selbst mitergeben. 
Keine zwei verschiedenen der Zahlen m haben den gleichen Betrag, und 
es gibt stets nur héchstens endlich viele, deren Betrag oberhalb einer 
beliebig gegebenen positiven Zahl liegt. Daher lassen sich die Zahlen 
der Menge I nach abnehmenden Betragen in eine Zahlenfolge y,, w,, ... 
ordnen derart, daB 
(30) {,| > lay] >... 

Wir schreiben 


). Dann ist A! = (Ay) 


%q % 


m= ay” a + ay” a == fy (a, , &,). 

Wegen (28) bis (30) folgt sofort der 

Hilfssatz 9: 0< a” < a\"*”’ 

Um weitere Eigenschaften der Folge mu, zu gewinnen, vergleichen wir 
sie mit der fiir eine beliebige den Ungleichungen 0 < 6 < y,(U) geniigende 
Zahl 6 gebildeten Folge 

ty (M, 6) = ay? oy + ay ay 
aus Definition 4, Kap. 1 (S. 337). Aus ihrer Definition folgt: Alle Zahlen 
b,a, +6,«, mit b, > 0, die dem Betrage nach kleiner als |t;| sind, 














a a ee 
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sind in der Folge r\’(%, 6) enthalten, und aus Hilfssatz 7 folgt: Die 
Koordinaten b, dieser Zahlen sind groBer als z\” > 0. Somit gehért x!” 
der obigen Menge M an. Es sei etwa r;’ = p,,. 

Aus (28), (30) und |,,| =|1,"| <6 folgt jetzt, daB alle Zahlen 
Hn, +1» Mn, +2>--- der Folge z\(U, 6) angehéren. Wir setzen etwa 


Metre = Tt” (H, 8) (r = 0,1,...). 
Nach Hilfssatz 7 und Hilfssatz 9 ist dann 
1 awk <b, <b, <..., 
d. h. die Folge fn,, n,+1,--- ist Teilfolge der Folge 1”, r®,.... Ich 


behaupte, k,,, ist der kleinste Index > k,, fiir welchen | 1, e+e <|t ae 
ist (r = 1, 2,...). Um dies zu beweisen, geniigt es offenbar zu ae: 


Ist 1.,, der kleinste Index > k,, fiir den Chad < | * aad gilt, so ge- 
hort n+ » der Menge 9 an. Dies sieht man durch dieselben Schliisse 
wie eben bei r;” ein: Nach der Wahl des Index l,, , ist | {| > aed 
fir 0<1<1,,,; daraus schlieBen wir: Alle Zahlen 6, «, + 6, a, mit b, > 0, 
die dem Betrage nach ee als \nrt” | sind, sind in der Folge r\” (Mf, 5) 
(=ba.+1, bait .-) enthalten, ihre Koordinaten 6, sind daher 
nach Hilfssatz 7 > 2, Folglich gehért 1,"*" der Menge M an 
w.z.b.w. Zugleich wird durch diesen Beweis klar, daB die Menge M 


wirklich unendlich viele verschiedene Elemente enthalt. Wir erhalten 
also den 


Satz 1: Sei 6 eine beliebige, positive, feste Zahl < y,(U). Dann gilt: 
Die Folge wu, ist von einem bestimmten Index ab die Teilfolge der dem 
Betrage nach sukzessiv kleineren Zahlen der Folge r\?(U, 5), d. h., ist un, das 
erste Glied der Folge wu, mit | u,,| < 6, 80 haben wir 
Pn, = Tt; (U, 6), 
und Wenn Un, +p = 1 (ML, 6) (p > 0), so 


das 


Mm tp+1 = T (A, 6), 

wo k’ der kleinste Index > k, fiir den |? | <| |. 

In dem Beweis von Satz 1 sowie der oer Satze wird wesentlich 
von der Anordnung der She ty (4M, 6) = wea, t+... +o am, nach 
steigenden Koordinaten z\” Gebrauch gemacht. Aus 2 <a a folgtl <q 
und umgekehrt. Treffe ich also irgend eine Auswahl von Sienentnn der 
Folge t,’ nach der GréBe ihrer Koordinaten x%, so kann ich dieselbe 
Auswahl nach der GréBe ihrer Indizes 1 treffen, eine Ubertragung, die 
sprachlich formal dadurch erreicht wird, daB ich das Wort ,,Koordinate“ 
23° ; 











344 G. Bullig. 


durch das Wort ,,Index“ ersetze. Z. B.: Ist A = b,a,+6,a, Glied 
von 1;’(U, 4), |4| < ||, so ist die Koordinate 6, von 4 gréBer als die 
Koordinate a, von “ = a,a, + a,a, (vgl. (29)). Statt dessen kénnen wir 
sagen: Ist 4 = r{"(U, 4), |A4| << |u|, so ist der Index m von 4 gréBer 
als der Index n von w = 1\”(U, 6), m.a. W.: Alle Zahlen der Folge 
t\’(U, 6), die einen kleineren Index | haben als p, sollen dem Betrage 
nach gréBer als u sein. 

Aus Hauptsatz 1, Satz 1 und den anschlieBenden Bemerkungen folgt 
sofort der 

Hauptsatz 2: Das Paar (a,,«,) erfiille (25), (26), das Paar (8,, ,) 
die entsprechenden Bedingungen. (f,,8,) soll durch die umkehrbar ganz- 
zahlige Transformation D aus (a,, «,) hervorgehen: 

(o 
(5) = >-() 
Dann gibt es eine allein von «,, «,, 8,, 8, abhiingende Zahl y mit der Eigen- 
schaft: Ist 5 eine beliebige positive Zahl < y und i der kleinste Indez, fiir 
den | u,;(a,,%,)| <6, k der kleinste Index, fiir den | m(B,, B,)| < 4, 80 
folg 
Mas p(%,, a) = sg ie! Be + p(B, B,) 

fiir alle p > 0. 

Da K reell und vom 2-ten Grade, entha]t die Ordnung a°® von a = [«,, «,] 
unendlich viele Einheiten, welche alle die positiven und negativen Potenzen 
einer einzigen, einer Grundeinheit, sind. Ist ¢ eine solche Grundeinheit, 
so sind alle anderen Grundeinheiten durch — ¢, e~', — e~! gegeben. 

Hauptsatz 3: («,,a,) erfiille (25), (26). Dann gibt es zwei Indizes 
i,k >1 (t + k) derart daB 

Mis p(%, %,) = EMyy p(%, Xs) 
fiir alle p= 0, wo e eine der vier Grundeinheiten von a°, d.h. die Folge 
der jy (&,, %) ist periodisch mit einer der vier Grundeinheiten von a’. 

Beweis: Ist o eine beliebige von Null verschiedene Zahl aus K, 
so erfiillt auch (@a,,@a,) die (25), (26) entsprechenden Bedingungen; 
ferner ist aus der Definition der Folge «, sofort ersichtlich, daB zwei 
Indizes r, s existieren, so daB 
(31) My , p(@%,, 0 ty) == OM, + p(%, Hy) (p = 0,1, 2,. - +). 

Sei jetzt » eine Einheit aus a°. Wir definieren ein Paar (f,, 8,) 
durch 
03 bs) = (22) = 9.(2) 

2 %q 4) / 2g 
Nach dem eben Gesagten erfiillt (8,,8,) die (25), (26) entsprechenden 
Bedingungen. Weil 7 Einheit aus a° ist, ist D umkehrbar ganzzahlig. 
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Wir kénnen also Hauptsatz 2 auf («,,«,), (8,,8,) anwenden. Danach 
existieren zwei Indizes 7’, k’, fiir die 


He + p(y» &%) = 9g [2 -| Di} - tu + »(Br» Bs) 


fir alle p> O0. Aus (31), (32) folgt dann, daB zwei Indizes i, k exi- 
stieren mit 

Mi + p(%,, %) = || 8g) D> Mes p (ay, a) 
fir alle p> 0. Ist 4 Grundeinheit, so ist |74| + 1, somit i+ k. Da- 
mit ist unsere Behauptung mit e = | 7|sg|D| bewiesen. 

Zum Zwecke der Berechnung der Folge m,,(«,,«,) definieren wir eine 
,,Lusatzfolge“ A,,(a,,%,)(m = 1,2,...) durch A, = uw, 4 ,. Die Folge (A,,, 4_)") 
steht nun in engstem Zusammenhang mit dem reguliren Kettenbruch- 
verfahren, wie wir in Kap. 3 sehen werden. 


§ 2, 
Minkowskifolgen in den komplexen kubischen Kérpern. 

In diesem Paragraphen bringen wir eine zu § 1 analoge Theorie fiir 
die komplexen kubischen Zahlkérper. Der Aufbau dieses Paragraphen 
entspricht ganz dem des vorigen, die Beweise sind fast wértlich dieselben. 
Wir wollen uns darum auf die notwendigsten Angaben beschranken. 

Definition 6: Sei « irgendeine kom- 
plexe Zahl. Der Bereich aller Punkte £ der 
komplexen Zahlenebene, fiir die ‘ed 

| o| C\ - 
le|<) J(2)>0, y 
heiBe H, (a), der Bereich aller ¢, fiir die -@ 
cj_ * 
s[<h IG) <4 
H, (a), der Bereich aller €, fiir die ae 
£\<1, o<s(t)< 3 we “F 
B,(«), der Bereich aller ¢, fiir die 
/ a ,-- 
JE} <1, o>s(£)>—-F43 ~0 
B,(a). Wir setzen , 
B, (a) + B,(a) = B(a). Fig. 3. 





") Die Folge (A,, u,) ist von einem gewissen Index ab mit einer Teilfolge 
der von Minkowski definierten, zu (x,, a4) gehérigen Folge identisch. Minkowski 
nimmt an Stelle von (x,, x.) das Paar (1, #), wo # beliebig reell, vgl. H. Minkowski, 
Ein Kriterium fiir die algebraischen Zahlen, Werke Bd. I., S. 292—315. 
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K sei ein fester komplexer kubischer Kérper. Kleine griechische 
Buchstaben — ausgenommen die Buchstaben y, 6 — ohne Indizes und 
mit einfachen Indizes bedeuten stets Zahlen aus K. Mit Akzent bedeuten 
sie Zahlen des zu K konjugierten komplexen Kérpers K’, mit zwei Akzenten 
Zahlen des zu K konjugierten reellen Kérpers K”. Lateinische Buchstaben 
mit und ohne Indizes bedeuten ganze rationale Zahlen. 

Das Tripel («,, «,,«,) habe die Eigenschaften: 


(33) 1. a,,a,,%, sind linear unabhingig. 
Oy Oy, Oy 
Wird sodann U = (a) = | as a, % |, U-' = (Ay,) geschrieben, so gelte: 
as a; , as / 
(34) 2. Die = (k = 1, 2, 3) sind positiv. 
33 


Dann ist die Existenz der Folgen rj’ (4, 5) gesichert. 

Wir betrachten jetzt die Menge M aller Zahlen u des Moduls a= [a, ,a,, «,] 

mit folgenden Eigenschaften: 

(35) |4| << 75 (%). 

(36) In der Darstellung u = a,a, + @,4,-+ 4,a, ist a, > 0. 

(37) Ist A= b,a, + ba, +6,a,, 6, >O und |A| < |p|, so gilt b, >a,. 

Die Menge M enthalt als Teilmenge der abzihlbaren Menge a héchstens 
abzaihlbar unendlich viele Zahlen «. DaB sie wirklich unendlich viele 
Zahlen enthalt, wird sich nachher wieder von selbst mit ergeben. 

Keine zwei verschiedenen der Zahlen ~ haben den gleichen Betrag. 
Sind namlich «, 8 irgend zwei von Null verschiedene Zahlen aus K von 
gleichem Betrage, so ist 

: 2 aw O = =) aw S.f8) (2) oS 

2 (3) = 7p =} See N (3) mS (}) (3) =F 
a a’ 


; = und 5 = +1. Aus der Eindeutigkeit der 


Darstellung durch die Basis «,, «,, a, und (36) folgt jetzt die Behauptung. 
Bei dem Beweise wurde wesentlich benutzt, daB «,, «,, «, einem kubischen 
K6rper angehéren. Wollte man die Theorie auf allgemeinere Tripel «,, «,, «, 
ausdehnen, so miiBte man noch besondere Voraussetzungen hinzufiigen, 
um die entsprechende Eigenschaft der Zahlen « zu erzwingen. 

Es gibt stets héchstens endlich viele Zahlen u, deren Betrag ober- 
halb einer beliebig gegebenen positiven Zahl liegt. Daher lassen sich die 
Zahlen der Menge Mt nach abnehmenden Betriigen in eine Zahlenfolge 
H;, g,.-- ordnen derart, daB 


(38) \#1| > || > --- 


also P rational, also 








oe ore = 


— 


a 








ees bape ~a 
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Wir schreiben 
My = Aaa, +aMa,+ aMa, = uy, (a, a, a5). 

Es folgt wegen (36) bis (39) der 

Hilfssatz 10: 0< a < at» (sn = 1, 2, ...). 

Fiir die Ubertragung der Theorie des § 1 ist jetzt entscheidend, da8 
die zweite Spalte der Matrix M zur ersten konjugiert komplex ist. Ist 
nimlich 6 eine den Ungleichungen 0< 6< y,(U) geniigende Zahl, 
A= b,a,+b,a,+6,a, mit b, > 0, so folgt aus |4| << 4 

|b, oj, + bya, +d, a,)< 9 und |A| = |b,a,, +b, a, + b,a,,| < 4, 

d. h. die Zugehérigkeit von 4 zu 1 (UM, 6) aus der Bedingung |A| < 6 
allein. In total reellen kubischen Kérpern kann bei beliebiger Numerie- 
rung der Konjugierten natiirlich gleichzeitig |A| << 6 und |/’| > 6 sein, 
weshalb sich die SchluBweisen des § 1 auf diese Kérper nicht ohne 
weiteres iibertragen lassen. 

Auf Grund der gleichen Uberlegungen wie in § 1 erhalten wir nun den 

Satz 2: Die Folge u,(a,,%,,%) (m = 1, 2,3,...) ist von einem 
bestimmten Index ab die Teilfolge der dem Betrage nach sukzessiv kleineren 
Zahlen der Folge vc (U, 5), d.h., ist un, das erste Glied der Folge u,, fiir 
welches | Utn,| < 4, so gilt: 

Pr, = ro (a, 6), 
und Wenn Un, +, = T# (UA, 4) (p |), 80 
Mn, t+p+1 = ty? (a, 6), 

wo k der kleinste Index > k, fiir den | t'¥)| < |r|. 

Auf Grund des in Satz 2 ausgesprochenen Zusammenhangs zwischen 
den Folgen u, und 7“ (Y, 4) folgert man mit Hilfe des Aquivalenzsatzes den 

Hauptsatz 4: Das Tripel («,,«,, «,) erfiille die Bedingungen (33), (34), 
das Tripel (B,, B,, B,) die entsprechenden. (8,, 8,, B,) soll durch die umkehr- 
bar ganzzahlige Transformation D aus (a,, 4, %,) hervorgehen: 


is) - > (3) 


Dann gibt es eine allein von «,, «,,%,,8,, 8,,B, abhdingende Zahl y mit der 
Eigenschajft: Ist 6 eine beliebige positive Zahl < y und i der kleinste Index, 
fiir den | 1, (%,, %, %3)| <5, k der kleinste Index, fiir den |u,(B,, By, B;)| <4, 
so gilt 
Hi +p (%» Hy &) = 8g (Ge—eea):| DI} ‘Me + p(B, Bs, Bs) 

fiir alle p => 0. 

Wir wenden uns dem zum Modul a = [«,, «,, @,] gehérigen Ring a° 
zu. Da K komplex und vom dritten Grad, enthilt a° unendlich viele Einheiten, 
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die alle die positiven und negativen Potenzen einer Grundeinheit sind. 
Mit e sind auch — e, e~', — e~! Grundeinheiten und nur diese. 

Wie in § 1 erhalten wir aus Hauptsatz 4 den Satz von der Periodizitit 
der Folge u,: 

Hauptsatz 5: (a,,a,,a,) erfiille (33), (34): Dann gibt es zwei 
Indizes i,k > 1 (i + k) derart, daB 

Hi+ p(%, » %, O,) = € My, p (a,, Xs, a) 
fiir alle p > 0, wobei & eine der vier Grundeinheiten aus a° ist. 

Besitzen wir also ein Verfahren zur Berechnung der ,(a,, %,, 4), 
so sind wir in der Lage, alle Einheiten aus a°® zu bestimmen. Im 
quadratischen Kérper haben wir, um die Berechnung der yu, vorzubereiten, 
eine ,,Zusatzfolge“ 4, definiert. Im kubischen Kérper ist die Definition 
von zwei ,,Zusatzfolgen“, A, («,,«,,%,) und », (@,, a, %,), notwendig, die 
wir gleich geben werden. Die naturgemiBe Definition dieser Folgen 
bildet das Kernstiick des Problems, einen dem Kettenbruchverfahren 
analogen Algorithmus aufzustellen. Sie sind so gewahlt, daB sich eine 
Teilfolge der Tripelfolge (A4,, %,“,) durch ein Rechenschema_ sukzessive 
bestimmen la8t; damit ist auch die Bestimmungsméglichkeit einer Teil- 
folge der Folge der «, gewiahrleistet, die, wie wir im Kap. 5 zeigen 
werden, alle uns hier interessierenden Eigenschaften der Folge yu, bei- 
behalt"’). Die Berechnung dieser Teilfolge geniigt also. 

Definition der Folgen A,(a,, ~,, %), und ¥,(a,, a, %,) (m > 1) 
(vgl. Hauptsatz 6, 8. 378, fiir (0,, 04, T)) = (&,, %, &)): 

Von allen Zahlen A = b,a,+ b,a,+6,a, mit 6, > 0, die in B(u,) 
liegen, sei €, die mit kleinster Koordinate b,. Liege &, in B,(u,) (p = 1 
oder 2). Von allen Zahlen A = 6,a,+6,2,+ 6,4, mit 6, >0, die in 
B, (Hn) (q = 1 oder 2, aber + p) liegen, sei &, die mit kleinster Ko- 
ordinate 6,. 


1. Sei min {| J (3)|, | 4(3)|] <1- V3 

Von allen Zahlen 4 = b,a,+6,0,+6,a, mit b, >0, fiir die 
|A|< 4V3| up|, sei , die mit kleinster Koordinate b,. Liege £, in B,(u,) 
(r = 1 oder 2). Von allen Zahlen 4 = b,a,+6,4,+ 6,0, mit 6, > 9, 
die in B,(u,) (s = 1 oder 2, aber +r) liegen, sei &, die mit kleinster 
Koordinate },. 

Dann ist A, = §,, » = & 


2. Sei min (| 7 (=) 


" 
£ 
Ss 





, id 


My 


J >a 408 





12) Die bei Minkowski getroffene Wahl der beiden Zusatzfolgen ist eine ganz 
andere und fiir die Berechnung der Folge «, oder einer Teilfolge ungeeignet. 
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Von allen Zahlen 4 = b, a, + b,a,+6,«, mit b, > 0, fiir die |A| <|m,\|, 

sei &, die mit kleinster Koordinate b,. Liege &, in H,(u,) (¢ = 1 oder 2). 

Von allen Zahlen A = 6,a, + b,0,+ 6,0, mit 6, >0, die in A,(u,) 

(u = 1 oder 2, aber + ¢) liegen, sei &, die mit kleinster Koordinate b,. 
Dann ist A, = &, », = &,. 

Der Fall min { J (=)|, 7 (=) |} =1-— 438 tritt nicht ein, da 

wir uns in einem kubischen komplexen K6rper befinden (vgl. Kap. 4, Anfang). 
Wir notieren 

Hauptsatz 4*: Unter den Voraussetzwngen des Hauptsatzes 4 gilt auch 


Ay +p (at, tq, 05) = sg! eT +|D)| - Any (Br, Ba» Bs) 
p (a, (aa Bi By) lh ipa Ae ern 


Vi 4 p (,, Ay, a) wa onl ae Fg): |B °% +p (B, ’ By, Bs) | 
Hauptsatz 5*: Unter den Voraussetzungen des Hauptsatzes 5 gilt auch 
Ai+p(@, X,, %5) = & Ay. p(%,, a, as) | 
M4 4p (Oy, My, My) = EM 4p (O,, My, M) | 
Es mu ausdriicklich betont werden, daf die spezielle Wahl der 

Bereiche B;, H; (¢ = 1,2) nur fiir den Algorithmus von Bedeutung ist. 

Im Beweise der Hauptsitze 4*, 5* wird bei der Anwendung des Aquivalenz- 

satzes lediglich die Tatsache benutzt, daB in diesen Bereichen jeweils 
iiberhaupt ein A der vorgeschriebenen Art gelegen ist. 


fiir alle p > 0. 


Kapitel 3. 
Zwei Algorithmen. 
§ 1. 


Ein Verfahren zur Berechnung der Minkowskifolgen in den reellen 
quadratischen Kérpern. 


Fiir die Bezeichnungen gilt dasselbe wie in Kap. 2, § 1. 

Definition 7: Das Paar (a,,«,) heiBe normiert, wenn es folgende 
Bedingungen erfiillt: 

1. «,, a sind linear unabhingig (vgl. (25)). 

2. sga, + sga, (vgl. (26)) wnd |a,|<|a,|. 

V,. Wir definieren, von dem normierten Paar a = (a,, %) = (a, af) 
= a ausgehend, eine Folge a™ = (a, a) nach der Vorschrift: 

Fir n > 0 sei 


(n+) (n) . (m) 4) (n) 
$2) = mB) w= GDh = EP} 
(cee 1) U,, ay) d U,, ( 0/’ a” 
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Satz 3: Alle a™ sind normiert. 
Beweis: a® ist normiert nach Voraussetzung. Sei a” normiert 
(h => 0). Dann ist 


x . | a”) 
| — , a Baie 
2 | a” | 
also 
a”) 
ithi (A+1) — h) 
mithin wegen a! = af 
(A) | 
| a 
‘h+D) — h) A) = i a= (A+ 1 
| | = |e || r a) |< lah | = lagr|, 
1 


sg ach +2) — sg a") - 8g (u™ + ) = sg a! +). sg (wm + +) 
sg ait +1) +. sg ath + 0), : 

Da U, umkehrbar ganzzahlig ist, sind auch «+, a+» linear unabhangig. 
Satz 4: sga"+” + sga™, |a™+| < |a™| fiir alle n > 0. 
Beweis: Da (1,0) die zweite Zeile von U,, folgt die Behauptung 

sofort aus Satz 3 
Wir setzen: A, = U,; M.4: = U,-%,, 4 = (a\?) fir n> 1. 
Satz 5: Die U, haben nur nichinegative Koeffizienten und sind um- 

kehrbar ganzzahlig. Es gilt a}, >a >0 und fir n>2 aM >a/ > 0. 
Beweis: Da die U,(m > 0) nur nichtnegative Koeffizienten haben 

und unimodular sind, folgt dasseibe fiir die U,. Alle u™ sind > 1, da 


a” | <a”). Also gilt insbesondere a}, = u™ >1 = a2) >0. Sei 
jetzt a) >a”>0(kh=>1). Dann folgt a®+” = ua” + av >a 
= av*>») = a*% >0. Damit ist der Satz bewiesen. 


Satz 6: |a™+®)| < bla™| fiir n > 0. 
Beweis: Nach Satz 4 fallt |«™| echt monoton. Ist |a®+»|< })a™|, 








so sind wir schon fertig. |a®**+»| = 4|a™| ist wegen der linearen Un- 
abhangigkeit von a+”, a@+” nicht méglich. Bleibt also der Fall 
. } agt) 
am+)| > g/a)|. Hier ist wegen a = ato L< [arn < 2, 
1 
u™+) =], mithin 
am + 2) = oin+d oe ae + D op a”) os ast 


und wegen Satz 4 
jae t| = lagi — Jar] <dlem, 
w. z. b. w. 
Nach Satz 6 gibt es einen Index n, derart, daB |x| fiir alle n > n, 
" “) Mit 


kleiner ist als die Hauptkonstante y,(U%) der Matrix A = ¢ a 
23 


diesem Index beweisen wir die Siatze 7, 8. 


oe ee ae 
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Satz 7: Sei n>n,. 
héingig). 

Beweis: Zunichst ist |ay| = |a®-»| < |a| < y,(U), ferner 
a” =aMa,+aMa, mit af >0O nach Satz 5. Sei jetzt A= 
b, a, + 6, a, (b, > 0) und |A| <|a™|. Da die UM, umkehrbar ganzzahlig, gilt 
A= c,a™ + c,a™. Wegen |A|< |a™| und wegen Satz 3 ist also c, + 0, 
sgc, + —S8ge,. Also folgt wegen 6,>0 b, = |c,a%)|+ \c,af}|. Da 
¢, + 0, ist b, >a, also nach Satz 5 und wegen |A4|< y,(H) 5, >a. 
Damit ist gezeigt, daB af ein u,, ist; Satz 3 und 5 geben mit Riicksicht 
auf b, = |c,a™|+ |cgaM| a® = paar = A,. 

Wegen aft? = a™ folgt sofort der 

Satz 8: Es gibt zwei Zahlen n,, m, derart, daB 

ayo +P) = Uno +p (p = I, 2, 3, — * 

Wir geben jetzt eine andere Interpretation des Verfahrens V,, deren 

Verwandtschaft mit dem Kettenbruch der Leser sogleich erkennen wird. 


V.. Wir definieren, von dem normierten Paar r, = (0,, T,) aus- 
gehend, eine Folge r, = (@,, T,) nach der Vorschrift: 
Sei r, gegeben (n > 0). 


1. Schritt: Wir setzen 3 (Gm t) = (1, 2,). 


Dann ist «& = Ly, a” = A, (m von n ab- 


(n) 
2. Sehritt: Wir bilden U, = (“ ) mit uw” = [— x]. 


Wir definieren: r,,, = U,-(1, xn): 
Bemerkung: t, = +1 fir n > 1. Die Zahlen u™ sind die Koeffi- 
zienten des reguliren Kettenbruchs von — _. 
0 
Ist (Oy T) = (%,, %), a” = (a, a) die in V, (8. 349) definierte 
Folge, so gilt der 
} + aim) 
Hilfssatz 11: a“ a, ae si jie alle » > 1, 
ay” = Q)--- On—1°T 


i 


und der 


Satz 9: Sei n>0O. Die Matrizen U, von Vy und Ve stimmen 
therein, desgleichen die Zahlen uw". Die Zahlen ui) = [- ] sind die 


(n) 
Koeffizienten des reguliren Kettenbruchs von — = 
Aus Hauptsatz 2, 3, Satz 7, 8, 9 folgt die Periodizitit des reguliren 
Kettenbruchverfahrens von — a, falls — a eine reelle algebraische Zahl 
1 1 


zweiten Grades, sowie der bekannte Satz von Serret iiber die regularen 
Kettenbruchentwicklungen aquivalenter Zahlen (hier mit der Einschrankung, 
daB diese Zahlen einem reellen quadratischen Kérper angehéren).- 
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§ 2. 

Zerlegung des im § 1 gegebenen Verfahrens in Elementaroperationen. 

V3. Seien £,, £8, beliebige, reelle, rational unabhingige Zahlen, 
sgh, + sg fy. 

Wir definieren, von b, = (8%, BY) = (B,, B,) ausgehend, eine Folge 
von Paaren b, = (f, B™) nach der Vorschrift: 

Sei b, gegeben (n > 0). 

1. Schritt: Wir ordnen f”, 8% nach der GréBe ihrer Betriige und 
erhalten ein Paar (f,", fy”) (i,k = 1,2; i + &) mit [pi | < |B” |. 

2. Schritt: Ist |p!"| < |p\" + BY” |, so setzen wir 


b, ‘7 = (B™, pm + B). 


Ist || > |B” + A. |, 80 setzen wir bas, = (BS + BY”, Ai”). 

Bemerkung: Der Fall |f;"| = |f\"" + £{"| kommt wegen der linearen 
Unabhangigkeit von £,, 8, nicht vor. Der 1. Schritt kommt iiberhaupt 
nur fiir n = 0 zur Anwendung, da fiir n > 1 stets sowieso |f”| < |B |. 


Definition 8: Wir bezeichnen die in Vg definierte Folge von Zahlen- 
paaren b, = (B™, BY) (n > 0) mit m(f,, B,), die durch 
(i) = >. (5) (n > 0) 
definierte Matrizenfolge D,, mit M(f,, B,). 
Es gilt der 
Satz 10: sgh” + sgfy fir alle n>0. Die Elemente der Folge 
M (B,,B,) sind umkehrbar ganzzahlig und haben nur nichinegative Koel fizienten. 


Kapitel 4. 
Die Auflésung der Ungleichung 0 < |#+yyw+ezeo|<1 


In diesem Kapitel treffen wir die Vorbereitungen zur Definition 
unseres Algorithmus fiir die komplexen kubischen Kérper. 

Definition 9: Sei a komplex, x positiv, <1. Der Bereich aller 
Punkte ¢ der komplexen Zahlenebene, fiir die|*| <1, 0 <|I(=)| <2, 
heiBe B(a, 2). 

Im folgenden sei K ein fester, komplexer kubischer Kérper. Kleine 
lateinische Buchstaben (mit Ausnahme von i in der Bedeutung )— 1) 
mit und ohne Indizes bedeuten ganze rationale Zahlen. 
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Ist « Zahl des Kérpers K, so liegen von den Zahlen aus K 
auf |¢| = |a| nur « und —a, 
auf |¢| = @|a|, wo @ algebraische Zahl 2. Grades, keine, 
auf R(=) = } nur >: 
auf J(£) =<, wo o algebraische Zahl 2. Grades, keine, 
auf J(=) = 0 nur die Zahlen 1t-«, wo 7 rational. 


Von dieser Bemerkung werden wir nur stillschweigend Gebrauch machen. 


§1. 
Berechnung von Lésungen der Ungleichung 0 < |a + yw+2@|<1. 
Seien y= y, +iy,, @ = w,+i@, Zahlen aus K; y,, y,, @,, @, 
reell. 
Definition 10: Das Tripel (a,, a, «;) von Zahlen aus K heipt 
normiert, wenn es folgende Bedingungen erfiillt: 


(39) 1. @,, a, «, sind linear unabhdngig (vgl. (33)). 
(40) 2. Alle Tripel (x,, 2, £5), fiir die 
(41) 0 < |z,4,+ 7,4, +2,4,| < |a,|, 


sind mit (0, 0, 0) vergleichbar. 

Bemerkung: Nach Hilfssatz 4 ist (40) in (34) enthalten. 

Schon im quadratischen Kérper spielten die normierten Paare eine 
wichtige Rolle (vgl. Satz 3 und den Beweis zu Satz 7). Die normierten 
Tripel haben den Vorzug, daB sie eine besonders bequeme Auflésung der 
Ungleichung (41) zulassen. Die Lésungen haben auBerdem, wie wir sehen 
werden, bemerkenswerte Eigenschaften (vgl. Einleitung 8. 332). 

Wir wollen bei der Auflésung von (41) das spezielle Tripel («,, «,, a) 
= (1, y, w) zugrunde legen, da wir von hier leicht zum allgemeinen Fall 
zuriickkommen kénnen. Also: 


(42) (1, y, w) sei normiert. 
Dann gilt 
(43) ¥,, @, sind linear unabhangig; 


sonst giibe es zwei Zablen r, ¢ derart, dab £ = ry + sw reell, also wegen 
seiner Zugehérigkeit zu K rational wire. Dann miiBten also 1, y, w 
linear abhaingig sein im Widerspruch zu (39). Weiter ist 

(44) 8g Y, F 8g %,, 

was scfort aus (40) folgt. Wir wahlen jetzt z so, daB |x+ y, — o,|<}. 
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Da 1 in K liegt, folgt aus (39), (40) |z + y—a| > 1, also 
1<|z+y—o? =|z+y, —o,/+|y,—%,? 53+/y, —o,), 


(45) |v. —@,| > 4 V3. 
V,. Wir berechnen jetzt nichtnegative Lésungen der Ungleichung 
(46) 0< |t+yy+z0|<1 


nach einer festen Vorschrift: 

Wir berechuen die zum Paare (y,, w,) = (yp, wf) gehdrige Folge 
m(y,, @,) nach Vs, (Kap. 3, $2). Das ist wegen (43), (44) méglich. Die 
sukzessiven Paare der Folge nennen wir (yy, wy) (n = 0, 1, 2, ...). 
Dann ist 

. = PN Yt Pisa 
wo) = =_ py) Y, + py} @,, 
wo (p)) Glied der Matrizenfolge M (y,, «,). 

Wir gehen in der Berechnung der Folge m(y,, @,) bis zu dem ersten 
Index A > 0, fiir welchen 


P| <2V3 joP| <4 V3 
ist. Wenn bereits | py! < 493, |w| < 43, so eriibrigt sich die Ent- 
wicklung; dann haben wir h = 0. 
Sei jetzt 
@(2) = c+ Pvt Pim, (2) = 2+ Priv + pro; 
‘wir bestimmen von allen Zahlen z diejenige, z,, fiir welche 
(47) | 0, (z,)|< 1 und R {o,(z,)} = 2, + p® y, + po, méglichst klein 
ist, desgleichen von allen Zahlen z diejenige, z,, fiir welche 
(48) | 0,(z,)| <1 und R {e,(z,)} = 2, + pY, y, + po, méglichst klein 
ist. Diese Bestimmung ist stets durchfiihrbar: denn nach Konstruktion von 
y, of ist V1 — (py)? > 4, yl — 1 — (wo)? > +4 und daher 
(49) x, die kleinste im Intervall 
— Pv, — Po, — VI— (PF <2 < — phy, — po, + VI— (PP 
gelegene ganze rationale Zahl, 
(50) x, die kleinste im Intervall 
— PNY: — PRO, — Vi—(@Py <2 < — phy, — po, + V1— (oP) 
gelegene ganze rationale Zahl. 
Wir setzen 
(z,, , py) = (u,, %, w,), (z,, », *) = (u,, Uy, W;), 
und diese Tripel stellen, wie aus (40) und Satz 10 ersichtlich, zwei nicht- 
negative Lésungen von (46) dar. — 











7 


LS = 





Re 











Grundeinheit der kubischen Kérper mit negativer Diskriminante. 355 


Wir setzen jetzt 
6, = u4u,+%,y9+u,o, 6, = u,+v, y+ wo. 
Dann ist wegen (47), (48) 


(51. 1) |4,|, |d,| <1. 

(51. 2) |6, — 1], |6, —1|>1. 

(51. 3) R(6,), R(6,) < 4. 

(u,, V,, W,), (Ug, V, W,) sind nicht nur Lésungen von (46), es gilt sogar: 
(52) 6,, 4, liegen in B(1); 

denn es ist 


O<|J(u, +0, y + w,0) | = |J (0, (2) | =|p% va + PROy| =| P| < 4 V3, 
0< |J(u, +0, y+ wo) | =|o|< 473. 

Weiter gilt: 

(53) sg py + sgw, d.h. sgJ(d,) + sgd (6,); 

das folgt aus Satz 10, da (y{, wf) Glied der Folge m(y,, «,); 

(54) |py—co|=|y|+|o| > V3, d. h. | J (d,)—J(4,)|=|J (6,) +|J (8,)| > 4935 
fiir A = 0 haben wir das schon in (45) bewiesen, fiir h >1 schlieBen wir 
so: Jedenfalls ist nach Vs 


ye) 1 0) sy@ _ 0 ly (ye 
(oi ») oy = 11) (Se) oder =() _ 1) (oo) 
—1 1, /y® _ fl —1y (ye 
- =( 1 0) (pu) = (( 1 (om) 

Also mu8 wegen der Minimaleigenschaft von h | y¥? — w¥| > 43 sein. 
Zusammen mit (53) folgt (54). Von Wichtigkeit ist auch die Gleichung 
(55) v,W,— 0,0, = +1, 
die wir Satz 10 entnehmen. 

Hilfssatz 12: Seien 6,, 6, komplexe Zahlen mit R(6,), R(d,) < 4; 
si 6 = ad, +b6,+¢, —1 < R(6)< 1. Dann gilt 


im Falle (a, 6) > (0, 0), a+6=0 (2) cat}, 





a+b=1(2) c>— 


im Falle (a, b) << (0,9), a+6=0(2) cx— 








a+b=1(2) ex 5-% 
Beweis: Im Falle (a, 6) > (0, 0) ist 
—1< R(d) = R(ad, +54, +0) = aR) + OR) +o< + g+e, 
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im Falle (a, b) < (0, 0) 
S.. 


+1>RO>$4+5H+6 
Satz ll: (x;, y, %) (i = 1, 2) sollen die Eigenschaften haben: 
(56) 1. (©, Y:, 2%)» (Les Yes %q) sind nichtnegativ, 
(57) 2. Y:%— %2% = +1; 
% sei positiv, < 1, (1, y, w) sei normiert. Die Zahlen ; 
6,=2,+y,¥9+2,0, 6=2,+4y,y+2,@ 
sollen die Bedingungen erfiillen: 


(58) 3. 6,, 6, liegen in B(1, 2), 
(59) 4. sgJ(6,) + sgJ (6,), 

(60) 5. | J (9,)| + | J (6,)| > 2, 
(61) 4 — 1 141] > 1 


Ist dann (x, y, 2) irgend ein nichtnegatives Tripel, fiir welches 6 = 2+-yy 
+ zw im B(l, x) hegt, so gilt entweder (x, y, 7) >(2,, y,, 2) oder 
(xz, y, 7) = (%,, Yo> Z,). 

Bemerkungen: Zunichst machen wir uns klar, da8 fiir 2 = 4/3 
die durch die Vorschrift V, berechneten Tripel (x,, y;, z;) = (uz, ¥;, w;) (¢ = 1,2) 
nach (51) bis (55) alle Voraussetzungen des Satzes 11 erfiillen. Es ist auch 
leicht einzusehen, daB fiir alle 2 mit 0 <a< 143 zwei Tripel der im 
Satz geforderten Eigenschaften existieren. Wir brauchen zur Berechnung 
solcher Tripel unsere Vorschrift V, nur dahin abzuindern, daB wir die 
Folge m(y,,@,) bis zum ersten Index h >O entwickeln, fiir den 
y™|, |w | < 2; im iibrigen kénnen wir die Vorschrift ungeandert beibehalten. 
Sobald aber x > 173 ist, kann die Vorschrift undurchfiihrbar werden, 
da die in (49) und (50) angegebenen Intervalle so klein werden, daB sie 
keine ganze rationale Zahl mehr zu enthalten brauchen. Satz 11 recht- 
fertigt die Definition: 

Definition 11: Sei a positw, <1 und (1, y,@) normiert. Existieren 
zwei Tripel (x,, y;, 2%) (t = 1,2) mit den Eigenschaften (56) bis (61), so 
sollen sie von allen nichtnegativen Tripeln (x, y, z), fiir die r+ yyp+zw 
in B(1, x) liegt, die betden kleinsten Tripel heiBen. 

Von Wichtigkeit ist, daB diese beiden kleinsten Tripel — wie aus 
Beispielen hervorgeht — nicht vergleichbar zu sein brauchen, eine Eigen- 
schaft, in der sich die Lésungen der Ungleichung (46) wesentlich von 
denen der Ungleichung 0 < |z 4+- yx| < 1 (y <0) unterscheiden. 

Nun zum Beweise des Satzes 11. (2, y,z) habe die Eigenschaften : 


(62) (z,y,2) nichtnegativ, aber verschieden von (z,, y,, 2,), (ps Yo» 22); 


, 


(63) &=2+ yy +2 liegt in B(1,2). 








ty 
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Dann ist wegen (57) 
(z, y, z) = a(x,, y,, 2,) + b( a4, yy, %) + (1, 0, 0) 


(64) 8 =a-d, +b-4, +e 
also 
(65) y = ay,+ by, z= az, + bz. 


Aus (57) folgt (y,,2,), (yp, 2%) + (0,0), also wegen (56) sogar (y,, z,), 
(y,, 2%) > (0,0). Da 6 in B(1, 2) liegt, folgt aus (59), (60), daB (a, b) 
mit (0,0) vergleichbar ist. Wegen (62), (63) erhalten wir also insgesamt 
(66) (y, z) > (0, 0). 
(67) (a, 6) > (0, 0). 
Wir kommen jetzt zum Vergleich des Tripels (x, y,z) mit (x,, y,, z,) und 
(Z_, Yo» %)- Zunachst stellen wir mit Hilfe von (65) fest: 
- a>0b=0, sogilt (y,z) > (y,, 2%), 

a=06>0, so gilt (y,z) >(y,,2), 

| a >0 650, so gilt (2) > (ys #), (yas) 
Wir vergleichen, indem wir die Darstellung (64) benutzen. Die Anwen- 
dungen des Hilfssatzes 12 beziehen sich immer auf 6; = 2, + y,y + 2, 
(j= 1,2), d=2+yy-+z@. Die Voraussetzungen dieses Satzes sind 
wegen (58), (61), (63) erfiillt. 

Im Falle z, = 0, z, = 0 ist (z, y,z) = (c, y,z). Wegen (66) ist 
(y, z) > (0, 0), also wegen (42) c > 0. 


(68) 


Ist a > 0, so folgt aus (68) 
(z, y, z) > (2, Y1» %)> 
a = 0, so folgt aus (67) b> 0 und aus (68) 


(x, y, 2) > (y, Yq, %)- 
{m Falle z, > 0, x, = 0 ist (x,y,z) = (az, + ¢, y, 2). 
Ist a = 0, so folgt aus (66) und (42) c > 0, aus (67) b > 0, also 
(2, y, 2) > (La Yo» 22)- 
a = 1, b=0, so folgt aus (58), (61), (63), (64) c=0, also mit (68) 
(z, y, 2) an (z,, Yi> 2,). 
a= 1, b> 0, so folgt wegen (66) und (42) z => 0, und mit (68) 
(2, Ys 2) > (ys Yos %)- 
a > 2, b= 0, so folgt wegen z, > 1 und Hilfssatz 12 


zg=ar,+e¢>2,+(a—1)+¢, also 
im Falle a = 0(2) z2>z,+a-1-5, 
im Falle a = 1 (2) r>2,+a—-1-4 — Lm 
zusammen z > z, und mit (68) 
(x, y, 2) > (ys Ys Z,)- 
a> 2, b> 0, so folgt aus (66) und (42) z > 0 und mit (68) 


(x, y, z) > (Ly, Mas %)- 


Mathematische Annalen. 112. 24 
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Der Fall z, = 0, z, > 0 wird entsprechend erledigt. 
Im Falle z, > 0, z, > 0 ist (z, y, z) = (az, + ba, + ¢, y, 2). 
Ist a = 0, b = 1, 80 ist wegen (58), (61), (63), (64) c> 0, also mit (68) 
(x, y, 2) > (2, Yas %)s 
0, b> 2, so wird wegen z, > 1 und Hilfssatz 12 
z=bz+eS>2,+6—1+¢, 
bei b = 0(2)>2,+b—-1—4, 
bei b= 1(2)>2,+b-1-4-—2, 
also z = ba, +¢ > z,, und mit (68) 
(2, y, 2) > (24, yy» %)- 
a = 1, 6 = 0, so wird wegen (58), (61), (63), (64) c > 0, also mit (68) 
(z, ¥; z)> (z,, Y,> 2,)- 
a =1,b>0, so wird wegen z,,z,>1 und wegen Hilfssatz 12 
g=ar,+b2,+¢>2,+(a—1)+b)+¢, 
bei a +b = 0(2) 2>z,+(e—1)+b—272, 


2 
bei a+b = 1(2) 222,+(0-1)+b—4-*?° 


2 > 
also z > z, und mit (68) 
(z, ¥y, z) > (z,, 41> z,). 
a>2,6>0, so folgt wegen z,,z, > 1 und Hilfssatz 12 
g=-azr,+b2,+¢>2,+(a—1)+b+¢e, 


bei (a +6)=0(2) >2,+(a— 1+5—S2°, 


bei (a + b) = 1(2) 2>2,+(e—-1)+b-5— 
z > z,, also mit (68) 
(2, y, z) > (2, Yr» %)- 

Damit ist unser Satz bewiesen. 

Die Berechnung der Folge yu, (vgl. 8. 348) verlangt nun die sukzessive 
Auflésung von Ungleichungen der Art (46), und zwar miissen die Lésungen 
méglichst kleine, nichtnegative Tripel darstellen. Um solche Tripel zu er- 
halten, wird man an Had der Vorschrift V, zunachst unter allen nicht- 
negativen Tripeln (x, y, z), fiir die « +- yy + zw in B(]1) liegt, die beiden 
kleinsten, x,, x,, bestimmen. Der Bereich B(1) ist namlich der gréBte 
der Bereiche B(1, x), fiir den die Bestimmung solcher Tripel nach unserem 
Rechenschema durchfiihrbar ist (vgl. 8. 356, Zeile 24). Es ist aber méglich, 
da8 in H, (1) + H,(1) — B(1) noch Zahlen 6 = «+ yy + zm liegen mit 
der Eigenschaft, daB x = (z, y, z) nichthegativ und mit x,, x, unvergleich- 
bar oder sogar kleiner als £,,%, ist. Das wird durch Beispiele bestitigt. 
Man kann beweisen, da8 sich solche Tripel x immer in der Form 


x= ax,+6z,+c, wo a,b+0, sga+sgb, a oder b= +1, 


a 





a+b 
> 


wie 
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darstellen. Trotz weiterer naherer Angaben, die man iiber die x machen 
kann, ist ihre Bestimmung sehr miihsam, insbesondere dann, wenn einer 
der Imaginarteile der Zahlen 


1» 1 
=n-(v), 6, = %,° ) 
w/ 


@ 
sehr klein ist. Sie fiihrt notwendigerweise zu einer Wahl zwischen m mit 
groBer Miihe berechneten Zahlen, wobei m je nach Art von 4,, 6, beliebig 
groB werden kann. Eine solche Wahl kann aber nicht mehr als Rechen- 
schema bezeichnet werden. Wir werden bei der Aufstellung des Algorithmus 
auf die Ausrechnung der x schon verzichten, wenn die genannte Zahl m > 2 
ist. Freilich erhalten wir die Folge «, dann nicht mehr liickenlos, vg). 
aber S. 348, Zeile 18. AuBerdem hat diese MaBnahme erhebliche Ver- 
einfachungen in der Theorie zur Folge. 

An dieser Stelle ist es angebracht, festzulegen, welche Lésungen von 
(46) wir bei der Definition unseres Algorithmus zugrunde legen wollen, 
und eine Vorschrift fiir ihre Berechnung zu geben. 


§ 2. 
Auswahi von Lésungen fiir den Algorithmus des Kap, 5. 

V;. Vorschrift zur Auswahl: 

Sei (1, y, w) normiert, y = y,+1Y,, @, = @, +15, Y,, Py, M1, 
reell. In der Vorschrift V, haben wir zwei Tripel, (u,,v,,w,) = (z,, p”, p/), 
(uy, Vp, W,) = (x,, p\, pf), bestimmt, die die Ungleichung (46) lésen. 
Wir setzen jetzt unter weiterer Verwendung der Bezeichnungen von V, 
(69) Uy, = (My) 5% 11> Wy) = (2, PY, PY) 

uy, = (ty, 5% 1, Wy.) = (%,, PP, PY 
und, 
(70) wenn |, (2, + 1)|< 1: Uy, = (U9, M9, M9) = (x, + 1, vp, pi), 
wenn | 0, (%_-+ 1)|< 1: Ugg = (Ugg, Vy9, Wy) = (2, + 1, pf, pl). 
Dann und nur dann ist |o,(z,+ 1)| <1, wenn z,+1 in dem unter (49) 
angegebenen Intervall liegt; dann und nur dann ist |o,(r,+1)| < 1, 
wenn z,+ 1 in dem unter (50) angegebenen Intervall liegt. 

Sei weiter 0,(z) = 2+ (p — p) p+ (p) — p)w. Wir priifen, 
ob eine Zahl a, existiert mit |0,(z,)| < 1. Dies ist dann und nur dann 
der Fall, wenn 
(71) das offene Intervall mit den Grenzen 

(— p® 4- p®) y, +(— 9 + p) @, + 7 (py — wi)? 
existiert und eine ganze rationale Zahl x enthalt. Das ist nicht immer 
méglich, da nach (54) | py — wY| > 473; gibt es aber im Intervall (71) 
24* 
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eine ganze rationale Zahl z,, so ist |@,(z,)|< 1 und |o,(z)| >1 
fiir z + 2,. , 
Im Falle der Existenz von x, setzen wir nun 
wenn (pi oa PY? pi? aa PY) > (0, 0): 
Uy, = (uy,, Yor> Wo) _ (Zp, PY? = Py); Py? — PY)» 
wen (pi) — PY}, PY — PL) < (0, 0): 
u, = (Uy,, Vor» Wy) = (— Zo. — py +. Py, oe PY} 7 PY). 
Weitere Fille brauchen wegen | o,(z,)| < 1 und (42) nicht unterschieden 
werden. Mit den durch (69), (70), (72) definierten Tripeln u,, setzen wir 
O:. = Un t+ tir Y+Wyw. OO, ist nur definiert, wenn u,, existiert. 
Definition 12: Jedes ezxistierende, in Vx definierte u;, heiBe aus- 
gezeichnete Lésung von (46). 
Fiir spitere Uberlegungen sind nun folgende Bemerkungen von 
Wichtigkeit: 
(73) Alle ausgezeichneten Lésungen sind nichtnegativ. 
(74) Unter den fiinf méglichen ausgezeichneten Lésungen befinden sich 
immer U,,, Uy;- 
(75) Es gilt Vi, Ws, —%,%,, = + 1. 
(76.1) 6,,, 6,, liegen in B(1). Liegt 6,, in B,(1) (p = 1 oder 2), so liegt 
6,, in B, (1), wo q die von p verschiedene der Zahlen 1, 2. 
(76.2) | J (4,, — 5,,)| > 4 V3. 
(76. 3) | 6,, az 1|, 155, —1| eS t- (76. 4) R(6,,), R(4,,) < . 
(77.1) Dann und nur dann, wenn |46,, + 1| <1, existiert 6,,; dann und 
nur dann, wenn |6,, + 1| <1, existiert 4,,. 
(77.2) Im Falle der Existenz von 4,, ist 6,, = 6,,+ 1, im Falle der 
Existenz von 4,, ist 6,, = 6,, +1. 


Im Falle der Existenz von 6,, ist 





(72) 





(78.1) | J (4, ,)| = \J (4, ,) — J (45,)| 
(78. 2) \J (4,,)| > 473 
(78. 3) |R(d,,)| <4 


(78.4) (v,,, w,,) mit (v,,, w,,) vergleichbar und (v,,, w,,) + (¥,,, W,)- 
Die Behauptungen (73) bis (78) folgen teils direkt aus der Definition 
der u,;,, 9;,, teils aus (51) bis (55). 


§ 3. 
Transformation in normale Tripel. 
Nachdem wir unter der Voraussetzung, daB (1, y,@) normiert, die 


Lésungen der Ungleichung 


(79) O0< iz- yy+zo!| = l 
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behandelt haben, ist es von Wichtigkeit, zu entscheiden, ob es stets eine 
umkehrbar ganzzahlige Transformation gibt, die ein beliebiges Tripel in 
ein normiertes iiberfiihrt. 

Definition 13: Bin Tripel («,, «,, «,) von Zahlen aus K heiBt normal, 
wenn es folgende Bedingungen erfiillt: 


(80) 1. (@,, %, %) tst normiert. 
(81) 2. Ist (x,, 2, 2,) eine Lésung der Ungleichuny 
(82) 0 < |z,a,+ 2,0, + z,a,| < |a,|, 


so sind x,, 2, vermdge (82) durch x, eindeutig bestimmt. 
Satz 12: Jedes Tripel («,,%,,%,) linear unabhdngiger Zahlen aus K 
lapt sich durch eine umkehrbar ganzzahlige Transformation U der Gestalt 


a 
WA = | a, ayy s. 
\@3, Use 35 
in ein normales Tripel iiberfiihren. 
Der Beweis enthalt gleichzeitig eine Vorschrift zur Berechnung einer 
Matrix & der verlangten Eigenschaft. 


Beweis: Wollen wir («,, «, «,) in ein normales Tripel transformieren, 


° ° . . . % a 
so brauchen wir nur eine Transformation zu bestimmen, die ( 1, ~s 22) 
1 1 


in ein normales Tripel iiberfiihrt, und das so erhaltene Tripel mit «, zu 


multiplizieren. Sei also (1, ¢, 7) = ( a =, *3), Nach Voraussetzung sind 
1 1 


1, ¢, 9 linear unabhangig. Sei €=¢,+7%0,, 9 = 4, +4, £1503, > Ms 
reell. Zuniachst sind ¢,,¢,, %,, 4, + 0: Keine der Zahlen ¢, 7 kann wegen 
der linearen Unabhangigkeit von 1, ¢, 7 1. Grades sein; da K vom 3. Grade, 
sind es also ¢, 7 auch, d.h. beide sind Kérpererzeugende von K. Da K 
komplex, miissen also ¢, 7 einen von Null verschiedenen Imaginirteil 
haben. Ware weiter z. B. R(f) = 0, so miiBte € vom 2n-ten Grade 
sein, wahrend der Grad von K ungerade ist. 

Ve. Die Vorschrift, aus (1, ¢, 7) durch umkehrbar ganzzahlige Trans- 
formation ein normales Tripel herzustellen: 

Die Zerlegung der im folgenden cingefiihrten komplexen Zahlen ¢“, 7” 
(k= 1, ..., 5) in Real- und Imaginarteil sei (“) = (® + i2®, n = ym + in. 


1. Schritt: Sei a, = — sg (=) Wir setzen 
2 


fl 100 1 
(=) - (0 «0 (:) 
™ 001/ \n 
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2. Schritt: Sei a, die kleinste nichtnegative (g.r.) Zahl, fir die 
[CW -— a, P| > 2. Wir setzen 


ne 10 0 1 
(2) = (o 1 -«) (co 
ni 0o¢g 1 ea 


3. Schritt: Sei a, die kleinste nichtnegative (g. r.) Zahl, fiir die 
—a,f” + n?| > 2. Wir setzen 


1 S824 ie 
(e) - fo 1 0 (c=) 
, 0 — a, 1/ nf? 


4. Schritt: Sei a, die kleinste nichtnegative (g. r.) Zahl, fiir die 
—a,4+-(®< —1. Wir setzen 


1 f100\ /l 
ta) = {a ] ) Gai 
rf / 001 nf, 





j 


5. Schritt: Sei a, die kleinste nichtnegative (g. r.) Zahl, fiir die 
—a,+7< —1. Wir setzen 


Bb 100 1 
(2) — 01 ) co) 
n® — a, 0 l i 


100) / 100) /1 0 0 (10 0) /1 0 oO 
a= | 0 1 o}(-a 19) 0 1 0) (01 -a) (0 a, 0} 
-a, 01 0 01/ \o -a,1/ \oo 1/ \0 0 1 


Definition 14: Die m der Vorschrift V_ fiir das Tripel (1, ¢, n) 
= (1, 2, >) linear unabhdngiger Zahlen aus K definierte Transformation U 
heiBe die zu (a,,a,,a,) gehérige A-Transformation. 

& ist nach Konstruktion umkehrbar ganzzahlig und hat die in 
Satz 12 erwihnte Gestalt. Zum Beweise von Satz 12 geniigt also der 

Satz 13: Die zu («,,a,,%,) gehdrige A- Transformation U fiihrt (a, , %,, «;) 
in ein normales Tripel (B,, B,, B;) tiber. 

Beweis: Wir brauchen nur zu zeigen, daB (1, ¢, 7) normal ist. 
Dieses Tripel hat nach Konstruktion die Eigenschaften (83) bis (86): 


(83) 1, €®, » sind linear unabhingige Zahlen aus K. 
(84) sg CY + sg nf? 
(85) OP, |aP| > 2. 
(86) lf, 1) < —1. 


Ist (x, y, z) Lésung von 
(87) 0< |rt+yl+ | <1, 


es 


RS 


= aa ee 
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so folgt 
(88) (e+ yl? + 2nPyP <1. 
(89) (yop +empy <i. 
Aus (87) folgt: y,z sind nicht gleichzeitig 0; also folgt aus (85), (89). 
daB sie sogar beide von 0 verschieden sind, und aus (84), (85), (89), daB 
sie gleiche Vorzeichen haben. Aus (88) folgt weiter 
. —1l— yl) —2x9 << r<1l—yl—2n 
‘ und mit Riicksicht auf (86) 
(90) — T+ yl OPl+ 2|nP| <2 < 1+ ylOP|+ elm? |. 
Sind nun y,z < 0, so folgt aus (86) und aus der rechten Ungleichung 
in (90) << —1; sind y,z > 0, so folgt aus (86) und der linken Un- 
gleichung in (90) z > 1. Insgesamt ergibt sich, daB (1, 6, 7%) 
normiert ist. 
Wir wollen jetzt zeigen, da8 (1, f°, 7) sogar normal ist. Seien 
(x, y, 2), (2, y’, 2’) Lésungen von (87). Aus (89) folgt dann 
I(y’ — y) oP + (2 — 2) nP| < 2, 
und aus (84), (85), daB 
(91) y <y,2 << gleichzeitig oder y’ > y, 2’ >z gleichzeitig 
oder (y’, 2’) = (y, 2). 


STE Pe 


ia 


Nun folgt aus (90) 
(92) —2+ (y—y’)| 0+ (2-2) | NP | << 2-2 < 2+ (y-y/)|CP| + (2-2) | 7? |, 
also, wenn es Tt wes * z—2<0, dh 2#>-z, 
wenn y <y,2z <z, zw < 2. 
Wir notieren inzwischen den 
Hilfssatz 13: Sei U die zu (a,, a,,%,) gehdrige A-Transformation, 


‘B, a, 
0 =. (.} 
B, Xs 
Alle Lésungen (x, y, z) der Ungleichung 
0 < |xB, + yB,+ 2B,| < |8,| 
sind vergleichbar. Fiir jede einzelne Lésung gilt |x| > 1, y + 0, z + 0. 
Wir fahren im Beweise des Satzes 13 fort. Seien (z, y, z), (x, y’, 2’) 
Lésungen von (87). Dann folgt aus (92) 
~2<(y—y)EP| + @—2)|0P| <2, 
somit aus (86), (91) (y, z) = (y’, 2’), w. z. b. w. 
In dem Algorithmus fiir die komplexen kubischen Kérper wird eine 
A-Transformation auf das Ausgangstripel der zu entwickelnden Folge von 
Tripeln angewendet, da sie an dieser Stelle fiir Theorie und Praxis 


eS ee -  RRER RE 7 


ee eee ° 
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erhebliche Vereinfachungen herbeifiihrt. Fiir die darauffolgenden Tripel 
erweist es sich jedoch als zweckmiBig, sie nicht in normale Tripel zu 
iiberfiihren, sondern sie nur zu normieren. Wir wollen diese Normierung 
fiir die in Frage kommenden Tripel im nichsten Paragraphen zur Vor- 
bereitung durchfiihren. 


§ 4. 
Transformation in normierte Tripel. 
Seien «, 8 Zahlen aus K mit den Eigenschaften: 
1. a, 8, 1 sind linear unabhangig, 2. sg J (a) + sg J (6), 
(93) | ® 17 @1 +17 @| > 2 V3, 4. |B| <1, 
entweder 5a). |a|< $)3 
oder 5b). |a| <1; |J (a)|, |J (B)| > 1-493; |a—B + 2| >1 fiirallez 
V;. Vorschrift zur Normierung von (a, f, 1): 


‘@ 
R(a) <0, R(f)< 0, 80 setzen wir 


— 


R(a) > 0, R(B) <0, so setzen wir 


‘ 


R(a) <0, R(f) > 0, 


R(«) > 0, R(f) > 0, 


CorocorO Oro Oro 


1 
0 
0 
l 
0 
0 
0 
\0 
1 
0 
0 


Behauptung: (0,0, t) ist normiert. 


‘oO 10 0\ / 
Wir haben (°) = (0 1 I *) wo |g|,|f| = 1. Setzen wir also 
t 0 0 g/ \l 


0 = 0,+1Q,, ¢ = 9%, +44, 80 gilt: 
(94. 1) @,¢,7 sind linear unabhangige Zahlen aus K, t = + 1. 
(94. 2) SZ 0, + 8g 4,. (94.3) |o,|+|o,| > +73. 


(94. 4) 8g 0, = 8go,, 880, + SgT. 
Entweder 


(95) lol <<4¥3 
oder 


(96) le] <1; |oy|, |o,| >1—4V3; |o—o+2|>1 fir alle z. 
Sei jetzt (z, y,z) eine Lésung der Ungleichung 
(97) 0<|zo+yo+2t| < lol. 
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(o,¢, t) habe zunichst die Eigenschaften (96). Dann ist wegen |o| < 1 
(98) (ve, + yo,+2t? <1. 
(99) (% 0, + y9,)° <1. 

Aus (96), (97) folgt (x, y) + (0, 0). 
Im Falle z + 0, y + 0 folgt aus (94.2), (94. 3), (99), (96) sgz = sgy; 

(94.4), (98) ergeben dann, sofern z + 0. sgz = sgy = sgz. 

Im Falie z + 0, y = 0, z + 0 folgt aus (94.4), (98), 7 = +1 sga = sgz. 
Im Falle z = 0, y + 0, z + 0 folgt aus (94 4), (98), 7 = +1 sgy = sgz. 
(0,0, t) habe nun die Eigenschaft (95). Fiir jede Lésung von (97) gilt 
dann 
(100) |ee, +yo,+2t| < $73. 
(101) |z0, + yo,| <43Y3. 

Aus (90), (97) folgt wieder (xz, y) + (0,0). 
Im Falle z + 0, y + 0 folgt aus (94.2), (94.3), (101) sgz = sgy, 

(94. 4), (100) ergeben dann, sofern z + 0, sgz = sgy = sgz. 

Im Falle zc + 0, y= 0, z + 0 folgt aus (94.4), (100) sgz = sgz. 
Im Falle z = 0, y + 0, z + 0 folgt aus (94.4), (100) sgy = sgz. 
Damit sind wir fertig. 

Definition 15: Die in der Vorschrift V; fiir jedes Tripel («, B, 1) 
der Evgenschaften (93) definierte umkehrbar ganzzahlige Transformation heipe 
die zu (a,B,1) gehérige B-Transformation. 


Satz 14: Die fiir jedes Tripel (x, B, 1) der Eigenschajften (93) definierte 
B-Transformation fiihrt («, B, 1) in ein normiertes Tripel (0, a, t) iiber. 


Kapitel 5. 


Ein Algorithmus zur Berechnung von Teilfolgen 
der Minkowskifolgen in den komplexen kubischen K6érpern. 
(Berechnung der Grundeinheit.) 

Der Algorithmus ist der Vorschrift V, (S. 351) nachgebildet. Seine 
endgiiltige Formulierung findet der Leser auf 8. 386. Die im §1 gegebene 
Definition gestattet eine bequemere theoretische Behandlung. 

Kleine lateinische Buchstaben mit und ohne Indizes bedeuten stets 
ganze rationale Zahlen. 


§ 1. 
Eine vorliufige Formulierung des Algorithmus, 
Vs. Sei a = (a, B,y) = a, = («,,8,,7,) ein beliebig vorgegebenes 
Tripel linear unabhaingiger Zahlen des komplexen kubischen Kérpers K, 
U, die dreireihige quadratische Einheitsmatrix. 
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Wir definieren, von («,f,y) ausgehend, eine Folge von Tripeln 
= (a, 8.» %n) und eine Folge von Matrizen U, = (a‘;) nach folgender 

eS ie 

Seien a,, U, bekannt (n > 0). 

1. Schritt: Sei 

~ {fiir » = 0 die zu a, gehérige A-Transformation (Def. 14), 

* \fir n > 1 die zu a, gehérige B-Transformation (Def. 15). 

(Durch die Transformation S, erhalten wir ein normiertes Tripel 
(2n, On; T,) = Sn- (On, B,, Yn))- 

2. Schritt: Wir setzen (1, —, 2 *)= == (1, @e» Za) 

3. Schritt: Sei g, = y, 7%, = @. Wir bestimmen die (héchstens 5) 
ausgezeichneten Lésungen u,, (Definition 12) der Ungleichung 

0<\|r+yy+2z0|<1 

und schreiben, indem wir die Abhingigkeit von m zum Ausdruck bringen, 


Upp = Ue = (uie, Vin» Wit), Oe = Ore 
4. Schritt: Sei 
” C, _ {H, im Falle n = 0 
“ir =h = 16,-%, im Falle n > 1, 
de, (x, y, 2) = wel) + yet) + ze", diy = de, (ule, vie, wir). 
a) min {| J (6;"’)|, |J (d")||} < 1—4 y3. 


Sei uy) von den (héchstens 4) ausgezeichneten Lésungen u;; mit 


|, | << 43 diejenige, fir eg dg (Uy), Ypres Wp,) minimal ist, ¢ die 
von p verschiedene der Zahlen 1, 

b) min {| J (6)|, | (6)|) ee 

Sei uj’) von den (héchstens 5) ausgezeichneten Lésungen uj;’ diejenige, 
fiir welche dg (wu), vp, wy,) minimal ist. Liege 5,) in H, (1) (r = 1 oder 2). 
Sei s die von r verschiedene der beiden Zahlen 1, 2; ¢ von den (héchstens 2) 
Indizes u, fiir die 4} in H,(1) liegt, der kleinste. 

In Fall a) und b) setzen wir 

Ja”) {n) (n)\ 


Upq pq “pq 
u, = (ui ur wi 
:-— Ss 
und definieren: 
Mn+. = U,-C,(n => 0), dh. UM = U,, UM... — U,-S,-A, fir n> 1; 
Gir = U,, - (1, Pn> Xn) (n = 0). 
Unter der Voraussetzung, da8 unser Algorithmus V, fir die In- 
dizes 0, 1, 2,... usw. bis zur Bestimmung des Tripels (1, 9, y,) durch- 
fiibrbar ist, beweisen wir die Hilfssétze 14, 15. 


OE ee on 





Ore, 














| 
| 
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Hilfssatz 14: Fiir jedes n im Intervall 0 < n < m gilt 
On* QOn—-1--- Q (1, Pn> Xn) = €,, + (0. %, T))- 
Beweis: Fir n = 0 haben wir €, = Y,, also 
Gy (Cos Fos To) = (Go Fo, To) = Go (1, Pos Xo) 
Gelte der Satz fiir ein n im Intervall 0 <= n < m— 1; dann ist 
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1 
(i, Pn+1> Y%n+1) os meet? u,-(1, Pn> An) 


1 1 1 
ee eg ee MW, +1° (Oo, Fs T,) = Sia ses 9, En+1° (Oo Fo» To): 


Hilfssatz 15: Fiir jedes n im Intervall 1 < n < m gilt y, = +1, 
On = %, T = +1 (vgl. Bemerkung zu V3). 

Beweis: Da die dritte Zeile aller U,_,(1, 0, 0) ist, folgt y, = +1 
fiir die genannten n. Da G, fiir n > 1 eine B-Transformation, ist ibre 
erste Zeile (1, 0, 0), die letzte (0,0, + 1), also 0, = «,,7T, = +1 fiir die 
genannten n. 

Zunachst beweisen wir die Durchfiihrbarkeit des Verfahrens bis zur 
Berechnung von (1, 9,, z,) und treffen Vorbereitungen fiir die Induktion 
im Beweise zu Satz 15. 

Die A-Transformation ist fiir jedes Tripel linear unabhangiger Zahlen 
aus K erklart, S, ist also definiert und das Tripel (g,, ¢,, t,) normal. 
Da (1, @, %) @US (@,, 6), T) durch Division mit g, hervorgeht, gilt nach 
Hilfssatz 13, angewendet auf («,, «,, «,) = (a, 8B, y), UM = S,: 








(102) Die Lésungen (z, y, z) der Ungleichung 
(103) 0<|r+y¥%+2Zxj) <1 
sind vergleichbar; fiir jede einzelne Lésung gilt 

(104) jzij>1l, y +0. z +0. 


Wir behandeln jetzt die ausgezeichneten Lésungen der Ungleichung (103). 
Wir wissen zunichst nach (74) nur, daB wu), uw) existieren. 
(105) a) min {| J (8)|, |J (d9})|} < 1-43. 

Zunachst ist |J(d)|<1—}3Y3 (i eine der Zablen 1, 2). Ist 
R (8°) > — 4, 80 folgt wegen (76. 4) |8°.| < V()' + (1-473)? = V2—V3 
(Seite des dem Einheitskreis einbeschriebenen reguliren Zwélfecks). Ist 
aber —1< R(6)) < — }, so folgt 0 < R(O + 1) < +4, also |d{}+1| 
< y2 —Y3; dann existieren nach (77.1) 6) = df +1, ws. Aus der 
Voraussetzung (105) folgt also auf alle Fille die Existenz einer aus- 
gezeichneten Lésung u‘,, fir welche |6°2|< ¥2—Y3. Danach gibt es 
a fortiori von den ausgezeichneten Lésungen ut‘) eine, fiir die | {|< 4 v3, 
wie in der Definition des Verfahrevs verlangt wird. 
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Nun ist ©, = %,, also d‘°) = u;,”). Da die u‘"} Lésungen von (103) sind 
und (1, Po, %») normal ist, folgt, daB alle u;% verschieden sind. Daher ist u 
eindeutig bestimmt. Weiter ist wegen |d\)|< }¥3 p= 1 oder 2. Die 
Existenz von uy, folgt aus (74), (78. 2). 


In Vorbereitung auf Satz 15 schlieBen wir: Aus (104) folgt 1 <u‘), u{®; 
da U, = U,, folgt 


(106) a) a) > a > 0 
und, wenn 1B.) = lon] << 3793, a® >a, 
wenn |f,+ 1| = |d2|< 493, a} +49 > a® 
(vgl. Satz 5). Da a, = d)), B, = of, t = 1 oder 2, ist nach Kon- 
struktion und (76.1) 
(107) a,|< 43, iB} <1, |J(B,)| <4 V3. 
Wegen (77. 2) ist a. = J(6;'), also wegen (105) 
(108) min {|J (,)|, |J (B,)|} <i — 4 ¥8, 
wegen (76.1), (76.2) und p + t 
(109) sg J (a,) + sg J(B,), |J (a) — J(B,)| > 3 ¥3. 


Weiter gilt |4?)—1|>}Y3. Spina folgte aus (76.3) ¢ = 2 
also auch | 6,)| << 33 und ul <u‘), im Widerspruch zur Minimaleigen- 
schaft von u‘’). Zusammen mit (76.3) ergibt sich 


(110) ja, —1|>493, |6,-—1|>1 
und daraus wegen (107) 
(111) R(a,) <4, R(B,) <<}... 
Aus (69), (70), (75) folgt 
| 9,(0) w) | (0) (0) 
(112) "Pq Pa) - Wel 4-1, 
uw" Wi | V1 wi" | 








Insgesamt erhalten wir (vgl. hierzu (93)): 


«,, 8, 1 sind linear unabhingig (aus (112)), 
sg J (a,) + sgJ(B,) (aus (109), |J (,) — J (B,)| > 4 V3 (aus (109), 
ais) } 1:1 <1 14 (B)|< } V3 (aus (107), |B, — 1] >1, 

R(B,) < 4 (aus (110), (111)), 
min {| J («,)|,|J (B,)|) <1 — V3 (aus (108), 
la, | <4 V3 (aus (107)), ja, —1|> 473, R(«,) <4 (aus (110), (111). 





b) min {| J (4) |, |J(8%)|} > 1 — 4 V3. 
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Wie unter (105) folgt, daB u‘”) eindeutig bestimmt ist und 4;) existiert. 
Hier kann aber sehr wohl p = 0, oder auch ¢ = 0 sein. Wie oben folgt 


(115) a) > a) > a > 0 
und aus a, = 6°, B. = &§" 
(116) ja) <1, |B) <1. 


Aber die (107) bis (112) entsprechenden Beziehungen bediirfen einer be- 
sonderen Herleitung. Da u,, im Falle seiner Existenz > u,, nach 
Definition, folgt wegen der Minimaleigenschaft von u, , 


(117) q = 1. 
Daraus folgt wegen (76.3), (76.4), (78.2), (78.3) 
(118) ja, —1|, |B, -—1]/>1, Ra), R(B,) <<}. 
1. Sei zunichst 
(119) Oey = O- 
Dann ist ¢ = 1 oder 2. Nach Konstruktion von p, ¢ ist sg {J(6,))} 
+ sg {J (6;)}, also 
(120) sg J (,) 7 sg J (f,). 
Weiter folgt aus (78.2) |J()| > 373, also mit 2, = 4{? und (114) 
(121) | J (a,)| > V3, |J(B,)| > 1 — 2 V3. 
Mit (120), (121) ist 
(122) IJ (a) — J(B,)| > 1, 
(123) ja, —B,+2| > 1 fiir alle z. 
Endlich folgt aus (75) und wegen ¢ = 1 oder 2 
(124) “et wal = = it rH “mi Pe =i+1. 
\Uer Wer V1 Wey 
2. Sei jetzt 
(125) Opy + OP, 
also p = 1 oder 2. Wir wollen zunichst annehmen, daf 
(126) 2,. 6 existiert. 


Sei | die von p verschiedene der beiden Zahlen 1, 2. Dann ist wegen 
der Minimaleigenschaft von uf) uj’) > u®). Wegen (117), (102) und (72) 
folgt jetzt J (6) = J (6{?) — J (69), also wegen (76.1) sgJ (6) = sg J(6;’), 
aber + sgJ (6°); daraus folgt wegen der Minimaleigenschaft vont ¢ = 0, 
also 8, = 6°) = 6{°!; daher haben wir 

(127) sg J (a,) + sgJ(,) 

und wegen |J()| > 473 (nach (78.2), «, = 6%) und (114) 


(128) | J (a,)| > 1— 473, |J(B,)| > 3 V3. 
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Aus (127), (128) folgt 








(129) |J (a,) — J (B,)| > 1 

und damit 

(130) ja, —$,+2|> 1 fiir alle z, 

endlich aus (75) und wegen p = 1 oder 2, t = 0 

te pei | S la 

= A woth lan — on wig — wan 
Bleibt noch der Fall: 

(132) 2,. 6 existiert nicht. 

Dann ist ¢ die von p verschiedene der Zahlen 1, 2, also nach (76.1), (76.2) 

(133) sgJ(a,) + sgJ (8). 

(134) |J («,) — J (B,)| > 4 V3. 


Da 6°) nicht existiert, gibt es nach V,; keine Zahl z, fiir die 
| do) — 60) 7 z| <1 wire, d.h. es ist 


(135) ja, — 8, + 2| > 1 fir alle =z. 
Weiter folgt wegen (114) | J (d)) | = | J (80) | > 1-2 y3, 
|J (6!) | >1 — 473, also 
(136) |J(a,)|, |JB)|>1—3¥8 
und wegen (75) 
oe sp | _ [oft wt] 
137 . | = | = ‘ 
we of wl | ~ [ole wt] ~ 


Insgesamt erhalten wir (vgl. hierzu (93)): 
«,,8,,1 sind linear unabhangig (aus (124), (131), (137)), 


sg J(a,) + sgJ(B,) (aus (120), (427), (133), |J («,) — J(B,)| >4-¥3 
(aus (122), (129), (134)), 


(138); |8,| < 1 (aus (116)), |B, —1| > 1, R(B,) < 4 (aus (118), 
min {| J (a,)|, |J(B,)|} > 1 — 43 (aus (121), (128), (137)), 
}a,|<1 (aus (116)), ja, —1| > 1, R(a@,) < } (aus (118)), 





ja, —B, + 2|> 1 fiir alle x (aus (123), (130), (135)). 
Aus (112), (124), (131), (137) folgt allgemein: 


(139) U, ist umkehrbar ganzzahlig, 
aus (106), (115) 
(140) a?) , a > a > 0. 


Wegen (113), (138) wird nach Satz 14 das Tripel («,, 8,, y,) = («,, B, 1) 
durch die fiir («,, 8,, 1) erklirte B-Transformation in ein normiertes Tripel 
iibergefiihrt: (0,, o,, t,) ist normiert, 

(141) der Algorithmus ist sicher bis zur Bestimmung von (1, 9,, z,) 
durchfiihrbar. 
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Satz 15: Der Algorithmus ist durchfiihrbar. Fiir alle n > 1 gilt: 
A. Die U,, und U,,—, haben nur nichtnegative Koeffizienten und sind um- 
kehrbar ganzzahlig. 
B. a) Im Falle min {\J(a,)|, |J(Bx)|} <1 — 4 V3 gilt 
af, ai > af > 0, 
ferner bet |Bn| <4 3: ay) > af, 
bei |B, +1| <4 V3: af) + ay) > aM; 
b) im Falle min {| J (a,)|, |J(B,)|} > 1— 4 V3 gilt 
ay > ay? > ay > 0. 
C. Das Tripel (a, Bn, 1) besitet die Eigenschaften: 


(142. 1) On; Bn, 1 sind linear unabhingig. 
(142.2) sg J(a,) + sgJ(B,). (142.3) | (a,) — J (B,)| > $3. 
(142.4) |B,| <1. (142.5) |B, —1| > 1, R(B,) < 4, 


im Falle min {| J (a,)|, |J (Bn) |} <1—4¥3 
(143.1) Joa,|<4V3. (143.2) |a,—1|/> 473, R(a,) < 3, 


(143. 3) | J (Bx)| < 4 V3, 

im Falle min {\J (#,)|, | J (B,)|} >1—4¥3 
(144.1) |a,| <1. (144.2) |a,—1|>1, R(a,) < }. 
(144. 3) la, —B,+2\|>1 fiir alle z. 


D. a) Sei min {| J(a)|, | J (Bq) |i <1 — 43. 
Ist (a, b, c) irgendein Tripel, fiir welches aa, + 6B, + ¢ in B(1) liegt, 
so ist (a, b) mit (0, 0) vergleichbar. 
b) Sei min {| J(«,)|, |J(B,)|] > 1— 43. 
Ist (a, b, c) irgendein Tripel, fiir welches \aa, + bf, +¢|<1, 80 ist 
(a, b) mit (0, 0) vergleichbar. 
E. Set dy, (z, y, z) = va) + yay) + zal) und 
a) min {|J(a,)|, |J (Bn) |} <1— 473. 
Ist (a, b,c) ein von (1,0, 0), (1,0, — 1), (0, 1, 0) verschiedenes Tripel, 
fiir welches \aa, + 68, +-¢| <1, so gilt 
im Falle a>0b=0 dy (a,b,c) >a” > 0, 
a=06>0 = dy (a, b,c) > af} > 0, 
a>0b>0 dy, (a, b,c) > a”, a) > 0. 
Ferner gilt dy (1, 0,0) = a¥) > 0. 
dy (0, 1,0) = af) > 0, 
dy, (1,0, — 1) = af) — af) > 0. 
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Ist (a,b,c) ein Tripel mit a = 0, b> 0 und |aa, + 6B, +¢| < 473, 
o = dy, (a,b,c) > a%) > 0. 

b) min {|J (a) |, | J (B,)|} > 1 — 4 V3. 

Ist (a, b,c) ein von (1, 0,0), (0,1, 0) verschiedenes Tripel mit 
jaa, + bf, +¢| <1, so gilt 

im Falle a>0b=0 dy (a,b,c) >a%) > 0, 
a=06>0 = dy (a,b,c) >af > 0, 
im Fallea>06>0 dy (a, b, c) > aX, af) > 0. 
Ferner gilt dy (1, 0, 0) = a”) > 0, 
dy, (0, 1, 0) = a% >0. 
F. Sind zwei Tripel (a;, 6;, ¢;) (¢ = 1, 2) gegeben, fiir die 
—l1< Ria, «a, + 5,8, + ¢) <4 (§ = 1, 2), 
so folgt aus (a,, b,) > (a,, 6,) > (0, 0) 
dy, (a,, 5, ¢,) > dy, (ay, by, Cy). 

Beweis: Die Behauptungen A, B,C sind uns aus (106), (113), (115), 
(138), (139) fiir den Index n = 1 bereits bekannt. AuS8erdem wissen wir 
aus (141), da8 der Algorithmus bis zur Bestimmung von (1, 9,, z,) durch- 
fiihrbar ist. Der Beweis lauft nun so: 

Unter der Annahme, daB A, B, C fiir den Index h>1 gelten, 
beweisen wir die Aussagen D, E, F fiir den Index A. Unter der weiteren 
Annahme, daB der Algorithmus bis zur Bestimmung von (1, gq, 7») durch- 
fiihrbar ist, beweisen wir A, B, C fiir den Index h+1. Dabei zeigen 
wir zugleich, daB der Algorithmus bis zur Bestimmung von 
(1, @n+1+ %e+1) durchfihrbar ist. 

A, B, C sollen fiir den Index A gelten. 

Wir beweisen D a) fiir den Index h. Wir haben |J(aa, +-68, + ¢)| << 473, 
also |aJ (a,) + bJ(B,)| <4 v3. Aus (142. 2), (142. 3) folgt die Behauptung. 

Wir beweisen D b) fiir den Index A. Wir haben | J (a a, + 68, +.¢)| <1, 
also 


(145) ja J (a,) + bJ (B,)| <1. 

Wire jetzt (a, 6) nicht mit (0, 0) vergleichbar, also ja|, |b| >1, 
sga + sgb, so folgte zunichst aus (142.2) und (145) 

|ad (a) + bd (Ba)| = |a| | J (a,)| + 15] | 7 (B,)| < 1. 

Wegen (144. 3) ist nun aber (a,b) + (1, — 1), (— 1,1), also |a| oder |b| > 2. 
Daraus, aus (142.3) und |J(a,)|, |J(8,)| > 1 —4Y3  schlieBen wir 
jad (%,) + bJ (B,)| = |a| |J (a%)| + |b} iJ (B,) | 

=} |J (%)| + | F(B,)| + min {| J (a)|, |F | (Br)|} > 4 V3 + (L—4 V3) = 1, 
im Widerspruch zu (145). 
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Wir rie E a) fiir den Index fh. Wir wenden den Hilfssatz 12 
auf 6, = %, 6,=6,, d=aa,+68,+c¢ an. Dazu sind wir wegen 
(142. 5), (143. 2), |d| = |aa,+68,+c¢| < 1 berechtigt. Wir haben mit 
Riicksicht auf B fiir den Index n = h, indem wir (a, b,c) + (1, 0, 0), 
(1,0, — 1), (0, 1, 0) voraussetzen: 

Wenn a+ 6b=0 (2) dy, (a,b,c) > aa® + ba? — me a®, also 


beia > 0 b=0, mithina>2, dy, (a,b,c) >a”) + (a —l— $)a% >a, 


beia=0b>0, da, (a, 6,0) > a+ (b—1— 5) aN Ban, 


beia >0 6>0, dy, (a, b,c) > a” + (a ~{+5— +) a”) > a 


2 31 Se 119 


dy, (a, b, c) > a) +(a ry yee eee. -*) a”) > a, 


2 
wenn a+6=1 (2) 
bei a = 1 b= 0, mithin (wegen (143.2)) ¢ > 0, 
dy, (a, b,c) = ah + ca® > a, 
bei a = 0 6=1, mithin (wegen (142.5)) c > 0, 
dy, (a, b,c) = af + ca, > al, 
in den iibrigen Fallen unter Benutzung dee Ungleichung 


du, (a, b,c) > aa® + ba!) — oy + +! a’) 


beia > 1 6 =0, mithin a >3, dy, (a, b,c) > af) + (a— 1— ol aeranett 





bei a= 0 6>1, du, (a, b,c) > ay +(b—1 —°T*)aw aay, 
beia >0b>0, du, (a, 6, e) > a + (a—1+6—-St5+) a”) > a, 


dy, (a, b,c) >a +(a+b-1—-** 5+!) 


av") > ai. 
Sei jetzt 6 > 1, |b8, + ¢| << 4 3 und 
1. |J(B,)| > 1-473. Dann gilt wegen (142.3) |J(f,)| > ¥3—1, 
somit 6 = 1 und mit Riicksicht auf (142.4) ce = 0 oder 1. Mit B a) 
folgt also 


wenn c = 0, mithin |f,| > } \3, dy, (a,b,c) = a) > a’); 

wenn c = 1, mithin |f, + 1) $3, dy, (a,b,c) = a + a > a. 

2. |J(p) |< 1-493. Ist |B.) < 473, so folgt aus B a) a’) > a‘) 
somit aus der 2. Behauptung von E a) dy, (a,b,c) > af) >a’). Ist 


V3 <|B,| <1, so ist wegen R(,) <4, |J (B,)| <1— 413: R(B,) < 
somit ¢c > — 1+ : andererseits |f,-+1|< 4 3. Also folgt aus B a), 
wenn 6 = 1, mithin (wegen (142. 4)) ce >0, 

dy, (0, b,c) > a + a > a, 
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wenn 5 > 2, 
dy, (0, b,c) > af + a” + (6—1+¢— 1) af 


31? 


b 
> ay + ( om 5 om Dep a” 1) a¥} = at. 


Die iibrigen Aussagen von E a) folgen direkt aus B fiir n = h. 

Wir beweisen E b) fiir den Index A. Wir verwenden wiederum 
Hilfssatz 12 (6, = «,, 6, = B,, 6d = aa, + 6B, +). Das ist wegen (142. 5), 
(144. 2), |6| <1 méglich. Wir machen unter Benutzung von B fiir den 
Index n =h dieselben Abschitzungen wie eben. In den Fallen (a, 5) 
= (0, 1), (1, 0) miissen (142.5) bzw. (144.2) benutzt werden. 

Wir beweisen F fiir den Index h. Dazu bendtigen wir den 

Hilfssatz 16: Seien 6,, 6, Zahlen mit R(6,), R(6,)< 4. Seien ferner 
(a;, b;, ©) (¢ = 1, 2) zwei Tripel mit (a,, b,) > (a,, b,) > (0, 0) und 
—1< R(a,6,+ b,6,4+¢)< 4. Dann gilt fiir die Differenz (a, b, ec) 


= (a, — a,, 6, — b,, ¢, — ¢,): 


im Fale a+b=0 (2) e>-—1-—%t° 








2 > 
im Falle a+b=1 (2) c>-—t—*t?, 
Beweis: Wir haben —~5< Rad, +b44+y<S4+5t+e, 


o>- ‘ a ; > Daraus folgt die Behauptung. 





Wir wenden Hilfssatz 16 auf 6, = «,, 6, = 8, an. Das ist wegen (143. 2), 
(144. 2), (142.5) méglich. Mit Riicksicht auf B fiir den Index n = h folgt 
im Fallea+b=0 (2) 


da, (a,, b,, ¢,) — du, (dy, by, ) > (*2° —1) am D0, 





im Fallea+6b=1 (2) 
dx, (a,, b,, ¢,) — dy, (@,, b,, ¢,) > et — 5) => 0. 


' 2 31 = 
Unter der Annahme, da8 der Algorithmus bis zur Bestimmung von 


(1, Mx, %.) durchfiihrbar ist, beweisen wir A B C fiir den Index (h + 1). 
Wir bestimmen die ausgezeichneten Lésungen der Ungleichung 


(146) 0<|2+y¥m+2m| <1. 

Das ist médglich, da (1, %,, 7%) mit (0,,0,, 7) normiert ist. Wir 
wissen zunichst nur, daB u”),u) existieren. Sei (u,v,w) irgendeine 
Lésung von (146). Dann gilt nach Hilfssatz 14, angewendet auf m = h, 


(147) On-++0Q,° (u + UD, + WH) —_ : ; (u,v, w) - ©, - (Q, D> T)) 
0 


e 





=(¢+12 +92) =@+fo+ond- 
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Nach Hilfssatz 15, angewendet auf m = 1,2,...,h, ist 0, = o, fiir alle 
k=1,...,h, also wegen (143.1), (144.1) |@,...0,| << 1. (147). besagt 
somit, daB (d,/,g) eine Lésung von (103); insbesondere sind wegen (147) 


(148) die Zeilen ven Y,,, Lésungen von (103). 
Da (1, Y,, %) normal, |€,| mit |%,| und |S,| von Null verschieden, folgt: 
(149) fiir untereinander verschiedene Lésungen (u,v,w), von (146) 
sind die d¢, (u,v,w) untereinander verschieden. 
/100 
Da S&, = (0 11,|, folgt weiter fiir jede Lésung (u,v,w) von (146) 
001, 


dg (u, v, w) = ua + va 4+-(L.o+i,wya® und @-(u+ vg, + wy) 
=ua,+vf,+(l,0+1,w). Wegen |o,| = |a| ist also 


(a,b,c) = (u,v, l,v +1, w) 


im Falle a) min {|J (a) |, |J(8,)|} <1 — 473 wegen (143.1) Lésung von 
0< jaw + 6f,+0¢|< +73, 
im Falle b) min {|J (a)|,|J(Bx)|} > 1—4V3 wegen (144.1) Lésung von 
0 < |am + 6B, +¢| <1. 
Also folgt fiir beide Fille, daB (a,b,c) + (1,0,0) und im Falle a) wegen 
(143. 2), daB |a,b,c| + (1,0,—1). Somit ergeben B, E fir n =h 
(150) dg, (u,v,w) >a” > 0 
fiir alle nichtnegativen Lésungen (u,v, w) von (146). 

a) Sei min {|J(6%)|, |J(0%))|) <1—4V3. 
Die Existenz einer ausgezeichneten.Lésung u}"; von (146), fiir die|6{")|< 373 , 
folgt wie unter (105) aus (151): 
(151) Es gibt eine ausgezeichnete Lésung ul, fir die \0:?| < y¥2-Ys. 
Da nach (149) alle d\’ (Definition im Algorithmus) untereinander ver- 
schieden sind, folgt, daB uv) eindeutig bestimmt ist. Die Existenz von 
u,, folgt aus (74), (78.2). Aus (150) folgt fiir (u,v, w) = ui? bzw. uf” 
Qua at**® > Gi: a — git” >a”. Ist |d?| < 473, so folgt wegen 
der Minimaleigenschaft von d” a\\*” < aj\*”, ist |6/2| < 4 V3, ebenso 
a9 < att + aft. Da al = al\*”, folgt die Behauptung B fir 
den Index (h + 1). 

Wegen p + t; p,t = 1 oder 2 folgt min {|J (a, 4 ,)|,|J(B*+1)|} <1 — 473. 

(142. 1) bis (142. 5), (143. 1), (143.3), sowie | U,,_,| = + 1 folgen jetzt 
fir den Index h+ 1 wie unter (105) fiir den Index n= 1. Nur die 
erste Ungleichung von (143.2) bedarf einer besonderen Herleitung. 

25* 











376 G. Bullig. 
Angenommen | 5) — 1 wire < } 3. Dann folgte wegen (76.3) q = 2 
und es wire |4),| neben |5)|< $3. Nach (70) ist 
GP = (uf) + 1)68 + oft of + wh el, tt = ot + ah 

Nun ist aber c;\) = a}} > 0, also d'} < d\) im Widerspruch zur Minimal- 
eigenschaft von d\'} = d\. . 

b) Sei min {|J (6))|, | J (dM ) |} >] — 4V3. 
In diesem Fall wird sich min {| J (a. ,)!,!J (8, +.)|} > 1 — $V3 mitergeben. 
Da nach (149) alle d;’’ verschieden sind, folgt, daB u\ eindeutig bestimmt 
ist. Die Existenz von u,, folgt aus (76.1), (74). Damit sind «,., = ee. 
Prii = 6; eindeutig bestimmt und (142.4), (144.1) gesichert. Ferner 
gilt die (117) entsprechende Gleichung 
(152) q = 1. 


Ware nimlich ¢ = 2, so folgte p = 1 oder 2 und damit d,") = d\) + ec" 
d\") + a\')} > d}, im Widerspruch zur Minimaleigenschaft von = 
Aus (152), (76.2), (76.3), (78. 2), (78. 3) folgen also (142. 5), (144. 2) fiir den 
Index h-+- 1, Der Nachweis von B fiir n = h+ 1 erfolgt wie unter a). 
Sei jetzt 5)" = 4") (vgl.(119)). Dann folgen (142. 1) bis (142. 3), 
(144.3), sowie |U,_,| = +1, |J(a,)| > 43, |J(B,)| >1—4V3 fir 
den Index n =h-+ 1 wie fiir den Index n = 1, da die Eigenschaften 
der d;'; unter (119) nicht benutzt wurden. 
Sei nun 4;”) verschieden von dem existierenden 4,"! (vgl. (125), (126)), 
also p = 1 oder 2. Sei / die von p verschiedene der Zahlen 1,2. Aus 
(76.4) und |6,")| <1 folgt mit Riicksicht auf (152) 


(153) —~1< Rd), Rr) <4 
und aus (78. 3) 
(154) R (6,}) < }. 

Angenommen, es wiire (v})’, w/\’) < (wv, w\)). Dann folgte nach (72) 
ui = ui - uy? :. (2,0,0), wo 2 eine gewisse Zahl, weiter 5" = 
Oy), — Ory + 2, RA) = RO") — R(6;) + 2, e = RS) + R(SY)— R (6S?) 
und wegen (153), (154) 2< $+ 441, ©= 1. Nun haben wir 
dy, = dy — di) + acl) = di — di) +- ral). Aus (150) folgt d;? > af} >0, 
also wegen «<1 di’) < di) — di) + a) < dy im Widerspruch zur 
Minimaleigenschaft von -. Also muB wegen (78. 4) (v}"), w}”) > (ve? , wi) 
sein. 


Auf Grund der eben hergeleiteten Ungleichung kénnen wir dieselben 
Schliisse machen wie unter (125), (126): Wegen (152) und (72) ist 
J (dy!) = J (6) — J (0) u.s.f.. Auf diese Weise ergeben sich (142. 1) 
bis (142.3), (144.3), sowie |U,_, | 1, | (a,)| > 1—4¥3,|J(B,)| > 3 V3 
fiir den Index n h+ 1. 
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Letzter Fall: 6\") soll nicht existieren, also insbesondere p von 0 
verschieden sein (vgl.(132)). (142.1) bis (142.3), (144.3), sowie | U,_,|= +1, 
\J (an)|, | (B,)| > 1—413 ergeben sich fir n = h-+1 wie fir n = 1, 
da unter (132) Eigenschaften der d;} nicht benutzt wurden. 

Insgesamt sind B C fiir den Index n = h + 1 sichergestellt. Gleich- 
zeitig ergibt sich aus unserem Beweis der Hilfssatz 17 (siehe unten). 
AuBerdem wissen wir, daB |U,;= +1. Daraus und aus |S,| = +1, 
(M,| = +1 folgt |M,.,)— +1. Da nach (148) die Zeilen von Y,,, 
Lésungen von (103) sind, folgt aus der Normalitit von (1, m,,%,) und 
aus B fiir den Index 4+ 1, daB alle Elemente von Y,., positiv sind. 
Damit ist auch A fiir n = h + 1 bewiesen. 

Wegen C fiir »=hA+1 und Satz 14 wird («%,.,,8,4,,1) durch 
die zu ihm gehérige B-Transformation in ein normiertes Tripel iibergefiihrt. 
Damit sind die normierten Tripel (0,41, O,41, Tr+1), (1, Pnoas Zea) 
bestimmbar und unser Satz ist bewiesen. 

Hilfssatz17: Sein>1. Ist min | |J(6">*)|, |J (6">")|} <1 — 473, 
so ist min {|J(an)|, |}J (Bn)|} <1 — 4V3 und wmgekehrt. 

Satz 16: Sa n> 0. 

jury? vo”? wr 
A. 3, = [ws vy) vf | ist umkehrbar ganzzahlig. 
1 0 0, 

D. Ist (a,b,c) irgend em Tripel, fiir welches ad) -+- bd) +e in 
B(1) liegt, so ist (a,b) mit (0,0) vergleichbar. 

E. Sei 8, = B,-C€, = (bi), dy, (x,y,z) = 20m + ybm + 2b. 
Ist (a,b,c) irgend ein von (1,0,0), (0,1, 0) verschiedenes Tripel, fiir welches 
}ad™), + 66% + ¢| <1, 80 gilt 
im Falle a>0 b6=0 dy (a,b,c) > dy; > 0 

a=0 b6>0 dy, (a,b,c) > dy} > 0 
a>0 b>0 dy (a,b,c) > dy}, dy} > 0. 
F. Sind zwei Tripel (a,;,b;,c;) (i = 1,2) gegeben, fiir die 
—1< Ra, dy; + 42; +0) <4, 


so folgt aus (a,,b,) > (a,,6,) > (0,0): dg (a,,6,,¢,) > dg (a,, b,,¢,). 
Beweis: Die Behauptung A folgt aus (75). Die Behauptung D 
folgt aus (76.1), (76.2). Fiir E schlieBen wir so: Jedenfalls ist nach 
(76. 3), (76. 4): (a, b,c) + (1,0, — 1), (0,1, — 1) (und erst recht + (1,0, — a), 
(0,1,—a) fir a>1), Nach (76.4) ist R(d™), R(6Q)) <4}. Also ist 
Hilfssatz 12 auf 6, = 6%), 6, = 6%), 6= ad” + 66%) +c anwendbar. 
SchlieBlich ist 0%) = ec”) = a™; d™, d™ >a%™>0 fiir n>1 nach 
(150), fiir m = O wegen a\? = 1; dt = uf; nach (104). Damit haben 
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wir die Mittel, dg (a,b,c) ebenso abzuschitzen, wie die dy, (a,b,c) auf 
Seite 373, indem wir das Tripel (a), af), a) dem Tripel (a, dy) oc) 
= (b™,b,b%%) entsprechen lassen. Diese Abschitzungen liefern E. 

Um F zu beweisen, wenden wir Hilfssatz 16 auf 6, = 6%), 6, = d¥ 
an Das ist wegen (76.4) méglich. Wegen d”),d\) > a” > 0 fiir alle 
n > 0 folgt , 


im Falle a+b = 0(2) dx, (a,,b,,¢,) — de, (ay, by, ¢,) > (*F" 





= 1) om) = 0, 
b 









im Falle a+b =1(2) dg (a,,6,,¢,) — dw, (@,,5,, e) > (FZ 
Damit sind wir fertig. 


—4t)e>o. 


§ 2. 
Der Algorithmus liefert eine Teilfolge der zu 
berechnenden Minkowskifolge. 
Wir setzen fiir n > 1 (vgl. Hilfssatz 11) 
a”) = 0,... On—1 Gn, Om) = g, ..- Cn—-1 8%”, 
(155) a) —= OQ, --- On -1 Ba» oy Qo --- Ca—. -", 
| a®) = @,... On—1> do) = @,.-.- On—1- 


Die Folgen a" kénnen wir also mit Hilfe unseres Verfahrens V, bestimmen. 
Sie stehen in engem Zusammenhang mit den in Kap. 2, § 2 eingefiihrten 
Folgen 4,, %, Mn (vgl. Hauptsatz 6 und die Siatze 20 bis 23). Wir haben 
nach Hilfssatz 14 


Oy «++ On—1°* U,.-, . (1, Pn-1> Ya—1) = a . (05, %, Tp»), 
« On—1 (Ons Ba, 1) = A, « (05, Gy: T,), A. h. 


(156. 1) (a, a, a) = Wn (Qo, %, T)* (m = I); 
entsprechend folgt 
(156. 2) (8%, 09, 6) = Bn-1° (Qo %, T) (mS I), 


Definition 16: Sei A=uo,+vo,+wt,. Unter dem Zeichen {i 
wollen wir die eindeutig durch A bestimmte Zahl u verstehen. 

Bemerkung: Es gilt —A=—{Z. 

Hauptsatz 6: Sei n=>1. Sei M die Menge aller Zahlen 
A=£0,+yo,+2t,, fiir die t>0. Von allen Zahlen 1 aus M, die 
in B,(a™) liegen. sei &, die mit minimalem |A. Von allen Zahlen 3 
aus M, die in B (a3) liegen, sei &, die mit minimalem |/. 

a) min {| J (2 Je |7 GS) (2 \<1— 3%. 


@) 
Von allen Zahlen 2 aus M, fiir die |A| << 4 V3 |a™|, sei &, die mit 
minimalem |A. Liege &, in B, (a) (r = 1 oder 2). Von allen Zahlen i 











3) 





7F 
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aus M, die im B, (a™) (s = 1 oder 2, aber +r) liegen, sei &, die mit 


minimalem |A. Dann ist a™ = &,, af = &,. 

) min (a(S >)I> I(3) )I| < 1 S95. 

Von allen Zahlen 4 aus M, fiir die |A| < \a%|, sei &, die mit mini- 
malem (2. Liege &, im H, (a) (k = 1 oder 2). Von allen Zahlen A 
aus M, die in H, (a) (l = 1 oder 2, aber + k) liegen, sei &, die mit 
minimalem |2. Dann ist a”) = &, af) = §,. 

Beweis: Da &,, B,, €, umkehrbar ganzzahlig, sind die unendlich 
vielen Tripel (a, af, a), (6, dy”, 6) Basen desselben Moduls 
[0,, %» TJ]. Jede beliebige Zahl 4 = zo9,+ yo,+ 21, gestattet also 
auch eine Darstellung mit ganzen rationalen Koeffizienten durch eine be- 
liebige dieser Basen. 

Sei 4 Zahl aus M, also A4+0. Dann = A= ad™ + bd™ + cd. 








A liege in B, (a™). Wegen 6% = a liegt — = ad%-” + bd"-% +0 


a” 
in B,(1). Daher ist (a,6)+ (0,0) und ants Satz 16,D (a,5) mit 
(0,0) vergleichbar. Ist (a, b) < (0,0), so wenden wir Satz 16, E auf die 


ebenfalls in B(1) gelegene Zahl — = an. Daraus ergibt sich 
x3 
[A = —ad*-» —bdv-» —cr-9>0, also [1 <0, 
im Widerspruch zur ersten Voraussetzung iiber 4. Bleibt also (a, b) > (0, 0). 
Wegen (76.1) liegt genau eine der Zahlen 6%-”, 6%,-» in B,(1). Wir 
wollen der —— annehmen, daB 6{,~" in B, (1) liegt. Ware jetzt 


= 0, so lige 5 = a6 —! + ¢ mit 6&"—” in B, (1), entgegen der zweiten 


ba | 


Voraussetzung iiber A. Also ist 6>0. Sei A+ dW, also (a,b,c) 
+ (0,1,0). Dann ergibt Satz 16, E sowohl fiira = 0, b> 0, wie fir 
a>0,b>0,([A>de—. Da 6%,—” in B, (1), d. h. 6@ in B, (a) liegt 
und |6@ = d—” ist, folgt insgesamt £, = 6”. Unter der Annahme, 
daB 6—” in B, (1) liegt, folgt a > 0 und bei entsprechender Anwendung 
von Satz 16,E &, = 6. 

A liege jetzt in B,(«™). Dann ergibt sich unter der Annahme, da8 
&™ in B, («™), d™ in B, (@™) liegen und A+ 6” ist, entsprechend 
(4 >d®—», also &, = 6™; und unter der Annahme, daB 6 in B, (a), 
6” in B,(«@™) liegen und A+ d% ist, entsprechend [A > d%,—, also 
&, = 6”. Insgesamt folgt 


(157) é, = , &, = 6) oder é, = om, é, =e i 
und daraus 
(158) min {| (ces) | (3 x) Yi} = = min {|J (6%,-)|, |J(6¢,-)|}. 
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Im folgenden Teil des Beweises beziehen sich die Buchstaben A bis E auf 
Satz 15. * 

a) Sei min {|J(6%-)|, |J(6%,-”)|]} <1—3 93. 

Wegen Hilfssatz 17 kénnen wir D a) E a) anwenden. 

A gehére wieder zu M. Die Darstellung von A durch die Basis 
(a, a, aM) soll A= aa” + ba” + ca™ sein. Dann ist 
- = aa, + bf, +c. 
Zs a = 
Sei jal < LJ V3 jam. Dann folgt Fy <*s y3, ro) A liegt also be- 

2 a” | 


stimmt in B(1). Darum ist (a, 6) + (0,0) und nach Da) (a, b) mit (0,0) 
vergleichbar; wie oben schlieBen wir, daB (a,b) > (0,0) sein muB: 
Anderenfalls folgte aus E a), angewendet auf (— a, — b, —c): [—A>0, 
was wegen der Zugehérigkeit von 4 zu M nicht méglich ist. Wegen (143. 2) 
ist (a, b,c) + (1,0,—1). Sei A+a™, also (a,b,c) auch + (1,0, 0). 
Dann folgt aus E a) /[A>a™. Ist aber A= a” — was wegen 
(143.1) méglich ist —, so gilt |A =a. Folglich ist «™ = é,. 

al” 


= =a, in B,(1). Dann liegt 8, wegen 
3 


(142. 2), (142.4), (143.3) in B,(1) (s +r, s = 1 oder 2). Liege A in 
B, («). Dann liegt 2 =aa,4-68,+c¢ in B,(1). Aus D a) folgt, 
as 


&, liege in B, (a™), also 


daB (a, 6) mit (0,0) vergleichbar ist. Wir verwenden E a) wie gewohnt 
zuerst zum Nachweis, daB (a,b) > (0,0). Wire nun b= 0, so folgte 


a> 0; dann miiBbte * in demjenigen der Bereiche B,(1) (¢ = 1, 2) 


liegen, der «,, enthalt, d. h. in B,(1) (Widerspruch). Also folgt 6 > 0, 
insbesondere (a, b,c) + (1,0,0), (1,0,—1). Ist A+a™, dh. (a,b,c) 
auch + (0,1,0), so folgt aus Ea) [A >a. Ist 4 = a, so folgt [4 = af. 
Daher ist in der Tat a™ = &,. Bleibt sail der Fall 

b) min {| J (67,-)|, |J (6%,-»)|} > 1 — 493. 

Nach Hilfssatz 17 kénnen wir Db) und Eb) anwenden. A gehére 
mu M, 2 =aa + ba +c, ~ = aa, + bf, +e. Sei [Al < |aQ”|. 

a 
Dann ist |--| <1, also nach Db) (a, 6) mit (0,0) vergleichbar. Es ist 
bat 
sogar (a,b) > (0,0) wegen E b) und der Zugehdérigkeit von 4 zu M. 
Sei jetzt A+ a, also (a, b,c) + (1,0,0). Dann folgt aus E b) [4 > a). 
Ist 2 = a™, so gilt [A =a. Also ist a™ = 6,. 
(n) 

&, liege in H, (2%), also * = + =a, in H,(1). Dann liegt B, 

wegen (142.2) in H,(1) (li + k, 1 = 1 oder 2). Liege A in H, (a). Dann 
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liegt fs =aa, +68, +c in H,(1). Wie gewohnt, beweisen wir die 

%3 
Vergleichbarkeit von (a, b) mit (0,0) aus D b), dann (a, 6) > (0,0), schlieB- 
lich 6 > 0, also insbesondere (a, 6, c) + (1,0,0). Fiir A+ a folgt dann 
aus E b) |Z >a), fir A= o™ [A =a”). Also ist a”) = &, w. z. b. w. 

Satz 17: Die Folgen \a'”|, |a| fallen echt monoton. 

Der Beweis folgt mit Riicksicht auf a” =—a"+" (mn >1) aus 
| oxi + »| = | On +1| . | a + »| _ | oc’ + oi. 

Satz 18 (vgl. Satz 6): Seien ¢,, &, irgendwelche spositiven reellen 
Zahlen, «5, <*, 1. Sei n=1. Dann gibt es im Kreisring R: 
je, a'| < |f| << |e,a™| der komplezen ¢-Ebene héchstens C (¢,, &,) Ele- 
mente der Folge a", wo C (e,, €,) weder vom Ausgangstripel (a, B,, 7) 
noch vom Index n abhéngt. 

Beweis: Nach Hauptsatz 6 hat «”) die Eigenschaft: 

(159) Gehért A zu M und ist |4| < |a™|, so gilt [2 > a”. 
Wir bedecken den Kreisring R mit C (e,, e,) Kreisen K,, K,,..., Kove, 
vom Radius + |a()| derart, daB jeder Punkt des Innern des Ringes in 


mindestens einen der Kreise fallt. Gabe es in R mehr als C (é,, «,) 
Glieder der Folge «™, so miiBten in mindestens einem der Kreise K, 
(i = 1, ..., C (e,, €,)) mindestens zwei Glieder der Folge a” liegen. Diese 
zwei Glieder seien a,a. Wir denken sie uns so geordnet, dal 
a*®) >a. Das ist wegen Satz 15 B und wegen a) = a%+? firn > 1 
méglich. Dann gilt fir 4 = «* — a: A gehért zu M, ist dem Betrage 
nach < ¢, |a™|, also <|a|, da |a®| R angehért. Nach (159) muB 
also [A >a sein. Im Gegensatz dazu folgt aus a >a? >0 
[A = a —a® <a®. Also liegen in R nicht mehr als C (e,, &) 
Glieder der Folge «™ w. z. b. w. 

Aus Satz 18 folgt: 

Satz 19: Die Folgen |a™|, |a™| streben gegen Null. 

Wir setzen 
(160) (Qo Fs To) = (&,, Me, Hs). 


Nach Satz 19 gibt es einen Index n, derart, daB |«"| fiir alle n > n, 


@, & 
kleiner ist als die Hauptkonstante y, (UM) der Matrix UA = (2 Oy “} 

Ms, Os By 
Mit diesem Index n, beweisen wir die Siatze 20 bis 23 und die Hilfssitze 
19 bis 21. Im folgenden bedeutet u, — wenn nicht anders vermerkt — 


die Folge py (5, %, T)) = fn (&;, %, %)- 
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Satz 20 (vgl. Satz 7): Sein >n,. Dann ist a Glied der Folge y,, 
a” = wu, (m von n abhingig) und 
im Falle a) min {\J (a,)|, |J (B,)|} <1— 473 
a (=a +) = umy,, wo p die kleinste natiirliche Zahl ist mit 
| Hm +p] <4 V3 | Hm, 
im Falle b) min {| J (a)|, |J (B,)|} > 1— 4 ¥3 
ai”) (= ale +) = pangs. 

Beweis: Sei also » >»,. Dann gilt nach (159) und nach Defini- 
tion der Folge yu, ((35) bis (38)): Jedes a (k > n—1) ist Glied der 
Folge u,; insbesondere ist also «"~ = u,,, WO m eine von n abhingige 
Zahl. Daraus folgt «” = u,,. Da |u,|, |«™| echt monoton fallen, ist 
nun mit Riicksicht auf (158) und Hilfssatz 17 im Falle a) des Haupt- 
satzes 6 a” = fimy,, Wo p die kleinste natiirliche Zahl, fiir die 
|tmep! < 473 |a”|, im Falle b) des Hauptsatzes a” = py, +. 

Die folgenden Ausfiihrungen haben Satz 21 zum Ziel. 

Hilfssatz 18: Ist |«,| << |u,| oder, was auf dasselbe hinauskommt, 
l>r, so gilt 


\ 1 
| fy — My| > | a}, R(*)<¥- 


Beweis: Sei A= ,—y,. Wir haben nach Hilfssatz 10 |u, > |u,, 
also 0 < {A < [u,. Daher ist nach (37) |4| >| ,|. Da/Z > 0, [— u, < 0, 
ist A+ —,. Wegen |A <[y, ist 2 auch ++. Zusammen folgt 
|A| >| mr| w. 2. b. w. 

Bis zur Formulierung des Satzes 21 sei n ein fester Index > n,, 
min {| J(6%-”)|, |J (62>) |} <1 —3Y¥3. 

Hilfssatz 19: Unter den Zahlen 


(161) a”, a”, oy + dy, oy” oy” 
gibt es genau eine, 5, mit 
6” 1 1 -_ 
2) <F l4(5)|<1- 3 8. 





Ist | J (°,~”)| << 1— 43 (r eine der Zahlen 1, 2), s = 1 oder 2 aber + r, 
so gilt 


e 
(5 | 
Beweis: Da nach (76.2) |J(6{;~”) — J(d~”)| > 4 Y3, folgt 
\J(S,-”)| > 4 V3 — (1 — 4 V3) = V3 — 1. Wegen | J(8,~”)| << 1-493 
am (n—1) n—1) om 1. 
ist * = 6%" oder = (6%,-” +1). Durch Rm) < = ist also 6” 
eindeutig bestimmt (und wegen (76.3) tiberhaupt bestimmbar). 





> v8 —1. 
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Hilfssatz 20: ym sei ein Glied der Folge w, und liege in B(d"); mu sei 
aber verschieden von den Zahlen (161). Dann gilt |u > {[6™, wo d™ die 
in Halfssatz 19 eingefiihrte Zahl. 


Beweis: Wir haben up = a6™ + bd™ + cd, io = ad + bd¢-) +c. 
Da »« in B(d6%) liegt, liegt o in B(l). Wegen |u>0 folgt aus 


Satz 16, E: (a. 6) > (0,0). Alle Zahlen 6™ + 26, 6% +26 mit 
z+0,1 sind wegen |d6/|, |d™|<|d™| dem Betrage nach gréBer 
als |6”|. Da mw von den Zahlen (161) verschieden ist, gilt also ins- 
besondere (a, 6) + (1, 0), (0, 1). 

Wir wollen nun der Einfachheit halber annehmen, es sei 


| (6¢,-”)| << 1-4 V3 
(also der Index r des Hilfssatzes 19: = 1). Dann ist nach Hilfssatz 19 
|J(6,-”)| > 1; also sind auch alle Zahlen 2d™ + yd + 2d™ 
mit «= 0, y > 2 dem Betrage nach gréfer als |46™ |. Insgesamt folgt 
also (a, b) > (1, 0). 
Nach Satz 20 ist a = 6 = yw,,, also wegen der Voraussetzungen 


iiber w nach Hilfssatz 18: —1< R(5) < = ferner nach Hilfssatz 19: 


6”) 

5 1 : 

-l< R( <¥z- Setzen wir 
gm 
ro) 
so folgt aus dem eben Gesagten (a,, b,) > (a,, 5,) > (0,0), denn es ist 


nach Hilfssatz 19 (a,,6,) = (1,0). Wir kénnen also Satz 16, F auf (a,,6,,¢,), 
(a,,6,,¢,) anwenden und erhalten 


[u = dy, _ (a, b,, ¢,) am dg, _, (4, b,, C4) = (om, 
Es ist zu beachten, daB wir die Annahme |J(d"-”)|< 1—4Y3 
gemacht haben. Im Falle |J(6%-)|<1—3 V3 zeigt man wegen 


| J (6"%-)| > V3 —1 wie oben (a,b) > (0,1). Unter entsprechender 


Anwendung von Satz 16, F (in diesem Fall ist in der Darstellung 
(n) _ 
® = a, 59,—” + b,d$—” + c, wegen | J(d7-”)| > V3 — 1 (@,,6,) = (0, 1)) 
folgt dann [u > [6™. 
Wir zieben nun aus Hilfssatz 19 einige spezielle Folgerungen: Zunichst 
Fad 


sind J(-+.) Ks) > V3 — 1, also erst recht 


’ 
ay/ 6m” 


[8 |, |e + | > (VS — 1) /6y"|. 


Rs (n—1 (n—1) 
= a, oY, + b, OY, Tey, 


a= (n —1) (n— 1) 
5m = a, O%, v b, Oy, + Cg, 
3 
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(n), | 


Weiter folgt wegen |¥(jor)| <ljl— = ¥3, daB 6” entweder — 6" 


(n), | 
é 
R(‘ 
5m 
3 


kleinere dieser Zahlen. Wir haben also: 


1 


- 


oder = 6," + 6". Wegen <-> ist 6” die dem Betrage nach 








Hilfssatz 21: Mit den Bezeichnungen des Hilfssatzes 19 gilt: 6 hat 





von allen Zahlen (161) den kieinsten Betrag; es gilt |d™| << V2 — ¥3 | d™ |. 
Zwei der Zahlen (161) sind dem Betrage nach > (v3 — 1) | dm |, 

Aus Hilfssatz 21 entnehmen wir: Ist « Glied der Folge y, und |u| << |d™|, 
so liegt m einerseits in B(d”), andererseits ist « von den Zahlen (161) 
verschieden; daher ist nach Hilfssatz 20 |u > 6, also, weil 

| < [dg | = jay | = jah—| < y, (2), 

6 Glied der Folge u,. Setzen wir auf Grund von Satz 20 a” = u,,, 
so gilt also wegen (38) 6” = un ., mit g > 0. 

Wir kénnen weiter schlieBen: Nach Hilfssatz 20 liegen 
(162) im Ring S: || < |f|< 4 3 |d™| 
héchstens drei Glieder der Folge y,, fiir die nur die von 6” verschiedenen 
der Zahlen (161) in Frage kommen. 

Sei r die groBte Zahl (r > 0), fiir die | m4 +| > 4 V3 |m| (um = 6%). 
Dann ist nach (162) r< qa r+ 4. Existiert in S gar kein #,, so 





ist g =r +1 und wegen V2 — ¥3 < (i ¥3)* jedenfalls | mse] =| Mmerssl 
<+Y¥3 |f#m+r|- Existiert in S ein w,, so ist g = r+ 2 und wegen 
y2—-3 <( y3) jedenfalls | un4-+1| <4YV3 |un+r| oder | Mm+++2| 
<4} y3 |#m+r+e|- Existieren in S zwei m,, 30 ist g = r+ 3 und wegen 
y2—¥3 < (4 y3)* jedenfalls | um .-+1| <4¥3 |fm+r| Oder | pmirsa| 
<4Y¥3 | fm +r +a | oder | Hm+r¢3| <3 V3 | Mm+r+al- Existieren in § 
drei u,, 80 sind zwei von ihnen wegen Hilfssatz 21 und (162) > (v3 —1) | fen |- 
Ist s die gréBte natiirliche Zahl, fiir die |u,4,| > (V3 — 1)|u~|, 80 ist 
also r+3>s>r+2. q ist =r+4. Ist s = r-+ 2, so folgt wegen 
V2— V3 < (4 V3)" (V3 — 1): |mmsesi] <4 V3 [omse] oder | pm +o! 
= | mses] <4 V3 |wmsetal. Ist s = 7+ 3, so folgt wegen y2 — ¥3 


<3 (V3 — 1): | m+ eri| <3 V3 |fém+e|. Wir haben also mit Riick- 
sicht auf Satz 20 und Hilfssatz 17 den 


Satz 21: Sein> n, a” = tm, & (= att) = uny, mit p > 2, 
r die gripte natiirliche Zahl, fiir die |m+-|>4V3|um|- Dann gibt es 








ae 


= Se. 
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in dem Abschnitt timer, Mmiriiys-++>Hm+raa der Folge u, zwei aufein- 
anderfolgende Elemente fim+i, Hm+i+1s fiir die | ttmaien.| <4 y3 | Mm + | 
Fiir unsere Anwendungen bequemer ist der 
Satz 22: San>n,, a = uy, af (= aft”) = Uny, met p > 2. 
Dann gibt es eine natiirliche Zahl i, fiir die | ums) +1| <4 V3 | umes! 
Satz 23: Sei m, derjenige Index, fiir den py, = aot”. Gibt es im 
der Folge jim, + »(p = 0) zwei aufeinanderfolgende Elemente fim, +i, Mimo +i+1s 
(i = 0), fiir die 
(163) | Mmo tata) <4 VS | Mm, +: 
so ist fim, +i4+. Element der Folge x. 
Beweis: Sei n, die kleinste natiirliche Zahl, fiir die aim * | << 
Da nach Satz 19 «\” gegen Null strebt, existiert »,. Nach (38) fallt | , | 


| pray + ils 


monoton. Da i > 0, folgt also | a+") < | uy, +4| S| Mm, | = afe*”. 
Nach Satz 17 ist also n,+-1 >, +-1, n, >~»,. Demnach ist nach 
Satz 20 a") Glied der Folge u,,, «"v dm,» Nun folgt: 

3 £ mn ; L my 


o + 4, 80 Sind | fm, + 1|> |ftm, + 2ls- +> [fm +i] >> 4 V3 [Hm,|- 
Andernfalls wire nach Satz 20 a" +) = pn, + 2, KX 4, also ja +” | >| uno + «| 


(164) Ist m, << m 


im Widerspruch zur Definition von »,. Also: Ist m, = m, + 4, so ist af +» 
entweder gleich uw», .;., oder gleich dem ersten Glied der Folge y,, 
welches dem Betrage nach kleiner als § V3 |»,.;|, also wegen (163) 
wiederum gleich pm 4;+1- Ist m,< m,+ 4%, also a" *" wegen (164) 
- Mm, +1, SO ist a+ gleich dem ersten Glied der Folge ,, welches 
dem Betrage nach < } 3 | tm, |. Nach (163), (164) ist also af +) = fm, + ¢4.- 
In jedem Fall ergab sich um, .¢+1 = «{''*", womit der Satz bewiesen ist. 


§ 3. 
Endgiiltige Formulierung des Algorithmus. 

Wir geben jetzt eine Formulierung unseres Algorithmus, die i 
praktischer und theoretischer Hinsicht eine Vervollkommnung der Vor- 
schrift V, darstellt. Wir verwenden im vierten Schritt nicht mehr die 
Transformation €, des Tripels (0,,0,, 7,) in S,+ (a, ay”, a), sondern die 


Transformation B,, eines Tripels S),,..,-(a1™, ai, a2) in S,, + (a™, al, af?) 
wobei A(n) <n. (Definition von h(n) siehe unter Vy). Da n — h(n) 
unterhalb einer von » und dem Ausgangstripel («,, /,, y,) unabhangigen 


Schranke bleibt (Satz 25), liegen die Koeffizienten von %, wegen der 
Periodizitaét von (a, a, a”) unterhalb einer. vom Ausgangstripel ab- 
hingenden Schranke, wihrend die Koeffizienten der Matrix €, mit wach- 
sendem » gegen oo streben. Daraus ist der praktische Vorteil der neuen 
Vorschrift ersichtlich. Theoretisch stellt sie das vollkommenste Analogon 
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zum Kettenbruchverfahren dar, das sich mit den in dieser Arbeit ver- 
wendeten Methoden erreichen la8t: Wenn auch eine Bestimmung des 
Tripels a,,, aus a, allein nicht méglich ist, so reichen fiir diesen Zweck 


doch die Tripel a,,@,—,,--.; Ga aus, deren Zahl von m und dem Aus- 
gangstripel unabhingig ist. Die endgiiltige Formulierung des Verfahrens 
ist nun: 


Vy. Sei a, = a = (a, 8, y) = (a, By, 7) ein beliebig vorgegebenes Tripel 
linear unabhingiger Zahlen des komplexen kubischen Kérpers K. 

Wir definieren, von (a, 8,y) ausgehend, eine Folge von Tripeln 
a, = (a, Bn, 7,) nach folgender Induktionsvorschrift: Wir nehmen an, wir 
seien in der Bestimmung der Folge a, bis zum Glied mit dem Index n 
gelangt. Die Berechnung von a,,, vollzieht sich in vier Schritten: 

1. Schritt. Sei 


fiir » = 0 die zu a, gehdérige A-Transformation (vgl. Definition 14), 
gehorig g 


" | fir n> 1 die zu a, gehdrige B-Transformation (vgl. Definition 15). 
Wir setzen (0,,0,, Tr) = Sp- (On, Bas Yn): 


; *) = (1, Pn» Xn): 


0 
-n" 


2. Schritt: Wir setzen (1, “2 
3. Schritt: Sei 9, = y, %, = @. Wir bestimmen die (héchstens 5) 

ausgezeichneten Lésungen u,, der Ungleichung 

(165) 0<|2+yy+20|< 1 


(vgl. Definition 12) und setzen uj, = uy, dj, = dir. 

4. Schritt: Sei A = h(n) der gréBte Index > 0, fiir den 
lOn|-|On+1| --- |@al < 173, sofern dieser Index existiert, sonst 
h=h(n)=0. Sei 
€ fir n= Ah, 


“ S*Un—i --- Sagas Ur fir n>h. 

a) min {| J (6%) |, |J (692) |} <1 —3 V3. 
Sei uy von allen (héchstens 4) ausgezeichneten Lésungen us mit 
| di: | <4 V3 diejenige, fiir welche 


n) n)) — (n) (nm) n) Jn) n) }{n) (n) B(n) n) B(n) (n) yn) 
(ey hy sii (uy ot + eons + wn Oe Os + sd + wry Oss 


bi _ %,, 


minimal ist, ¢ die von p verschiedene der Zahlen 1, 2. 
b) min {|J (5%9)|, | (9§2)|] > 1— 4 ¥3- 
Sei u™ von allen (héchstens 5) ausgezeichneten Lésungen u\”) diejenige, 
fiir welche 
(em, 1) = uf b™ + yi bir) + wb”, ur) bi”? + ym & + wi bi?) 


pq i pq 21 pq 22 
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minimal ist. Liege a in H,(1)(r = 1 oder 2). Sei s die von r ver- 
schiedene der Zahlen 1, 2, und ¢ von den (héchstens 2) Indizes u, fiir die 
6) in H,(1) liegt, der kleinste. 
In Fall a) und b) setzen wir 
WM @™ w™ 
Pq Pq Pq 
U, =| ue om | 
( “= 3 
und definieren: a,,, = U,-(1, Ma, Xn) fiir alle n > 0"). 


Satz 24: Das Verfahren Vy berechnet dieselbe Folge a, wie das 
Verfahren V3. 


Beweis: Wir brauchen nur zu zeigen: Sind (u,,v,, w,) (¢ = 1, 2) 
zwei verschiedene nichtnegative Lésungen von (165), ist (ei, {™, gi) 
= (u,, v;, w,) B,, (t = 1, 2), so gilt: 

(166) (e™, f) (¢ = 1, 2) sind vergleichbar, 
(167) (ee, A”) = (0, £9), 


(168) aus (e”), A”) } (ef, ff”) folgt baw. dg, (u,, v,, w,) S de, (ty, Vy, Wy), 
wobei ©, die in Vy eingefiihrte Matrix. 

Beweis dieser drei Behauptungen: Aus Hilfssatz 14 folgt fiir 
n=>0 

On +++ On°On—1-++ Qo*(1, Pus Zn) = Cu- (Qos Go» To) 
= €,- Cy *- Cy (Qs Oy T) = Cu Cy + On --- 0o°(1, Pa» Xn), also 
On --+ On‘ (1, Pas Xn) = En-Cr*+(On, On, Tr). 

Nun ist €,-€-! = B,. Daher folgt 


(n) 


On +++ One (Ui + U% Pn + WiXn) = GE On + fi” o, +9!" t und 

(169) 0< leo, + fo, +9™1,|< 473 (i = 1, 2). 
Sei zuerst h = 0. Da GS, die zu («,, By, yo) gehérige A-Transformation, 
folgt aus (169) und Hilfssatz 13, daB (e™, /™) vergleichbar und, da 
(@, %, T)) normal, |B,,| + 0, (u,,v,, ,) + (Uy, V,, Wy), daB (e™, f™) (i = 1, 2) 
voneinander verschieden sind. Damit sind (166), (167) fiir A = 0 bewiesen. 
Da %, = €,, also en = dg, (u, >> %,), — dg, (us, V2, W,), und (Qo, D> t) 
normal, folgt sofort (168) fiir h = 0. 

18) Ein besonders lehrreiches Beispiel gibt das Tripel (x, 8, y) = (1, e &, e* 8%) 


_——_—- 


ab, wo @ = /26,¢ =e * : Die Fille a) und b) wechseln periodisch. 
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1 0 0 

Seih >1. Wir haben S, = f l | mit |1,|,|2,| = 1: aus (169) 
0 0 |, 

folgt also 

(170) 0< [ema, + HB, + (LK +L g)| < 498, 

daraus 


(171) |(ee? —eL) ay + (1? — 19) Ba + (1, 1 + Leg) — 1 + Leg) < 4 V3: 
Aus Satz 15, D, angewendet auf n = A, 

(a, b, ©) = (ele — ef, A — 1, (LA + Lg) — AP + Leg) 
ergibt sich also die Vergleichbarkeit von (e\” — e”’, f” —f™) mit (0, 0) 
und damit (166). Ware nun (e”, /\") = (ef, ff”), so miiBte wegen |B,| + 0 
und der Verschiedenheit der (u,, v,, w,;) (¢ = 1,2) g™ + g$, also wegen 


1+ 0 Lf +hg™ + Lf + Lge sei. Nach (171) miiBte dann eine 
von Null verschiedene, ganze rationale Zahl existieren, deren Betrag 


kleiner als } V3. Damit ist (167) bewiesen. Aus (170) folgt, daB 
(172) —3< RleMa, + HR, + hf + hg} <3. 
Ferner ist 
(173) (dg, (uy, U4, Ws), #, #) = (Uz, M1, Wi) Ey 
= (u,, ¥;, ) By S.-M = (LR? + 1g)%, (i = 1, 2). 
Aus (170), Satz 15, D ergibt sich die Vergleichbarkeit der Paare 
(e, {) (¢ = 1, 2) mit (0,0). Darum brauchen wir nur die Fille 
1. (et, ff) << 0 < (eg, ff”), 
2. (a, f) > (4, [”) > (0, 0), 
3. (e™, (0) < (eg, fm) < (0, 0) 
zu behandeln. Im Fall | ergibt sich aus Satz 15, E, angewendet auf 
(a, b, c) — (— e, — fr, —1, fm — Lg”), n > h: 


h) (h smth 
aa” -+-- ba +- calh dg (u,, 1 


1? 1? 


)> 9, 


w 
unter nochmaliger Anwendung von Satz 15, E auf (a,b,c) = 


(e, fo, Lf” j Lg): 


dg (u., U., @,) > VY, 


also im Fall 1. die Behauptung (168). Im Fall 2. schlieBen wir so: 
Wegen (172) laBt sich Satz 15, F auf (a;, 5,,¢,) = (é&", A’. Uf" + hg) 
{i = 1,2) anwenden. Aus (172), (173) folgt sofort (168). Fall 3. labt 
sich nach Vorzeichenvertauschung wie Fall 2. behandeln"*). 


14) Es sei noch beilaufig erwahnt, daB die Faille 1, 3 nie eintreten. 


Trae 


a a as 
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Satz 25: Es gibt eine von (a,, B,, ¥,), m wnabhingige ganze rationale 
Zahl D, fiir welche 0S n—h(n) < D.z 
Beweis: Nach Definition von h(n) ist h(n) < n, also 0 < n — A(n). 

Sei n > 0. Wir kénnen folgendermafen unterscheiden: 

1. h(n) = 0, h(n) = n, lon|--+ ln] > $3. 

2. h(n) = 0, h(n) <n, |on|--- |@nl > 2 V3, 
dann ist erst recht lons1| + l@n| > 3 V3. 

3. h(n) =n, |on|--- lon) <3 V3. 

4. h(n) <m, en) --- len] <2 V8, 
dann ist nach Definition von h(m) |on41|--- |@n| > } V3- 
In den Fallen 2., 4. ist nach (155) und Satz 17 

Jatt >| > jaPt”| = loner --- Onislatt”| > 213-[ae+, 

(174) Jah +) > Jato) > 23 [art »), 
Nach Satz 18, angewendet auf «, = } 73,2, = 1, kann (174) von nur 
héchstens D Indizes n erfiillt werden, wobei D von h und dem Ausgangs- 
tripel («, 8, y) unabhangig ist. Lésungen m von (174) kénnen also nach 
Satz 17 nur die Indizes (h +1), (A+ 2).... bis héchstens A+ D sein. 


Daraus ergibt sich also n — h(n) <= D. In den Fallen 1., 3. ist n = h(n), 
also n — h(n) = 0. Damit sind wir fertig. 





b 
5 





' § 4. 
Sitze iiber Aquivalenzeigenschaft und Periodizitat des Algorithmus. 
Wir denken uns das Verfahren Vy an zwei verschiedenen Tripeln 


(a, B, y), («*, B*, y*) durchgefiihrt, deren Elemente K angehéren: (a, 8, y) 
sollen linear unabhiingig sein, ebenso «*, B*, y*. Die in der Entwicklung 


ved SS. 


von (a*, 6*, y*) den Transformationen W,, S,, U,... und den GréBen 
On: Ins Pn,» # usw. entsprechenden Dinge wollen wir mit einem Stern (*) 
kennzeichnen: Ut, Sk, UF, ... 02,02, Pr, af usw. Ferner setzen wir 


(0,,%, T)) Wie gewohnt = (a,, a, &), (03, 0%, TS) = (a7, a}, a$). 

Wir beweisen den 

Satz 26: («*, B*, y*) mége durch umkehrbar ganzzahlige Transformation 
aus (x, 8, y) hervorgehen. Dann gibt es zwei Indizes i,k und eine Zahl 
s= +1 mit der Eigenschaft: 

(al +9, +, +) = so (a SEH, gSE+D, ght dD) 
fir alle 1 => 0. 

Beweis: Da GS, die zu (a, 8, y) gehérige A-Transformation, 3%, die 
zu (a*, B*,y*) gehérige A-Transformation, sind (a,, «,, a), (at, «3, «%) 
normal, also die Folgen A, (a,, a, as), %(@,, %%, %), Mn (@%, «$, o§) usw. 

Mathematische Annalen. 112. 26 
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definiert. Mit dem auf S. 381 definierten Index n, gilt nach Hauptsatz 6 
und Satz 20 


(175) (ag, af, af) = (Am (ny (0, » Oy» Oy), Ym ny (,, Og, Os), Mminy (%,, Hy, %s)) 

fir alle n>n,, wobei m(n,+ 1) << m(n,+ 2) < m(n,+3) <.... 
Wegen der umkehrbaren Ganzzahligkeit von S,, S$ gehen die Tripel 
(a,, %, 5), (at, «$, @$) durch umkehrbare ganzzahlige Transformation aus- 


einander hervor; also gibt es nach Hauptsatz 4 zwei Indizes i,k und eine 
Zahl s = +1 derart, daB 


Ki +1 (a; %, %) = 8+ Myer (at, a’, a3) 

(176) %41(&,, &y, a) = 8- Mes i(at, a}, a’) fir alle / = 0. 
Ag+ 1(0,, Hg, %) = 8+ Ag ys (at, af, a4) 

Sei n, der auf §. 381 fiir die Folge «” definierte Index, n$ der ent- 

sprechende Index fiir die Folge «}™. Dann ist nach (175) 

(177) a” = tm (ny (%,,%, a) fiir jedes n > n,, 

(178) as”) == Mmeiny(*t, a3, 05) fiir jedes n > ni, 

wo die Folgen m(n) und m*(n) verschieden sein kénnen. Sei speziell 
aie FD = Mimo (,, Oy, Ms), azn’ +) = pm (at, ab, x3), 

sei ferner 

(179) 1, die kleinste nichtnegative Zahl, fiir die 

H=i+lam, k= k+l, = mi. 
Dann gilt nach (176) 


Hig + (a, » He, a) = S* My + (@?, a3, a3) 
(180) Vig + i(%,, Xs, a) = $+ My + (ay, as; a3) fiir alle l = 0. 

Aig + 1(%y, Hy, %) = 8+ Any y c(at, ad, af) 
Diese Verschiebung der Indizes soll eine spitere Anwendung des Satzes 23 
vorbereiten. 

Sei n, der kleinste Index >»n,, fiir den in der Darstellung (177) 
m(n,) >1%,, nf der kleinste Index > nj, fiir den in der Darstellung (178) 
m*(n})>k,. Dann ist nach (175), angewendet auf (a,,%,,«,) und 
(ay, az, a3), 

(ai™ +r) ay" +r) s ol" + ”) 
_ (A, + rir) (, » Hy, as), Vig+ Ln) (%, » He, as), Mig + tr) (a, 2G, a,)) 
(181) } (af@?+, agal+n, geaf+n 
= (Ax, + rein) (Hl, az, a3), Vey + (r) (@t, a, a3), Mko + re(r)(@q, as, a3)) 


fiir alle r >0, wo0O = 1(0) <U(1I)<..., OS (0) <I*(1) <..., 
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also wegen (180) 


(182) fiir alle r > 0: (aat+n, gtk+ gent + ") 
1 
gm: -" (A, + (r)(%, Gq, as), Vig + 1% (r) (a, » %, &s); Hig + (a, » Hy a%,)). 


Wir schreiben kiinftig 4, (%,, %,% 3) = fn(@), An (az, a2, af) = 4,(a*) usw. 
1. Wir wollen jetzt annehmen, daB : 


(183) | m+ (a)| > 4 3| pm (a)| fiir alle m> i. 


Dann ist wegen n,>m, nach dem 20. Satz a+” = uj,41)4 ,(a), wo 
p eine gewisse Zahl >1. Wire p> 2, so folgte wegen n, >, aus 
Satz 22 (angewendet auf m = i, +1(0), p= p) entgegen unserer Annahme 
(183) die Existenz eines Index m > 4, +-1(0), fiir den | m4.) <4 V3| mn |. 
Also ist a+ = wy 41@ 41, U(L) = 1(0)+ 1. So schlieBen wir weiter: 
Nach Satz 20 ist a™+» = uw, .1)4p, WO p eine gewisse Zahl > 1. 
Wire p > 2, so folgte wegen n, >, aus Satz 22 entgegen unserer An- 
nahme (183) die Existenz eines Index m >i, +1(1), fiir den |“ ,| 


< $ y3| Lm | Also ist ames 1 und af +? = Mig+ tant = Fig + lol) +2 So 
fortfahrend, erhalten wir durch sukzessive Anwendung der Sitze 20, 22 
und der Annahme (183) 


(184) ami tr) = ws .r@4r(a) fir alle r>0, 
also wegen (181) auch 
(185) fart? = Mester) | tar ale r>0. 
ae #) = Ay, + 100) + r(@) “s 
Aus (180), (183) folgt fir m > k, 
(186) | tm +1 (0*)| > § V3| Hm (a*) | 


Wie oben, erhalten wir unter sukzessiver Anwendung der Sitze 20, 22 
und der eben bewiesenen Ungleichung (186), daB 


(atin? +7, at nt +9), at int +”) 
* * *\\ 
= (Ag, + 9 @ +7 (0"), Meo +r 4r(Q"), He, +1 «+r (0*)). 


Indem wir dies mit (181) vergleichen, erhalten wir /* (0) +r = [*(r), also 
aus (182) 


(187) (apr? * ”, as nt + ”, as int s ”) 
l 
ia 3. (Ai, +l#@)+r (a), Vig + 1% (0) + r(a), Hin + 1® (0) + r(a)). 


Setzen wir 


L = max {I* (0), 1(0)}, J = n,—1(0) +L, K = nf —1°(0)+ ZL, 
26* 
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so folgt aus (184), (185), (187) 
fir alle RE>1(0)—-L at =, ,4e(a) usw., 


fir alle REU(0)—L ak+™ = + nysiye(a) usw. 


Da L =>1(0), [* (0), folgt also 
(a+ ®), a+), aR) = g.(qgh(K+R), gt(K+R) gt(K+®)) fiir alle R> 0. 
Mit J =i, K =k, R =1 ist das die Behauptung des Satzes. 
2. Wir miissen unseren Satz noch fiir den Fall beweisen, daB es einen 
Index /, > 0 gibt, fiir den 


(188) | Min +t, 41(@)| <4 v3) Mi, +1, (Q)}. 
Dann ist nach (180) auch 
(189) | icy + to +1 (0*)| << § V3] me, +4, +1(0*)|- 


Nach (179) ist i, >m,, k, >mj. Also folgt aus Satz 23 (fiir die erste 
Gleichung von (190) angewendet auf m, = m,, m,+% = 1%, + 1,) 
(190) Mig + tg +1) = OY, peo + a, +2 (0*) = a, 
wo nach Konstruktion von n,, nf J, K gewisse Indizes > n, resp. nf. 
Aus (181) folgt somit 
(a, af, af?) = (A,, +4414), Moe 42(Q), Mig tt, +1(a)), 

(a), aE), aE) = (Any tree r("), M40 +10") Mey +, +1(0*)) 
und aus (180) 
(191) (a, a, oh) = 8-(aT™, af, ZC), 
Damit gilt aber auch 
(192) (a+, aJ+®), a+) = 8+ (apt), as (A+R), af(A+ R)) (R => 0): 

Angenommen, (192) gelte fiir ein festes R>O. Dann foigt wegen 
al +R+1) — aJ+®, as (x + R+1) — af (* + R) | daB a+ +2) = 8- as (k+e +1), 
Die erste Gleichung von (181) ergibt nun zusammen mit (182) das Be- 
stehen der Gleichung (192) fir R-- R+ 1. Mit J=i, K =k, R =1 ist 
(192) unsere Behauptung. 

Aus Satz 26 folgt nun sofort der 

Hauptsatz 7: Wird das Verfahren Vy an zwei verschiedenen Tripeln 
(a, B, ») (a*, B*, y*) durchgefiihrt, die in der Bezichung 

(a, B, y) = D- (a*, B*, y*) 
stehen, wo D umkehrbar ganzzahlig, im itibrigen aber den im Anfang 
dieses Paragraphen gestellten Bedingungen geniigen, so gilt mit den dort 
eingefiihrten Bezeichnungen: Es existieren zwei Indizes i,k derart, dap 
Siar = Siar, Use = URLs, 


(a1, Biss, Vi4c) - (atss, Bese, E+) 
fiir alle | > 0. 





eae 








> 
7 
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Satz 27: o + 0 set Zahl aus K, (a*,B*,y*) = o(a,B,y), wo «,B,y 


die im Anfang dieses Paragraphen gestellten Bedingungen erfiillen. Dann gilt 


S, = Si, U, = UZ fir n=O, 


(a Bas Yn) = (an, Bx, Yr)> a (a, ay, a”) => (a3, a3, as) fiir n = l. 


Beweis: Folgt unmittelbar aus der Definition des Verfahrens. 
Hauptsatz 8: Das Verfahren Vy werde auf (a, B, y) angewendet, 


wo a,8,y den im Anfang dieses Paragraphen gestellten Bedingungen geniigen. 
Dann gilt: Es gibt zwei Indizes i,k (i + k) derart, dag 


(al +9, af +9, +O) = eo (ait +, at +0 a+) fiir alle 1 > 0, 


wo e€ eime der vier Grundheiten der Ordnung von [a,B,y]. Ferner gilt: 
Si+t = Sr+is Us. = Uypsr, Qj47 = Agni, M. a W.: 

Die Folge (a, af, a) ist periodisch mit e, die Folgen S,,U,, a, sind 
echtperiodisch. 

Beweis: Sei o eine der vier Grundeinheiten der Ordnung von 
(a, 8, y]. Setzen wir (a*, 6*, y*) = o(a, 8B, y), so geht (a*, *, y*) nach 
Definition der Ordnung durch umkehrbar ganzzahlige Transformation aus 
(a, 8,y) hervor. Daher gibt es nach Satz 26 zwei Indizes i,k und eine 
reelle Zahl s vom Betrage 1 derart, daB 

(a+, +, E+) = g (att +O, gSk+D, g**+) fiir alle 1 > 0. 
Aus Satz 27 folgt also 

(E+, E+, +O) = s-o- (altt, K+, qk +d) fiir alle 1 > 0. 

Mit o ist auch s-o = e Grundeinheit der genannten Ordnung, also wegen 
le] + 1: «+k. Damit ist die erste Behauptung des Satzes bewiesen. 
Aus ihr folgen nach Definition des Verfahrens die iibrigen. 

Zum Schlu8 bringen wir noch den fiir die Berechnung einer Grund- 
einheit wichtigen 

Satz 28: Haben zwei Indizes i,k (0 =i <k) die Eigenschaften 

(1, Pi» Xi) _ (i, Pr» Xn)> 

(193) (1, Pi—15%i—1) = (1, Pe—1> Xk—1)s 


(1, Paws Xam) = (1, Paws Xrw)- 
(194) i ist der gropte Index, fiir den (1, %,, 44) = (1, Pres Ze)» 
8o folgt: 
Ussr = Unger, Qeere c= Oesige, Seats = Sesagu, 
(1, Piti4e, Pitagy) = (1, Petites Xe+i+0 fiir alle | > 0; 
141° Oi49--- Op = & ist Grundeinheit der Ordnung von [a, B,y]. 
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Es gibt unendlich viele Indexpaare (i,k) der Eigenschaften (193), (194). 

Beweis: Die letzte Behauptung ist eine unmittelbare Folge von 
Hauptsatz 8: Aus (193) und der Definition des Verfahrens Vy folgt 
zunachst U, = U,, daraus nach Vy (a;+1, 8:41, 1) = (441, Besa, 0), 
daraus nach Vy, ,; = S,4,, daraus nach Vo (1, 941,441) = (1, Persia» %e+1)- 
Unter Verwendung von (193) schlieBen wir jetzt wieder (a;+2, Bj+., 1) 
= (O+2,Pes40,1) u.s.f.. (194) besagt nun, daB die (k — 1)-gliedrige 
Periode (1, gi41,%i+1)> (1, Pesos e+e), -+-> (1, Ge, Ze) die kleinstmégliche 
Periode ist. Aus Hilfssatz 14 folgt somit, daB ¢ = 0; ,,...0, Grundeinheit 
der Ordnung von [«,f,y] ist. 


(Eingegangen am 10. 10. 1935.) 














Volistindige Lésung einer neuen 
diophantischen Aufgabe. 
Von 


A. Korselt in Plauen i. V. 





Mordell *) hat bewiesen, daB alle Lésungen in rationalen Zahlen u, v 
einer Gleichung 
(a) auv'+bu+ecw+du+e = fv’ 
(Gleichung einer Kurve vom Geschlecht Eins) aus einer endlichen Anzahl 
von Lésungen durch bestimmte rationale Rechnungen hervorgehen, die 
aus dem Additionstheoreme der elliptischen Funktionen entspringen. Sein 
Beweis gibt aber kein Mittel an, diese endlich vielen Lésungen aufzustellen, 
oder auch nur zu entscheiden, ob es iiberhaupt Lésungen gibt. Darum 
ist es férderlich, in einzelnen Fallen Methoden anzugeben, die nur mit 
zahlentheoretischen Mitteln alle Lésungen ausschlieBlich zu bilden gestatten. 


Setzt man in (a) 
x 2 


Ses, 043, 

wo 2,y,z ganze Zahlen sind (y + 0), so erhalt man eine diophantische 
Gleichung der Gestalt 

axv+bey+eryt+dry+ey = f2. 
In der vorliegenden Abhandlung wird daher fiir den Sonderfall 

(b) 2a4+3y* = 52° 

ein elementares Verfahren angegeben, das aus jeder Loésung von (b) mit 
\z} > 1 eine Lésung mit betraglich kleinerem z erzeugt. Umgekehrt 
kann man aus der kleineren Lésung die gréBere zuriickgewinnen, aber 
meist nicht eindeutig, sondern in zwei méglichen Weisen durch bestimmte 
rationale Rechnungen. Da es offenbar nur endlich viele Lésungen mit 
\z| = 1 gibt, kann man aus ihnen durch jene Rechnungen alle Lésungen 


der Reihe nach gewinnen. 


1) L. J. Mordell, On the rational solution of indeterminate equations of the 
third and fourth degree, Proc. Cambridge Philos. Soc. 21 (1922), 8.179. Vergleiche 
auch H. Poincaré, J. Math. pures et appl. (5) 7 (1901), S. 161, sowie A. Weil, Bull. Sci. 
math. (2) 54 (1930), S.12. Poincaré, sowie die alteren Verfasser Lucas, Pépin und 
Hantzschel behandeln zwar auch quadratisch-diophantische Systeme elementar oder 
mit elliptischen Funktionen, geben aber keine Abschatzung der Lésungen und 
keinen Beweis der Vollstandigkeit. 
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Mein Verfahren paSt auf alle Gleichungen der Form 
az +b2*y>+cy* = d2’, 
nur mu8 ich bisher eine Lésung erraten, falls sich die Unméglichkeit 
nicht schon durch quadratische Kongruenzen ergibt. Keine Entscheidung 
habe ich gefunden fiir 
2a*+ 343 y* = 2’. 


§ 1. 
Algebraische Hilfssitze. 
Die «,8,y... mit oder ohne Zeiger bedeuten rationale Einheiten, so daf 
Gx f=_-/f=_...= 1 
ist. Bisher benutzte man nur das Zeichen +, das keinen Kalkul ermég- 
licht. Damit wird ein einfaches und fruchtbares hyperkomplexes System 
iiber den endlich vielen Wurzeln einer algebraischen Gleichung (z* = 1) 
eingefiihrt, das ich hier nicht naber behandeln kann. 

Es sei |a| der (absolute) Betrag der komplexen Zahl a. Grofe Ab- 
kiirzung wird erreicht, wenn man statt |a| < |b}, |aj < |b| usw. schreibt 
a |=| 6, a|<| 6 usw. 

Ist A eine Zahlenmenge, so sei |A| der Inbegriff der Betrige der 
Elemente von A. Z.B. 

max |@,, ..., @,| = max (|a,|, ..., |@,|). 

Wird ein Inbegriff durch (a,,...,a,,) gegeben, so nenne ich die a, seine 
Stiicke, Koordinaten, und insbesondere Lésungsstiicke, wenn (a,, ..., @,) 
als Lésung einer Beziehung L(z,,..., z,) auftritt. a, ist das zu 2, 
gehérige Lésungsstiick. 

Lésung einer Beziehung L(z) ist jeder Gegenstand a derart, 
daB L (a) ,,erfiillt“, d.h. ein wahrer Satz wird. Vollstandige Lésung 
von L(z) ist die Angabe einer Wahrheit oder einer Vorstellung, die alle 
und nur Lésungen von L(a) darstellt. 

In einem Integritiatsbereiche mit eindeutiger (nicht notwendig endlicher) 
Zerlegung in Primfaktoren, z.B. im Bereiche der von Null verschiedenen 
ganzen Zahlen, ist die Gleichung 
(1) DZ, Ty --- Sm = Yy Yo Yn 
gleichgeltend mit 


(1’) y= TT tay, Y= IT tay 
v “ 


in den neuen Groen (Parametern) ¢, die unabhingig voneinander Werte 
aus jenem Integritatsbereich annehmen; sind die z,y Verinderliche, so 
ist (1’) eine vollstandige Lésung von (1). 
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Euler kannte und benutzte in seiner ,,Anleitung zur Algebra‘ schon 
den Fall 
%%y = WY» 
mit der vollstandigen Lésung 
A= Fe ern FFs. oe 
der auch in dieser Abhandlung nur gebraucht wird. Den allgemeinen 
Fall gibt Kronecker in seinen ,,Vorlesungen iiber Zahlentheorie‘‘. 


§ 2. 
Arithmetische Hilfssitze. 

Arithmetisch nenne ich die folgenden Hilfssitze, weil die Verander- 
lichen nur ganzzahlige Werte durchlaufen, und zwar voneinander unab- 
hingig, soweit nichts anderes gesagt wird. 

a ist (teiler-)fremd zub=avwb. 

Durch a ~ 6 wird schon eine gewisse Abhangigkeit zwischen a und b 
festgesetzt. 

l. p = q(2 ist gleichgeltend mit p? = q’ (4. 

2. p = 1(2 ist gleichgeltend mit p? = 1(8. 

3. p? = ¢(8 ist gleichgeltend mit .dem Wechselsatz: 

1=p=q(2 oder p= (4. 

4. Sind x und y fremd, so haben z+ y und z— y héchstens den 
Gemeinteiler 2. Sie haben genau diesen Gemeinteiler, wenn 2 ~ y und 
zy = 1(2. 

5. Aus cy = 1(2 folgt c = y = 1(2 und umgekehrt. 

Ich verwende die vollstaéndigen Lésungen in ganzen Zahlen einiger 
jetzt anzugebender diophantischer Gleichungen; die andern sind auch 
merkwiirdig und fiir andere Fille nétig. 


lL 2+ = a. 


t= “= * (pt — @*) A, y= Ste pga, t= yt? (pt + yA, 


] 
PUG PY= > (2. 


Ist y gerade, so hat man einfacher 
c= (p—q@)4, y= 2pq4 z=y¥ (P+), 
PYqa pq=O0(2. 
Hier wie im folgenden ist 
x z 


—WrU~vUR. 
;~ 3 ios 








Primzahlen. 
z = a’ (p* — mq’) A, ots z= yt pt + mea, 
puma, pqa= 52. 
IV. 2+2my? = 
= of (AE 2p — mise )a, yy = 292, 
coyCHremtste)a “tonite 
¥. pax gai 
oH tote aH 0S) e, 
y=" reek | 
Setdcn Ge shtcen Unt eee 
ee Mop pun(—otee venga 
VI. #+y = m2, mit m= +86". 
z = af + fa(p' — g*) + 2b pala, y = BAT (pt — @) — 2apq), 
say tera ena 
PUG P z=a-t*+b+S%2, yao t+ 0S. 
VIL. 222+ my = n2’, mit 2+m =n. 
r= a (Spin “Eee + Soe) y= 6 (Att pnts e)a, 
c= y(t hth othe 
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ll. 22+2y = 


z=a'(p?'—2q’)4, yo 2pgh4, 2=y (p?+2¢)A, 


pv 2q. 


Ill. 2?+ my’? = 2’. 


m und n seien in diesem Paragraphen verschiedene (positive) ungerade 






























































3—a 
puny 
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VIL. m2’?+ny = 22, mit m+n = 2a’. 
,(3 , 3— ‘ 3 3 — 
= a (SE*p Vee en i te yt — mS 4") A, 
‘ 3 
2=y'[a(*t*p tee =?) +2mpq]a, 


3 _ ‘ise 
stp um *S*4, sn ation 


Im folgenden werden nur die Fille m = 3, n = 5 gebraucht. 


IX. 2+ y= v+ v%. 
Ohne Beschrinkung setze ich 





z=u, also y=v(2, 2+ 4°. 
Dann ist nach § 1, (1) (1’) 

z=pqtrs, v= pq-—rs, v=ps+qr, =ps— qt. 
Sogar z* = wu? ist eingeschlossen, wenn man nimmt rs = 0. Immer hat 
man 

S+y=(P+ryg+s)= w+ 

Diophantisches System heiBe ein Inbegriff von Beziehungen, 
die in einem zihlbaren Unterbereich C’ des Kérpers der komplexen Zahlen 
(hier der ganzen rationalen Zahlen) gelést werden sollen. Diese Beziehungen 
kénnen Gleichungen oder Ungleichungen irgend einer Art sein. Haben 
wir Gleichungen zwischen rationalen Funktionen, so mégen diese Koeffi- 
zienten aus C’ haben. 

Besitzt D mehrere Lésungen, so handelt es sich darum (das ist hier 
die besondere Lésungsart), diese durch eine Menge F von Funktionen 
mit Koeffizienten aus C’ aus einer endlichen Menge von Lésungen eines 
passenden und bekannten diophantischen Systems D’ abzuleiten, indem 
jeder Lésung von D vermége F einige Lésungen von D’, und jeder Lésung 
von D’ vermége F einige Lésungen von D entsprechen. D’ kann von D 
verschieden sein oder nicht, abgesehen von den Namen der Verinderlichen. 
Ist auf diese Art D = D’, so werden wir das Eintreten eines der beiden 
Fille beweisen: 

a) Die Lésungen von D folgen vermége F so aus den Loésungen 
von D’, daB das betraglich gréBte Lésungsstiick einer jeden Lésung von D 
gréBer ist als das betraglich gréBte Stiick einer jeden zugehérigen Lésung 
von D’; oder 

b) es gibt eine Koordinate z in D, die vermége F immer auf einen 
betraglich kleineren Wert der entsprechenden Koordinate z’ in D’ fiihrt, 
falls nur |z| > 1; zu jedem Werte von z gehéren nur endlich viele Werte 
der andern Koordinaten von D,; die zusammen mit dem Werte von z 
eine Lésung von D ergeben. 
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Fiir eingeschobene diophantische Systeme, die zwischen D und D' = D 
erscheinen, braucht diese Vorschrift nicht zu gelten. 

Hiermit wird man auf einen kleinsten Wert von |zj, also auf end- 
lich viele Lésungen von D zuriickgebracht. So fiihrt jede Lésung von D 
auf eine in gewisser Art ,,niedrigere Lisung von D zuriick. 

Hat man vermége irgendwelcher Zwischenbeziehungen und einiger 
Funktionen F die Beziehung D auf die gleichgeltende Beziehung D’ zu- 
riickgefiihrt, so sage ich, der Ring habe sich einmal geschlossen. Kommt 
dies in unserer Betrachtung fiir einige Beziehungen im ganzen n mal vor, 
so hat sich der Ring » mal geschlossen und die Lésungen von D sind 
»m-fach verzweigt. Es kann sein, daS sich bei Benutzung anderer 
Zwischenbeziehungen eine andere Verzweigung ergibt. 


§ 3. 
Die Aufgabe. 
Es sei 
(1) 22°+3y' = 52° 


in ganzen Zahlen vollstandig zu lésen. Da zu jeder Lésung (z,y,z) auch 
die Lésung (a z,a y, a*z) gehért und umgekehrt, kénnen wir gemeinsame 
Faktoren von x und y weglassen und schreiben 

















(2) 2z2u3y, 
daher 
(3) 22zU3yv5zvu 2z. 
Hierin liegt schon 
(3’) zyz+0. 
Da yz =1(2, haben wir 22* + 3 = 5(8, also 
(4) f=Sy=z=1(2. 
Es ist sogar 5 = 5 2z*(16, also 
(4’) z= B(8. 
Aus §2, VII, erhalten wir fiir m = 3, n = 5 
, 3+ 
(5,) a at = 55% pt + 52S Gi + l0p,4,. 
3 = 
(5,) ry’ = Pate 
(55) o- ots pi +55 ee 


(6,) pat 374 U3. 
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Aus 


3 ‘3 2 
(5,) af “tot = PT", +54,) — 1593 








und (5,) haben wir 





2 
also 
(7) gu —], a’ = I. 
(5,) a* = pi + 10gi + 10p, 9, = (p, + 5q,)* — 15q?. 
(5,) By? = pi — 10q?. 
(5,) z= pit log? + 4p,9, = (p, + 29, + 697i. 
(6,) P,Y 10q,, (6) p+ 29, v 3. 
Aus (5,) folgt 
(8) r=y=1, ¢ = +=" a; 


q, = 0 gibt die niedrigste Lésung (Grundlésung) z* = y* = z= 1. Um 
neue Lésungen zu bekommen, setzen wir daher 


(9) q, + 9. 
Man ersieht aus (5) unmittelbar die Lésungen: 
(5.) B’ = -—l, Pp, = (2+) 6, q, = v9, 


r= (4+3y)e, y=(2—y)0, 2 = (19+ 12y)y,. 
Ubrigens werden sich diese neuen Lésungen von selbst ergeben, wenn 
wir zu abgeleiteten Gleichungen kommen, indem sie sich aus deren Grund- 
lésungen ableiten. 
Aus (5,), (5,) folgt auch 


(10) x* — y* = (1 — f’) p} + 10(1 + B’) gi + 10p, 4, 


= 2 (+* Pp, +5 a4 | [p, > et Sd a}. 


Eckige Klammern, die wie hier nebeneinander vorkommen, will ich von 
links nach rechts lesend mit A, B bezeichnen. Hier ist also 


qi) AmttF yy 5 ith, = p, +(3 — 26) *t* q,. 
2 = y’ fiihrt nur zur Grundlésung, wir setzen also 
(12) a? + y?, 
Nach (4) und §2, 2 ist die linke Seite von (10), also auch die 
rechte Seite durch 8 teilbar. Je nachdem #’ = 1 oder #’ = — 1 wird, ist 


A oder B durch 2, also durch 4 feilbar, und B oder A ungerade. Ferner 
ist B = p, + 2q4,(3, also nach (6,) B+0; 2? = y’ wiirde also A = 0 
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und dann g, = 0 geben, gegen (9). Nach (10) und §1, (1)(1’) haben 
wir also zu setzen 





(13,) c+y = 27.4%, t—y = 4r, 8. 
; 3-4 \2 3—p'\3 
(13,) A = ( LF) Po 8» B= 5") Ys 71° 
Auch ist 
(14) 13h A—5* to BK _ 5p, 
1— p’ q 
A-*5" B= 56'9, 
(13) gibt aufgelést 
(15,) L = Py, + 27,82, Y = Poy — 275 85. 
. 3+ 1 i 

(15,) — 5B’ p, = (3 — 26’) (— pe a a 

5B g, = (5) ns, - 475" or 


Wegen (14), (6) haben A und B héchstens den Faktor 5 gemeinsam. Aus 
(12), (13), (15,) und den Satzen 1 bis 4 von §2 folgt daher, wenn wir 
noch abkiirzend setzen: 


(16) Pn In Tn Sn = Mn, 
daB 
(17,) -%, + 0, (175) PoG U 2758, 
“ 13 — p’ 
(17,) p.8, =0(8+26'), (17) 2th pg UES oP ae, 


Die Werte (15) setzen wir in (5,) ein: 
25 p’ y* = (5 p,)* — 10(54,)’, 
25 B’ (Pp, 43 — 275 8,)* = [( 3 — 2’) (242) Ps 8, — 5—5— +P 17s) 
— 10[(*$*)' pas, — 4°55" aA 
25 f p} qi + 100’ r} s} — 1008" x, 
= 3 (3 — 26°) (@L) ptt +56 8 +26) FS") at rt — 808", 
5 (3 + 26") p? q} + 20(3 + 26") r} 53 — 20(3 + 28’) x, 


= —3(°5")' phot + (3 + 26) AZ") grt 168 + 26) my, 


(18,) #3 [3(2 5") pt + 20 (3 +26’) rt] — 43 + 26") x, 
= gi [—5 (3+ 26) pi +8426) O57) a}. 

















Vollstandige Lésung einer diophantischen Aufgabe. 
(18,) pi [5(3 + 26’) gt +3 (A $*) 0] 40426), 

= ni [a +2py (FS*) at — 208 + 26% sf], 

{s[3(-5") pt + 20(3 +267) #2] — 28 + 26)p,7%,5,|" 

= gi [— 15(3 + 26") AS)’ ps + 203 + 2679 (252) vf] 

= 5(8+26)(5") a[—3(-*) vt + + 267 (AZFY va], 
oder 
19,) {s,[3(—5")* pz + 1008 + 29°) 25" wf] — 25” 8 + 267) pr, 9)" 

= (3 — 26) (3 + 267 @ [- 50) 9 + (3+ 2p’ =>") rs]. 

Ebenso erhalt man aus (18,): 
9) {p, [53+ 26’) g? + 3 (ATF) of] — 208 + 267) a, 547)" 
= [53+ 267 PTF)’ gs — 60 (3 + 28 (24) ss] 


= (3 — 26°) (3 + 2p') (SF) rt [03 + 267 (FY ot —3 (ALF) os] 


Daher muB sein 


0) —3 (SSF) pt + (3+ 26) 25°) nf = (3 — 287) 22. 





(20,) [3 (5 7)" pt + 1003 + 287) 25 23] 


= (3+26')q, (* Pr, + (3 — 26’) 62,|. 


ax) = (8 + apy (SFY) gt —3 ATF)’ of = (3 — 282? 
19,) py [5 +2p')gi +3 (25°) a3] 





B Ts [> a4 (3 —28') @z z;|. 
Aus (20,), (17) folgt 





3+ 8 3— 8 9 RY 3+ p’ 
(21) Sto mY SFr, u (3 — 2f’)z, v3itt Ds. 


Unentschieden bleibt noch, ob p, oder s, durch 3+ 2 teilbar sei; das 
ergibt sich erst spiter. Wir miissen also der Einfachheit halber einteilen. 
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§ 4. 
Fall A: f = —1. 
(20}) — 3p$ + 128 rf = 52?. 
(19) 8q3 — 3s} = 52z;’. 
(205) 8, (3 p? + 2073) = ¢, (2 per, + 56z,). 
(19;) P. (593 +38?) = 27, (9,8, + 56 x). 
(21) 3p, Y 27, U 52, UV 3Qp,. 
, Pa 34 2 G1; 
an) ape ay 
(155) Pi = Pes, 5g; = — Posy + 495%. 
(53) y? = 10q} — p?. 
Wir erraten die Grundlésung von (20}): 
(20;.) ym =7, = 1,2, = 5. 
Das gibt mit Hilfe der Gleichungen (20;), ~~ (15,), (55) 
23s, = q, (2+ 250) = q, ise +° — 23 +="), 
9i+6 , 1-—@ 1+06 1— 06 
R= BS +>, =A -=z, 
1+906 1— 0 
“1 —s 35q ; ¥ * 9 bd 
1+ 46 1—é@ _+ >: 
P; _ 27 as a 2 , _ = = ]$ 242 
- 1+ 6 1—6 re site — 
at ee +3 => z= 77 ae a. 
2 = 3923 [+247 =. 


In der Tat ist 


' 1+6 I1l- 
(14) 2(77-> 


2 


Die kleinere dieser beiden Lésungen ist schon in (5,) enthalten. 
(finden wir 
19; ..) Q = sy = l, . = l, 

8p, = 2r,(1 +56’) = 21, (6 i+* a 415° ). 


T) 3 





a4) +3(s1-7° —33— : *) "= 5 (3823-75 +8 


47i- -- =). 
Aus (19,) 
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In der Tat ist 
, 1+6 1— 94 1+0' 3! — 9'\4 1+ 06’ 1—#” 
aj) 2(7$2 4 5") 4 (4 4345?) = oi ety tty. 


Das sind die beiden Lésungen 5,. Wir kehren zu (20;) zuriick, vs, sich 
so schreiben 1aBt: 








3p; + 52? = 2(873)’. 
Nach (21’) und §2, VIII hat diese Gleichung die volistiindige Lésung: 




















(22,) a’ p} = *t* 92 + 3224 8p,4,. 
(22,) s, = TS pt — 32S“ 99. 
(22,) 41} = S+* pt + 35> * 3 + 30,4. 
qs)  tpus2)*¢. (23) =p, + 2254 
Aus (22,) folgt r? = — «p3?(3, also wegen (21’) 
a=—l. 
22,) a’ pi = pi + 63 + 8p,q, = (p; + 49,)* — 10g5. 
(22,) 2, = ps — 6q3. 
(22,) 4ri = pi + 6q3 + 3p,49;. 
23,) p, ~ 6q,;, (23,) Ps — % V 3. 
Wegen (22.), (22,) ist dann auch 
(24) Ps =9, =1(2, « = —-1. 
Damit wird 
(22,) ~ pi = p} + 6q3 + 8p, 93. 
(25) 4ri — p? = [p, + 495] (2p, + 395]. 
Hier ist von selbst wegen (17,) 
(26) 4r} + pi, 
also haben wir nach § 1, (1), (1’) 
(27,) 27,+ Py =X 2r,— Pe = 1,8. 
(27,) Ps + 49, = BS) 2p; + 34s = Ue 
(27.) 24— B = 54,, —3A+4B=5p,. 


A und B haben héchstens den Faktor 5 gemein. Aber B = 2(p, — q,) (5, 
so daB nach (23,) weder B noch A durch 5 teilbar ist. Somit ergibt 
sich wegen (26) und Sitzen in § 2: 


(23,) 2, + 0, (28,) x, =1(2, (28;) Pads SH MSs 
(28,) Ps Ss, qs Th, (28,) % " bs 3. 
letzteres wegen (23,), (27,). 


Mathematische Annalen. 112. 
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(27) wird aufgelést: 
(29,) 47, = Bat %%, 2Py = Mea — M8 - 
(29,) 5p, = 3D, + 49,7, 595 27,5, — %&%,- 
In (22,) eingesetzt: 
16r? = (2p, + 39,)* + 15q5. 
25 (41,)? = 25(2p, + 3q,)* + 15(5q,)*. 
25 (p,q, + 17,3,)> = 2qir? + 15(2p, 8, — q,7,)’. 


(30) 83 (12 p? — 5r?) — 220, = gi (5p? — 83}). 
(31) [s,(12pf — 5 rf) — lL pyr.g,P = 20g2 (3 pi + 27%). 
(32, Qri + 3 pf = 52}. 
(32,) 8,(12p} — 5r?) = q,(11 p,7, + 106z,). 
Aus (32,), (28) folgt 
(33) 2r,- 3p, v 52, v 2¢,. 


(32,) ist die Gleichung (1) mit anderen Unbekannten, der Ring hat sich 
zum ersten Male geschlossen. Man hat z. B. 





(32,) L=p=—2,=1, 
1+0, 1-86 
7s, = q,(11 + 108) = g,(21-3—- +—-), 
1+0 1— 90 1+ 6 1—@ 
1+0 1—@6 1+406 1—@ 
a= PF - apt Se. 
140, 1-8 +e, .i-6 
n= ~~ +9 7 = to +35, 
i 1+6 1—6 
»= —5--4+19->- 
In der Tat ist 
1+06 1— 6\4 1+ 90 1— 6\4 
(20; a) —3(*$*- >) + 128( 2 +2 2 ) 
1+4 1—6\? 
= 5(5 - — 19--). 


Hieraus kann man nach den schon genannten Satzen die iibrigen Unbe- 
kannten bis z, y,z berechnen. Es ergeben sich zum Teil groBe Zahlen. 
Es geniigt jedoch, wenn fiir jedes vorliegende diophantische System zwei 
Lésungen angegeben werden: die Grundlésung und eine niachsthdhere 
Lésung. Berechnung groBer Zahlen wire hier Sport. 

Um aber zu zeigen, da8 jede Lésung von (1) gema&B den Bemerkungen 
am Ende von §2 auf eine Lésung mit kleinerem |z| zuriickgefiihrt ist, 
mu8 ich |z| und |z,| vergleichen. 















Vollstandige Lésung einer diophantischen Aufgabe. 
Nach (5;), (15,) ist 
25z = (5p, + 10q,)* + 6(54,)’, 
also 
5z = 3p}s} + 323 ri, 
20z = 383 (2 p,)? + 893 (4r,)? _ 382 (Po r,8,)° 


bo 893 (Pd + r,8,) = (pi gi + ris?) (89; r 3.83) a 22, (84? — 382). 
Also 


I. 4002° = (pi gi + ris{ + 222) (8q2 + 383)? + 423 (89? — 38?) 
+ 4m, (pige + 7682) (8g3 + 382) (8g? — 353). 
Nach (32,): 
Il. 4002? = 160r{ + 240p. 

Nach (195) ist 

8qi > 3s, 8q3>V24si, 893 — 35} > (¥24 — 3) 53 >1, 
also positiv. 

Ist nun 

a) qi + 83, 

so ist 8q3 +38} > 20, und aus I., II. folgt leicht 4002* > 400 2}, 
also z| >| 2,. 

b) Ist aber g3 = s}, so bedarf es einer langeren Betrachtung. Wir 
haben dann g? = s*= 1, also ohne Beschrinkung g, = s,=1. Dies 
entspricht dem Falle (19;,.), welcher liefert 


Wj) = 31 t% 47'S. 


(19;,) auf die jetzige Form (32,) angewandt liefert nach (27,) 
qit % , 1-? 1+ 6’ 1—@’ 





o> eae: tee +2 5 = 
daher 
140, ,1—0' +e 1—6’ 
p= (44+ 3A=)y-> +48 -4-, u =(4—3£A)y +855", 
1+ 6’ —# 1+¢ 1—9@’ 
nae tO tet gn ss , ase pt +e—ant5f, 
1+ 1+0' 3} 1—f)1—0" 
art -+Spt = bat = 5] (1441 FP LATO 4 (gph tly bm eH Oy, 


Da die eckige Klammer ein Quadrat sein muB, ist dies nur méglich, wenn 


1+pl+o ,14+¢1-0' _ 4 
2 2 2 2 = 7 
also 

1 


oe 


pies 225-2 


2 


wl 
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also 
IV. |s,| = 1, 
infolgedessen 
z|>|% 





wird. Das am Ende von § 2 beschriebene Verfahren hat zum Ziele gefiihrt. 
(1) ist fiir den Fall A vollstandig gelést, wir gehen also zum andern 


Fall iiber. 
§ 5. 
Fall B: pf = 1. 
(20,) gibt 
(20) — 24 pf + 25 rf = 2h. 
(20;') (48 p? + 50 r?) sy = 59, (p, 7, + O2,). 
(21”) 6p, 7, VY 2, YL 6p. 
(153) Sp, = —8p,8,+5q,7%, 59, = 4 py sy. 
(173) Py, = 0(5, (17%) mm = 


Wir miissen gema8 (17;) wieder einteilen. 
Fall B,: p, VU 5. 


Daher 

(212) 6p, Vv Sr, UV 2, v 6p. 
Eine Lésung von (20/) ist 

(204) A= =% = 1. 
Dies gibt 


98s, = 549,(1 +6) = 10g, +", 





also 
6=1, 8, = 5, q, = 49. 





q, = 4, p, = 4i, y = 39, z = 59, z = 2497 


In der Tat ist 
(1,) 2- 59° + 3 - 39 = 5 - 2497". 
(20;) la8t sich so schreiben: 
2 + 6 (2 p3)* = (5r3)’, 
und hat gemaB §2,1V die vollstindige Lésung 

















(34,) s, =! 5-329, 

(34,) Pi = Py Qs» 

(34,) Br} = 21 93 4 32S * 92. 

(35,) “$29, 32554, (35,) 7.4, +0. 
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Letzteres wegen (17,). Aus (34,) folgt — r? = — « (3, also a =1. Daher 


(34,) 2, = 2p5 — 345, 
(34,) 5r? = 2p} + 343. 
(35,) 2p, Y 34q;. 
Aus (34,) folgt 
(36) P,= Pi, = Gr Pa = Pode 
Daher 
(37,) 2Pe Y 3% (37,) Pog, + 9. 
(36) in (34,) eingesetzt: 
(38) 2 ps + 3q$ = drt. 


Das ist System (1), der Ring hat sich zum zweiten Male geschlossen. 
Auch hat man nach (36) und § 1, (5) 


(a) Por Ie || Po» 
und nach (13) und § 1, (3,) 

(8) Py|<| max |z, y|, 
also nach («) (8) 

(y) Por Ge | <| max | x, y|, 


womit nach Art von §2,a) die Gleichung (1) auf die gleichgeltende 
Gleichung (38) zuriickgefiihrt ist. Natiirlich ist dann auch r,|<| z. 
Wir gehen daher zu 
Fall B,: p, = 0(5. 
Dann ist nach (20;) 














(39) Ps = 5 Ps, s, = 52,. 
(40) — 24-25 ps +r} = 2, 
und nach (17,) 
(41) rey 309, UYU fy. 
(173) 5 pods VU 27, 8, 
also 
2" + 6(10p;*)? = 73. 

’ 3 3 — 
(42,) o = “t* pp — 32" 99. 
(42,) 5 ps = p19 
(42,) n= Ppt +3 2S" ¢. 





(43,) + PY 3—>- (43,) P, 9, + 0. 
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Aus (42,) folgt r? = — « p}? (3, also 
(44) a= —1. 

Aus (17,), (41), (42,), (42,) folgt aber auch 
(45) P, =4q, = 1(2, 
also 
(46) a = 1, 


was ein Widerspruch zu (44) ist. Fall B, ist unméglich, unsere Aufgabe 
ist vollstaindig gelést. 

Da die Gleichungen 
(20;) 128 r} — 3p} = 52}. 
(20;’ 25 rf — 24 pt = 2?, 
auf (1) zuriickgefiihrt wurden, sind auch sie vollstindig gelést. Aufgabe (1) 
ist zweifach verzweigt. 


Plauen, den 11. 10. 35. 


(Eingegangen am 12. 10. 1935). 

















Uber ausgeglichene Verbinde. 


Von 


Fritz Klein-Barmen in Wuppertal. 





Die in der vorliegenden Untersuchung behandelten U-Verbande gehéren 
zu den léngenendlichen Verbinden') und sind dadurch bemerkenswert, daB 
fir sie die Einfiihrung einer Art MaSfunktion méglich ist, deren charak- 
teristische Kigenschaften in dem Satz 6 — wir méchten denselben als 
Briickensatz bezeichnen — zum Ausdruck kommen. Fiir das Folgende wird 
die Kenntnis von [Verb. 2] vorausgesetzt. Wir bemerken noch, da8 wir, 
um Raum zu sparen, die Durchfiihrung derjenigen Beweise, die keine 
besonderen Schwierigkeiten bieten, dem Leser iiberlassen. 


§ 1. 
Ketten und Briicken. 
Erklarung 1. Eine aus m Elementen 


es (m => 2) 
eines Verbandes M bestehende Menge heiBe eine Kette*) in M, wenn bei 
passender Numerierung a, entweder immer oberer oder immer unterer 
Nachbar von a,,, ist (uv = 1,...,m— 1). 

Unter Verwendung der in [Verb. 2], Erklarung 9 eingefiihrten Bezeich- 
nungsweise, die angewendet werden darf, weil die Ketten zu den &-Ver- 
binden gehéren, definieren wir weiter: 


1) Vergl. Grundziige der Theorie der Verbénde. Math. Annalen 111 (1935), 
8. 596-621. Auf diese Arbeit wird unter der Bezeichnung [Verb. 2] verwiesen. — 
Das Literaturverzeichnis zur Theorie der Verbande ist ferner durch die folgenden 
Arbeiten von G. Birkhoff zu erginzen: [2] Applications of lattice algebra. Proceedings 
of the Cambr. Phil. Soc. 30 (1934), S. 115 — 122; [3] On the lattice theory of ideals. 
Bulletin of the Am. Math. Soc. 40 (1934), S. 613 — 619. 

Ich benutze die Gelegenheit, um Herrn P. Bernays, der das Manuskript der 
vorliegenden Arbeit eingesehen und mich auf einige Kiirzungsméglichkeiten aufmerk- 
sam gemacht hat, meinen besten Dank auszusprechen. 

*) Der Begriff der Kette geht auf Dedekind zuriick; vergl. Dedekind [W. XXX], 
8. 253 u. Birkhoff [1], S. 445. 
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Erklarung 2. Zwei Ketten mit denselben Endgliedern mégen als 
gleichendig bezeichnet werden*). Unter der Lénge einer Kette werde die 
um 1 verminderte Gliederanzahl verstanden. Eine Kette von der Lange 1 
heiBe eine Rotte. 

Satz 1. Je zwei voneinander abhdingige Elemente eines langenendlichen 
Verbandes M lassen sich durch mindestens eine Kette in M verbinden. 


In der folgenden Erklirung wird der Begriff der Kette verallgemeinert. 
Erklairung 3. Eine aus m Elementen 
(1) eae = 
eines Verbandes M bestehende Folge‘) heiBe eine Briicke in M, wenn je 
zwei in (1) unmittelbar aufeinander folgende Elemente voneinander abhiingig 
sind. Die Elemente (1) mégen als die Glieder, a, und a,, insbesondere 
als die Endglieder der Briicke bezeichnet werden. Ein von einem Endglied 
verschiedenes Glied der Briicke heiBe Pfeiler. Ein Pfeiler a, heiBe ein 
eigentlicher Pfeiler, wenn a, , und a,,, voneinander unabhiangig sind. 
Andernfalls heiBe a, ein uneigentlicher Pfeiler. Ein eigentlicher Pfeiler a, 
heiBe ein oberer oder unterer Pfeiler, je nachdem 
Oy. << By, Gy > Gus 
oder 
Oy) > Ay, By < Quii 


zutrifft. Eine Briicke werde als offen oder geschlossen bezeichnet. je 
nachdem die Endglieder verschieden sind oder nicht. Da8 B eine Briicke 
mit den Endgliedern a, und a,, ist, werde auch durch die Wendung aus- 
gedriickt: Die Briicke B verbindet a, mit a, Zwei Briicken mit denselben 
Endgliedern mégen als gleichendig bezeichnet werden. 

Satz 2. Je zwei Elemente eines Verbandes M lassen sich durch min- 
destens eine Briicke in M verbinden. Insbesondere gilt: Sind a und 6 
voneinander abhiingige Elemente, so lassen sie sich mindestens einmal durch 
eine Briicke ohne eigentliche Pfeiler verbinden; sind a und 6 dagegen vonein- 
ander unabhiingig, so lassen sie sich mindestens einmal durch eine Briicke 
mit einem einzigen oberen Pfeiler und mindestens einmal durch eine Briicke 
mit einem einzigen unteren Pfeiler verbinden. 

Beweis: Sind a und 6 voneinander abhingig, so stellt das Paar a,b 
eine geeignete Briicke dar. Sind a und 6b voneinander unabhangig und 
setzt man 

e=avbd=anb, 


so stellen die Folgen a,c, 6 und a,d,b Briicken der verlangten Art dar. 


5) Gleichendige Ketten nennt Dedekind dquivalent. 
*) Die Elemente (1) brauchen nicht alle voneinander verschieden zu sein. 








-_ = ee @D CB 
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§ 2. 
Ausgeglichene Verbinde. Der Briickensatz. 

Es sei M ein langenendlicher Verband; er geniige dem folgenden Axiom: 

(A) Fiir je zwei voneinander abhingige Elemente a und > aus M 
haben alle a mit b verbindenden Ketten in M dieselbe Linge. 

DaB der Aussage (A) tatsichlich die Bedeutung eines Axioms zukommt, 
ergibt sich folgendermaBen. Einerseits ist (A) von der Gesamtheit der 
einen Verband bestimmenden Axiome unabhdngig, wie der in Fig. 1 in 
Netzdarstellung wiedergegebene Verband zeigt. Hier haben die beiden 
Ketten, die e mit f verbinden, verschiedene Lange. . Andererseits ist (A) 
mit der Gesamtheit der einen Verband bestimmenden Axiome vertrdglich, 
wie der in Fig. 2 wiedergegebene Verband zeigt. Hier haben die beiden 
Ketten, die e mit f verbinden, dieselbe Lange 3. Ubrigens geniigen alle 
Verbinde, deren Ordnung nicht gréBer als 4 ist, und alle £-Verbande 
dem Axiom (A). 


rf rf 
a c 
a; 
c 
b : az 
é é 


Fig. 1. Fig. 2. 


Erklirung 4. Kin dem Axiom (A) geniigender langenendlicher 
Verband heiB®e ein ausgeglichener Verband (U-Verband). 

Erklarung 5. Sind @ und 6b zwei voneinander abhdngige Elemente 
eines ‘l-Verbandes M, so bedeute [a,b] die den folgenden Bedingungen 
geniigende Funktion: 

I. Fiir jedes Element a aus M gilt 
(2) fa,a] = 0. 

II. Sind a und b Endglieder einer Kette in M und haben die a mit 6 
verbindenden Ketten in M die Linge m, so gilt 
(3) {a,b] = +m, 
wobei das obere oder untere Vorzeichen zu nehmen ist, je nachdem 

a> b oder a<b 
stattfindet. 

Satz 3. Sind die Elemente a, b wnd c zu je zweien voneinander 
abhiingig, so gilt 
(4) [a, b) + [b,c] = [a,c]; 
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insbesondere findet 


(5) {a,b6] = — [b,a] 
statt. 

Satz 4. Bilden a und b eine Rotte in M, so gilt 

fa,b]) = +1. 

Satz 5. Stellt die Foige a,b,c eine Briicke in M dar, so gilt 
(6’) [a,b] +- [b,c] = [a,ave] + [a Ve,c] 
und 
(6”) [a,b] +- [b,c] = [a,anec]+ [a-c,e]. 


Beweis Ist 6 ein uneigentlicher Pfeiler der Briicke, so ergibt sich 
die Behauptung nach (4) und (2). Wir kénnen somit annehmen, dab b 
ein eigentlicher Pfeiler ist. Ist 6 ein oberer Pfeiler, so 


erhilt man, wenn (4) auf die Folgen 
Ps b, aanec 
a . und 


\, f b, c¢*,a-mc 
™ angewendet wird (vgl. Fig. 3), 
Fig. 3. [6, a) + [a, acc} = [b, c] + [e, ar\c}; 


nach (5) folgt daraus (6). Ersetzt man in (6”) das Element 6 durch a ~ c, 

was offenbar zulassig ist, so ergibt sich 

(7) {a,aVe] + [avec] = [a,anc] + [ane,c]; 

aus (6”) und (7) folgt nunmehr (6’). 
Abnlich behandelt man den Fall, daB 6 ein unterer Pfeiler der Briicke ist. 
Nun la8t sich der in der Einleitung erwahnte Hauptsatz beweisen. 
Satz 6 (Briickensatz). Es sei M ein U-Verband. Es sei 

(8) Bas «009 Oe 


eine Briicke in M. Dann gilt 


m—1 

(9’) = [Gy ,Gu+1) -_ {a,, a, U4) + [a, Ua, a»| 
ui 

und 
m—1 

(9”) ZX [Gus Aus1] = [4,, 4 V4m] + (4, Gm, Om). 
u=1 


Beweis. Nach (2) ist die Behauptung fiir m = 2 und nach Satz 5 
fiir m = 3 richtig. Somit darf m > 4 angenommen werden. Es seien 
(10) Gp—;, Ge, Bey) 
drei in (8) unmittelbar aufeinander folgende Elemente. 

a) Sind die Elemente (10) zu je zweien voneinander abhingig, so 
gilt nach (4) 

[@e—1, Ge] + [4.5 G41) = [Ge-1, Ge]. 
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Somit kann in (8) ein etwa vorhandener uneigentlicher Pfeiler a, unter- 
driickt werden, ohne daB die iiber (8) erstreckte Summe 


(11) J (eu, Gu+1] 
“ 
eine Wertianderung erleidet. 

8) Auf Grund der Bemerkung «) diirfen wir annehmen, daB (8) keine 
uneigentlichen Pfeiler enthilt. Es sei wieder m > 4. Wir betrachten 
die Elemente a,, a, und a,. 

Es sei zunichst a, ein oberer und somit a, ein unterer Pfeiler 
(vgl. Fig. 4). Dann gilt nach (6”) 

[a,, 4,] + [a,, a] = [4,, 4, 0 4) + [4,0 4,, 4), 
so daB in (8) der Pfeiler a, durch a, ~a, ersetzt werden kann, ohne daB 


der iiber (8) erstreckte Ausdruck (11) seinen Wert andert. In der neuen 
Briicke 


Bie My TA Ges Ges Ges «ss Ge 
sind die Elemente a, 4 a,,a,,a, zu je zweien voneinander abhingig, so daB 
nach «) das Element a, unterdriickt werden kann. Ist also a, ein oberer 


Pfeiler von (8), so kann (8) durch die einen Pfeiler weniger enthaltende 
Briicke 


(12’) B,, ®, VG, O,, By, -. +) Om 
ersetzt werden, ohne daB dabei (11) eine Wertanderung erleidet. 


A a \ 
* 
1 , fs 
‘ 
’ 


VY 
4™ 
Fig. 4. Fig. 5. 





Ist zweitens a, ein unterer Pfeiler, so ergibt sich ahnlich (vgl. Fig. 5), 
daB (8) durch die ebenfalls einen Pfeiler weniger enthaltende Briicke 
(12”) Bao Gy \WIJOgg Gey Gas ++ +0 Gen 
ersetzt werden kann, ohne da®B dabei (11) eine Wertanderung erleidet. 

Die Briicken (12’) und (12”) behandle man, falls deren Gliederanzahl 
noch gréBer als 3 ist, weiter gemiB «) und f). Nach einer endlichen 
Anzahl von Schritten ergibt sich schlieBlich eine aus héchstens drei Gliedern 
bestehende Briicke, fiir die, wie bereits gezeigt, die Behauptung des Satzes 
zutrifft. Damit sind (9’) und (9) in vollem Umfang bewiesen. 

Es werde ausdriicklich bemerkt, daB das geschilderte Reduktions- 
verfahbren auch fiir den Fall in Kraft bleibt, daB nicht alle Glieder der 
Briicke (8) bzw. der abgeinderten Briicken voneinander verschieden sind. 
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Folgerung. Stellt (8) eine geschlossene Briicke dar, so gilt 


"S [a., Gy+1] = 0. 


a=1 
Die Satze 2 und 6 geben uns die Berechtigung, die friihere Festsetzung 
(Erklarung 5) zu verallgemeinern und dem Symbol [a, 5] auch dann einen 
Sinn beizulegen, wenn a und b voneinander unabhdngige Elemente sind. 
Das geschieht in der folgenden Festsetzung. 
Erklarung 6. Sind a und b zwei beliebige, nicht notwendigerweise 
verschiedene Elemente eines &-Verbandes M, so werde gesetzt 


m—1 
(13) [a, 5) at [@u,@u+1], 
wenn 
Ris im Ge (a, = a, a,, = 6) 
eine a mit b verbindende Briicke in M ist. 
Nunmehr findet in Verallgemeinerung des Satzes 3 statt: 
Satz 7. Fiir drei beliebige Elemente a, b und c eines U-Verbandes gilt 
[a, 6] + [6, ec] = [a, cl}. 

Im Hinblick darauf, daB ein U-Verband in Klassen eingeteilt werden 
kann, worauf im niachsten Paragraphen eingegangen wird, merken wir 
noch die im folgenden Satz ausgesprochene Eigenschaft der Funktion 
[a, 6] an. 

Satz 8. Sind a und b Elemente eines U-Verbandes M und von etwa 
vorhandenen Spitzen von M verschieden, gilt ferner 


[a,b] = m, 
so gibt es in M Elemente x,, y, derart, dap 
(14) {z,,y¥,) =m+1 
stattfindet, und Elemente x,, y, derart, dap 
(15) [z%, ¥) =m—1 


stattfindet. 

Beweis. (14) baw. (15) wird z. B. erfiillt, wenn z, = a bzw. x, = a 
gesetzt wird und fiir y, ein unterer bzw. fiir y, ein oberer Nachbar von } 
gencmumen wird. 

Folgerung. Gibt es in M zwei Elemente a und b derart, dab 


{a, 6] = m (m > 0) 
stattfindet, so gibt es auch fiir jeden Wert von mw aus der Reihe 
0, 1, ....m—1 
mindestens einmal zwei Elemente z und y derart, daB 
[z,y)=# 


stattfindet. 


















Uber ausgeglichene Verbande. 


§3. 
Rang. Klasseneinteilung. 


Erklarung 7. Sind a und b zwei Elemente eines U-Verbandes M, 
so heiBe a vom Rang pu in bezug auf b, wenn 


(a, b] = ad 
stattfindet. Insbesondere heiBe a vom Rang u, wenn, falls M ein unterstes 
Element e besitzt, 


: (a, e] = wu 
stattfindet °). 


Der positive Héchstwert, den [a,b] fiir zwei Elemente aus M er- 
reichen kann, heiBe Rang von M. 

Der Rang eines U-Verbandes kann endlich oder unendlich sein. Die 
notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, daB M den endlichen 
Rang m hat, besteht darin, daB M ein oberstes Element f/ und ein 
unterstes Element e besitzt und 

[f,e] = m 
stattfindet. 

Erklairung 8. Ist a ein Element eines U-Verbandes M, so bezeichne 
K (a) die Menge derjenigen Elemente x aus M, die vom Rang 0 in bezug 
auf a sind, fiir die somit 

[z,a] = [2,7] = 0 
gilt. 

Satz 9. Zwei Mengen K(a) und K(b) sind dann und nur dann 
identisch, wenn 

[a,b] = 0 
stattfindet. 

Beweis. Es sei z ein Element aus K(a) und y ein Element aus 
K(b). Wegen 

[b, x] = [b,a] + [a,x] = [6, a] 
ist z dann und nur dann ein Element von K (b), wenn 
[b,a] = 0 


(a, y] = [2,6] + [6, y] = [4,5] 
ist y dann und nur dann ein Element von K (a), wenn 


[a,b] = 0 


ist. Wegen 


ist. 
Satz 10. Zwei Mengen K(a) und K (b) sind entweder identisch oder 
elementfremd. 


5) Vgl. Dedekind [W. XXX], 8S. 265ff.; ferner Birkhoff [1], 8.446 u. [2], 
S.115ff. Man beachte, da8, wahrend der relative Rang eine ganze Zahl ist, die 
insbesondere auch negativ sein kann, der auf e bezogene Rang eine im wesentlichen 
positive ganze Zahi ist. 
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Da auf Grund der vorhergehenden Siitze jedes Element von M genau 
einer Menge K (a) als Element angehért, kann M als die mengentheoretische 
Vereinigung der verschiedenen in M als Untermengen enthaltenen Mengen 
(16) K (a), K(b), ... 
aufgefaBt werden. Die Funktion [z,y] vermittelt somit eine eindeutig 
bestimmte Klasseneinteilung R von M, wobei die Anzahl der Klassen (16) 
entweder endlich oder abzihlbar unendlich ist. Ersichtlich ist im ersten 
Fall die Anzahl der Klassen von & um | gréBer als der Rang von M. 

Satz 11. Ist M von dem endlichen Rang m und setzt man 


K (a) _ K,, 
wenn a vom Rang A ist, besteht demnach R aus den Kiassen 
es Wks «me 


ist ferner x, ein Element von K, und z, ein Element von K,, so gilt 


[Zu zy) week! ete 
Beweis. Es ist 


[t,. z,] = [Zu e] a [e, zy] = [tu €] = [2,, e} Pa 


Wuppertal-Barmen, im Frihjahr 1935. 


(Eingegangen am 8. 7. 1935.) 





























Beitrige zum Entscheidungsproblem 
der mathematischen Logik. 


Von 


Wilhelm Ackermann in Burgsteinfurt. 


Bei den Untersuchungen iiber das Entscheidungsproblem der ersten 
Stufe braucht man nur die logischen Ausdriicke in Betracht zu ziehen, 
bei denen die All- und Seinszeichen simtlich unverneint am Anfang 
stehen. Die Folge dieser All- und Seinszeichen nennen wir nach Gédel 
das Préfiz des Ausdrucks. Es hat sich nun als wichtiges Ergebnis heraus- 
gestellt, daB man von der verwirrenden Vielzahl der Prifixe absehen und 
sich auf bestimmte Prifixklassen beschrinken kann, mithin eine gewisse 
Normierung der logischen Ausdriicke vornehmen kann. Eine erste der- 
artige Normierung wurde von Th. Skolem angegeben. Skolem zeigte’), 
daB man sich beim Erfiillbarkeitsproblem nur mit Prifixen der Form 


(I) (2) (4) - - - (%m) (EB yy). - -(B yn) 


zu befassen braucht. Diese Skolemsche Normalform bildet seither den 
Ausgangspunkt der meisten Untersuchungen iiber das Entscheidungsproblem. 
Eine wesentliche Verschirfung des Skolemschen Resultates wurde von 
K. Gédel*) erreicht, der nachwies, daS man in der Skolemschen Normal. 
form m = 3 nehmen kann, daB man sich also auf Prifixe der Form 


(Ul) (2,) (2) (25) (Zy,).--(B yn) 

beschrinken kann. In etwas anderer Richtung bewegen sich Unter- 
suchungen von L.Kalmaér. Kalmar zeigte*), daB sich die Frage der Er- 
fiillbarkeit eines beliebigen Zahlausdrucks auf dieselbe Frage fiir die Zahl- 
ausdriicke mit einem Prafix der Form 


(1) (Ex,)(E2,) . -.(E &m) (Y,) (Ya) (Ez) (4) (ua) « - « (Un) 


zuriickfiihren la8t. Hierbei darf iibrigens vorausgesetzt werden, ebenso 
wie bei der Gédelschen Normalform, da8 nur zweistellige Pridikaten- 
variable vorkommen. Lat man dreistellige Pridikatenvariable zu, so 


1) Th. Skolem, Logisch-kombinatorische Untersuchungen usw., Vid. Skrifter, 
Math.-Nat. Klasse 1920, Nr. 4. 

*) K. Gédel, Zum Entscheidungsproblem des logischen Funktionenkalkiils, 
Monatsh. f. Math. und Phys. 40 (1933). 

3) L. Kalm4r, Ein Beitrag zum Entscheidungsproblem, Acta Scient. Math. 
Szeged 5 (1932), S. 222—236. 
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kommt man bei einem Prifix (III) sogar mit einer einzigen derartigen 
Variablen aus‘). 

Die Reduktion des Entscheidungsproblems auf die Form (II) ver- 
lauft in der Richtung, daB die Anzahl der Allzeichen beschrinkt wird, 
bei der Zuriickfiihrung auf die Form (III) dagegen so, da8 die Seinszeichen 
zum Teil an den Anfang des Prifixes riicken, waihrend im tibrigen nur 
ein Seinszeichen vorkommt, dem zwei Allzeichen vorangehen. Diese 
Zuriickfiihrungen sind deswegen bemerkenswert, da fiir die Fille, daB keine 
Seinszeichen oder keine Allzeichen vorkommen, oder da8 samtliche Seins- 
zeichen simtlichen Allzeichen vorangehen, das Entscheidungsproblem sich 
lésen lieB®). Auch fiir Prifixe der Form (I) mit m = 2 gelang es, die 
Entscheidung durchzufiihren [vgl. die Ar beiten von Gédel, Kalmar, Schiitte®)]. 

Im folgenden werde ich zunichst eine Reduktion des Entscheidungs- 
problems’) vornehmen, die in der durch (III) angedeuteten Richtung der 
méglichsten Beschriinkung der Anzahl der Seinszeichen und ihrer méglichst 
giinstigen Stellung noch weiter geht. Sieht man nimlich ab von den er- 
wahnten Prifixklassén, fiir die das Problem gelést ist, so wire der ein- 
fachste Priifixtyp (falls man die Einfachheit in der angegebenen Richtung 
sucht) derjenige, bei dem nur ein Seinszeichen vorkommt, das hinter dem 
ersten Allzeichen steht. Es handelt sich also um Priifixe der Form 
(IV) (x) (Ey) (2,) (22) - - - (@n)- 

Als nichsteinfachsten Priifixtyp wiirde man den bezeichnen, der aus 
(IV) dadurch entsteht, daB man noch ein Seinszeichen vorsetzt, also den 
folgenden Typ 

(Vv) (E x) (y) (Bz) (u,) ... (un). 

Im ersten Teile der Arbeit zeige ich nun, da8 man zu jeder Formel 
eine bestimmte andere mit einem Prafix der Form (V) angeben kann, so 
da8 die Formeln hinsichtlich ihrer Erfiillbarkeit (d. h. der Erfillbarkeit 
in irgendeinem Bereiche iiberhaupt) gleichwertig sind. Dadurch gewinnen 
die Formeln vom Typ (V) und die von dem noch einfacheren Typ (IV) 
ein besonderes Interesse. Im zweiten Teile stelle ich daher Untersuchungen 








*) Vgl. L. Kalmar, Zum Entscheidungsproblem der mathematischen Logik, 
Verh. Int. Math. Kongr. Ziirich 1932. 

5) Vgl. P. Bernays und M. Schénfinkel, Zum Entscheidungsproblem der 
mathematischen Logik, Math. Ann. 99 (1928). 

6) K. Gédel, a. a. O.; L. Kalmar, Uber die Erfillbarkeit derjenigen Zahl- 
ausdriicke usw., Math. Ann. 108 (1933); L.Schiitte, Untersuchungen zum Ent- 
scheidungsproblem der mathematischen Logik, Math. Ann. 109 (1934); derselbe, 
Uber die Erfiillbarkeit einer Klasse von logischen Formeln, Math. Ann. 110 (1934). 

7) Wir meinen immer das Erfillbarkeitsproblem, wenn wir hier und im folgenden 
vom Entscheidungsproblem sprechen. 
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iiber die Erfillbarkeit von besonderen Formeln des Typs IV an. Dabei 
werden zum ersten Male Klassen von Formeln untersucht werden, die 
je nach ibrer Gestalt schon in einem endlichen oder nur in einem unend- 
lichen Individuenbereiche oder natiirlich iiberhaupt nicht erfiillbar sind. 


I 


Im Interesse einer méglichst einfachen Darstellung gehe ich von der 
Kalmarschen Normalform (III) aus, da diese der Form (V) am niachsten 
steht. Wesentlich ist dies jedoch fiir den folgenden Beweis nicht; ich 
kann ebenso gut von der Form (I) ausgehen, ohne da8 dabei die spezifischen 
Gedanken der Kalmarschen Umformung benutzt wiirden. Ich werde da- 
her unten kurz angeben, wie der folgende Beweis zu verallgemeinern ist, 
falls man direkt von (I) ausgeht. 

Man habe einen Zahlausdruck der Form 


(1) (Zx,). «(EB yn)(Y1) (Ya) (Bz) (ty). « (Ue) Wa, «+5 Las Yas Yas 2 Uyse os Uni Py, + yA) 
F,, F,, ..., F, bedeuten die vorkommenden Pridikatvariablen. Ist dieser 
Ausdruck iiberhaupt erfiillbar, so gibt es einen Individuenbereich J und 
in J bestimmte Elemente a,, a,, ..., Gm, Pridikate ®,, ..., ®, und eine 
zweistellige Belegungsfunktion g (d. h. eine Funktion, deren Argumente 
und Werte Elemente von J sind), so daB 
(2) WG, ay, - +5 Sens Yar Yor P(Yr> Yodo Urs -> +» Mes Dy, ..-, D) 
fiir alle in J gewihlten Werte von y,, y,, %,,---+; %, eine richtige Aus- 
sage darstellt. 

Es bedeute nun 7(z, y) im Bereiche der positiven ganzen Zahlen, 
den wir mit Z bezeichnen, die Funktion (z+ y)*+ 2+ m. Wir behaupten 
dann: Es lassen in Z sich | Pridikate Y,, '¥,,..., ‘¥, die die entsprechende 


Anzahl von Leerstellen wie ®,, ®,, ... ®, haben, so definieren, daB 
(3) WEL, Bone i Bhs She BOs MH) Mi, >> 4s Med Fan eee 
fiir beliebige in Z genommene Werte der y,, y., U,, .--, Un eine richtige 


Behauptung darstellt. 

Zum Beweise bemerken wir zuniachst, daB (x, y) >m, (2, y) >< 
und y(z,y)>y. Ferner ist nur dann y(2z, y) = z(u,v), wenn c= u 
und y= v. Ist nimlich s+ y = u+, so ist das klar. Ist aber etwa 
z+y>u-+», so kann die Gleichung x (z, y) = x(u, v) nicht bestehen, 
da in diesem Falle 

(x +yP+e2>(u+v+1P+ 22> (ut vf + 2(u4+ ov) >(u4+ of +4. 

Wir ordnen nun jedem Elemente von Z ein Element von J in eindeutiger 


Weise zu. Den Elementen 1, 2, ..., m von Z soll a,, a,, ..., @, aus J 
entsprechen. Denjenigen Elementen von Z, die sich nicht als y(z, y) 
darstellen lassen und die von 1, 2,...m verschieden sind, ordnen wir a, 
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zu. Sind ferner den Elementen z und y aus Z die Elemente 6 und c¢ 
aus J zugeordnet, so wird der Zahl y(z, y) das Ding (b,c) aus J 
zugeordnet. Wegen der oben angegebenen EKigenschaften von y ist diese 
Zuordnung eindeutig und erfaBt auch alle Elemente von Z. Die Definition 
der Pridikate ¥,, W,, ..., %, geschieht nun folgendermaBen: Es habe 
etwa WY, ¢ Argumente. Es seien z,, 2, ..., 2 irgendwelche Elemente 
aus Z, b,, b,, ..., 6, die zugeordneten Elemente aus J. Dann soll immer 
sein 
: Y,(2,, Ty, cers Z,) ~ , (b,, b,, eery b,). 

Jetzt ist 

x (1, 2, sey M, > Ya> 4(%> Y>), U,, sry Un; ?,, Tee ds ) ¥,) 
fiir beliebige Werte der y,, y,, 4,,.--, WU, Tichtig; denn nach Definition 
der ¥ ist dieser Ausdruck wahrheitsgleich mit 

TER, , Gas «> <5 Gane Bos Sas Sikes Ga Geo 2 0 Gad. Dac +o ee 
wenn b,, b,, ¢,,.--, Cm die den y,, ¥, %,,--., U, Zugeordneten Dinge 
bezeichnen. Unsere obige Behauptung ist somit erwiesen. 

Wir fiibren nun folgende Abkiirzungen ein: 8 (z; F, G sei definiert als 

(y) (2) (t) (v) (w) [F (y, 2) @ (y, 2, 2) & F (y, z) F (u, v) G (wo, y, u) @ (w, 2, v)); 
€ (2; F, G, H) sei eine Abkiirzung fiir 

(y) (2) (u) (v) (w) [H (y, 2, y) & F (y, 2) G(w, u,v) H (w, y, u) H (w, 2, »)); 
endlich D(z; F, G, H, M,, ..., M,) eine solche fiir 
(y) (2) (t4,) - « « (tem) (04) « « « (a) (20) (8) (¢) LF (x, tty) F (tty, tty)... F (ttm —15 Mm) 
G(y,2,t)H (t,t, 8) G(s, y, w)G (w, ten, U, )U (a, Uy, ., Uys Y 2 U,50,,-++)0n3 M,,...,M,)). 
Hierbei sollen F, G, H, M,,..., M, freie Pridikatenvariable bedeuten. 

Wir bilden nun 
(4) (Bz) [(y)(B2)F (y,z) & B(z;F,G)& C(x; F,G,H)& D(z; F,G,H,M,,...,M,)). 
Diesen Ausdruck (4) kann man so umformen, daB die All- und Seins- 
zeichen zu Beginn der Formel stehen. Bei passender Umformung erhilt 
man dann einen Ausdruck mit einem Prifix der Form (V). Kénnen wir 
nun zeigen, daB (1) und (4) in bezug auf Erfiillbarkeit gleichwertig sind, 
so ist bewiesen, daB man die Form (V) als Normalform fiir die logischen 
Ausdriicke nehmen kann. 

Es sei (1) in irgendeinem Bereiche J erfiillbar. Wie wir vorher 
gezeigt hatten, lassen sich dann die Y,, Y,, ..., %, in Z so wahlen, daB 
(3) richtig ist. Bezeichnen wir nun das Pridikat y= +1 mit D(z, y), 
z=a2+y mit I'(z,y,z),z=2-y mit O(z,y,z), so geniigt zur Er- 
fiillung von (4) im Bereiche Z jedenfalls, da8 
(y) (Zz) O(y, z) & B(1; ®@, FT) &C(1; 9, T,0)& D1; O, , 0, ¥,,..., Py) 
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D(1; ®, I, O, ,, ..., %) lautet ausgeschrieben 
(y) (2) (u,)-- (tm) (01). « (On) (w) (8) (t) [(4g = 1+ 1) (Uy y+ 1)... (Us Um — 1 4-1) 
(t+ y+2z) (8tt)(w+s8+y)(U, Hw+U_)U(1, uy,.-., Um YZ Uy, Vy, 0-5 Un3 P,,..-) F)]- 
In diesem Ausdruck kann man die Ungleichheiten gema8 der logischen 
Identitat (x) [(x + u) U(xz)] ~ UA(u) eliminieren, und erhalt 

(y) (z) (v,).--(%,) U(1, 2,..., m, y, 2, (y+ 2)? + y+ m,v,,...,09n; P,,..., 4), 
d. h. gerade den richtigen Ausdruck (3). €©(1; ®, I’, @) war eine Ab- 
kiirzung fiir 

(y) (2) (u) (v) (w)[y = y- 1&2 + y+ 1) (U+ w+ a) (u+w-y) (v= w-2)). 
Nach Fortschaffung der Ungleichheiten erhilt man den Aquivalenten 
Ausdruck 





richtig ist. 


(y) (w) (y = y-L&w+w-y = w(y + 2), 
also eine Identitét. (1; ®, 1") schreibt sich ohne Gebrauch von Ab- 
kiirzungen als 
(y) (2) (u) (v) (w) [(2 = y + 1) (2@=y +1) 
& (z+ y+ )(eFust l)(u+w+ y)(v=—w-+ 2). 
Dieser Ausdruck la48t sich vereinfachen zu 


(y) (2) (wm) (2 Fy t DG =y¥t+)&(w+y+l=w+(yt I), 
stellt also ebenfalls eine Identitaét dar. Da auch (y)(E£z)(z = y +1) 
richtig ist, so ist der Ausdruck (4) auf die angegebene Weise in Z erfiillbar. 

Es sei nun umgekehrt der Ausdruck (4) in einem Bereiche K er- 
fiillbar. Fiir diesen Bereich existieren dann Pridikate ®, I, 0, Y,, ..., ¥,, 
eine Belegungsfunktion ~ und ein Element a, so da8 


(5) (y) Pty, uy) &B(a;O, 1) &C(a; 9, 1,0) & D(a; O, 1,0, ¥,,..., %1) 


der Fall ist. Wir kénnen dann auch eine Erfiillung im Bereiche Z der 
positiven ganzen Zahlen konstruieren, indem wir ahnlich wie friiher jeder 
Zahl aus Z eindeutig ein Element aus K zuordnen. Diese Zuordnung 
geschieht in der Weise, daB man den Zahlen 1, 2, 3, ... der Reihe nach 
a, 4a, 4 pa,... entsprechen laBt. Die erfiillenden Pradikate ®’,T”,0’, 'P;..., ¥; 
werden wie friiher definiert, indem z. B. J” (z,y,z) dann und nur dann 
richtig sein soll, wenn J’(a,b,c) zutrifft, wobei a, b,c die a, y, z zu- 
geordneten Elemente von K sind. Die zu Z gehérige, ~ entsprechende 
Belegungsfunktion ist u’, wobei u’z = x +1. Entsprechen sich x und 4, 
so auch vw’ xz und wb. Es ist dann klar, dab 


(6) (y) ®'(y,u’ y) & BL; OI") &C(1; 9, I", O') &D(1; 0, I",6", Y;,..., Pi) 
richtig ist. Wegen (2) ®’ (z, 2 + 1) gilt (x) (y)(®" (x, y) > ®’ (a, y)), wenn 
©" (x,y) das Pradikat y = 2+ 1 bedeutet. Da andererseits in (6), ab- 
28* 
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gesehen vom ersten Konjunktionsgliede, ®’ nur als negierter Grund- 
bestandteil vorkommt, so ist auch 

B(1; 0", I’) & C(1; O", I’, 8’) & D1; @’, I", O, V;,..., Fi) 
richtig. 6(1;@”, J”) laBt sich vereinfachen zu 


(y) (u) (w) [1 (y, 1, y + 1) & I” (w, y, u) I” (w, y+ i,u+ 2). 
Daraus ergibt sich (x) (y) (z) I” (x, y,2 + y). Bezeichnen wir mit J” (z, y, z) 
das Pridikat z = x + y, so gilt demnach (2) (y) (z)(I"” (x, y,z) > I” (z, y, 2)). 
Da I” in €(1; 8", J", O’)& D1; 9", I",O’, ¥;, ..., Yi) nur negiert vor- 
kommt, hat man weiter €(1;0",I'",0’) & D(1;@", I", O, ¥;, ..., Pi). 
€ (1; &’, I”, 6’) laBt sich schreiben als 

(y) (w) (u) [0 (y, 1, y) & O (w, y, u) O (w, y+ 1, w+ u)]. 

Hiervon ist (x)(y)(z)O’(z,y,2-y) oder (x)(y)(z)[O” (x, y, z) -> O (x, y,2)| 
eine Folge, wobei 0” (x, y,z) das Priidikat z = z-y bedeutet. Weiter 
ergibt sich entsprechend wie oben 

weet ok sO 6 Pas cu Vad 
Dieser letzte Ausdruck ist gleichwertig mit 
(y) (z) (v,) .-- (@,) W(L, 2, ..., m, y, 2, (y +2)? +y +m, Mi,..., Pi). 
Eine Folgerung hiervon ist 
(Ez,) ... (EB 2m) (y) (2) (Bu) (v,) ... (Up) Mla, .--, Lay Yo Zp Uy Up, oes Up; 
Wao cess Sen 
Der Ausdruck (1) ist also ebenfalls erfiillbar. 

Damit haben wir gezeigt, daB die Ausdriicke (1) und (4) hinsichtlich 
der Erfiillbarkeit gleichwertig sind. Wir wollen nun kurz andeuten, wie 
man vorzugehen hat, wenn man statt von der Kalmarschen Normalform (III) 
von der Skolemschen Normalform ausgeht. 

Die Erfiillbarkeit eines Ausdrucks 

(z,) (2) .-- (Gn) (Ey)... (By,) U(z,,-.-, = er SS eee 
besagt, daB in einem Individuenbereich J n m-stellige Belegungsfunktionen 
Y1> To: ~+-+» Yn und | Pridikate ®,, M,,..., O, existieren, so dab 

ee Bas «ees ee es os Gk cs CRO, sO 
immer richtig ist. Wir konstruieren nun wieder eine Erfiillung im Be- 
reiche der positiven ganzen Zahlen. An die Stelle der einen friiheren 


Funktion 7 treten hier n Funktionen z,, 7,, ---, 7», die definiert sind durch 
4i(Z, eos Tm) — 

nm [(z, +... + Lq)P+ (2, +... + Sq_—1)*—* + ... + (2, + 2)? + 2] + 1. 
Es ist dann y;(z,,..., 2) gréBer als jedes seiner Argumente; ferner gilt 
nur dann 


Sel,» so +5 Sea) = Za Pas - ss Pubs 














Beitrage zum Entscheidungsproblem der mathematischen Logik. 425 


wenn 1 =k und die Reihe der z mit der Reihe der y tibereinstimmt. 
Es wird dann wieder eine Zuordnung der Elemente von Z zu den Ele- 
menten von J hergestellt. Dem Element 1 von Z entspricht dabei ein 
willkiirlich gewahltes Element a, von J. Im iibrigen ist das Verfahren 
entsprechend wie friher. Es lassen sich also wieder Priidikate Y,, Y,, 
..., PY, definieren, so daB 


Ww, « «+5 Mane Za (Bio >< +s Beds ++ +s FalBis- +o Meads Pay---> PMD 
richtig ist. Da die Funktionen y, sich durch Ineinanderschachtelung von 
Summe und Produkt gewinnen lassen, kann man dann wieder einen gleich- 
wertigen Zihlausdruck mit einem Prifix der Form (V) konstruieren. 

Wir haben damit gezeigt, daB jeder Zahlausdruck hinsichtlich seiner 
Erfiillbarkeit gleichwertig ist mit einem anderen der Form 

(E x) (y) (Ez) (u,) ... (un) Ula, y, z, Uy, .--, Uns Gy, ..., G). 
Wie sich aus dem Beweise unmittelbar ergibt, brauchen wir in vor- 
stehender Formel nicht die allgemeinsten W(x, y, z, u,, ..., Un; G,,..., G) 
zu betrachten, sondern kénnen uns auf Zahlausdriicke der Form 
(7) (y)(B2)F(y,z) & (Bx) (u,) ... (ua) U(z, u,,..., Uns FL G,, ..., G) 
beschriinken. Diese Form (7) ist fiir die Behandlung der Ausdriicke meist 
bequemer. Beim Auftreten der Prifixe (IV) ist eine ahnliche Speziali- 
sierung gestattet. Wir haben nur nétig, Ausdriicke der Form 
(8) (x) (Ey) F (x, y) & (z,) ... (zn) U(z,, ..-, 23 FL G,,..., G4) 
in Betracht zu ziehen. Hat man nimlich einen Zaihlausdruck 
(9) (x) (Ey) (2,) «-- (@n) Bx, Ys 25-5 Sai @yy «+ 0s Gi), 
so ist 
(10) (x) (By) F (x, y) & (x) (y) (2,) ... (@n) F (a, y) B(x, Ys 25 -++5 2m Gy, ++) 
hinsichtlich seiner Erfiillbarkeit mit (9) gleichwertig. Denn es ist zunachst 
fiir beliebige F, G,, ...,G, (9) eine Konsequenz von (10), so daB die Er- 
fiillbarkeit von (10) die von (9) einschlieBt. Ist andererseits (9) erfiillt, 
und fassen wir F(z, y) als eine Abkiirzung fiir 

(z,) (a)... (3) B (a, y, ~~ +5 Bn; G,,.--, H) 

auf, so erkennen wir, da8 auch (10) erfiillt ist. (10) hat aber die Form (8). 


II. 


Es sollen jetzt die einfachsten Faille von Formeln vom Typ (8) auf 
ihre Erfiillbarkeit untersucht werden. Wir befassen uns bei dieser Unter- 
suchung in erster Linie mit der Frage nach den notwendigen und hin- 
reichenden Bedingungen dafiir, daB die betreffenden Formeln schon in 
einem endlichen Individuenbereiche sich erfiillen lassen. Einfache Unter- 
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fille von (8) ergeben sich dadurch, daB man annimmt, daB F die einzige 
vorkommende Pridikatvariable ist. Es handelt sich also um Formeln 
vom Typ 

(11) (x) (Ey) F (x, y) & (z,) ..- (2@n) U(z,, ---, Zn3 FY. 

Bei (11) interessiert uns nur der Fall » > 3. Der Fall n < 2 wurde 
durch die in Anmerkung*) genannten Arbeiten mit erledigt. Es zeigte 
sich dabei, da® nur solche Ausdriicke auftreten, die iiberhaupt nicht oder 
schon in einem endlichen Individuenbereiche erfiillbar sind. Fiir den Fall 
n > 3 liegt dagegen, wie wir schon im voraus bemerken, alles anders. 

Wir stellen zunichst einen Hilfssatz auf, dessen Richtigkeit sich zwar 
unmittelbar ergibt, der aber trotzdem sehr niitzlich ist. 

Hilfssatz I: Ist der Ausdruck (11) in einem Bereiche durch ein 
Pridikat ® erfiillt und gibt es eme Teilmenge M dieses Bereiches, so dag 
es zu jedem Element x aus M ein y aus M mit ® (z, y) gibt, so ist (11) 
durch ® auch in M erfiillt. 

Fiir das folgende erweist es sich als zweckmaBig, wenn wir der 
Formel (11) eine gewisse symmetrische Gestalt geben. Wir bilden zu- 
nichst alle méglichen Ausdriicke, die aus U(u,,..., u,; F) dadurch ent- 
stehen, daB wir die u in ganz beliebiger Weise durch Variable aus der 
Reihe z,, ..., Z, ersetzen, wobei die Reihenfolge gleichgiiltig ist und Wieder- 
holungen vorkommen diirien. Alle so entstehenden Ausdriicke werden dann 
durch & verbunden. Wir bezeichnen diese Konjunktion mit 8 (z, ,..., z,; F). 
Offenbar gilt 

(z,) ... (S_) H(s,, .--, Mn; F) ~ (2,)... (2) Blz,, .-.. %; F). 
Ferner gilt 
B(z,,..-52n3 F) + B(z,,..-,%3 F), 
wo die i,,...,%, beliebige Werte aus dem Bereich 1, 2,..., bedeuten 
mégen. Statt (11) wollen wir nun in Zukunft den gleichwertigen Ausdruck 
(12) (x) (Ey) F(a, y) &(z,) ... (2) B(z,, -- +s 2a F) 
betrachten. 

Die Frage nach den Bedingungen fiir die Erfiillbarkeit von (12) in 
einem endlichen Individuenbereiche wird uns nun durch den folgenden 
Satz beantwortet. 

Satz I: Hin Ausdruck der Form (12) ist dann und nur dann in 
einem endlichen Bereiche erfiillbar, falls er schon in einem Bereiche mit 
der Individuenzahl n -+- 1 erfiillbar ist. 

Beweis: Es sei J der kleinste endliche Bereich, in dem (12) er- 
fiillbar ist. @ sei ein zu J gehériges erfiillendes Pridikat. Unter einem 
®-Zyklus von -Elementen wollen wir eine endliche Anzahl a,, a,,..., % 
von Elementen aus J verstehen, so daB immer ®(a,, a; . ,) und auBerdem 
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@(a,,a,) der Fall ist. Ein Zyklus kann auch aus einem einzigen 
Elemente a, bestehen, wenn namlich ®(a,,a,) der Fall ist. Ein derartiger 
-Zyklus existiert immer in J. Wir kénnen namlich, da ja (x) (Ey) ®(z, y) 
der Fall ist, von einem beliebigen Elemente 6, von J ausgehend, weitere 
Elemente 6,, 6,,... finden, so daB immer ®(b,, b;,,) der Fall ist. 
Wegen der Endlichkeit des Bereiches J kommen wir dann nach endlich 
vielen Schritten zu einem Element 6,, so daB ein i mit ®(b,, b,) existiert 
(ji <1). Die Elemente 6,,..., 6, bilden dann einen ®-Zyklus. 

Es mégen also die Elemente a,,a,,...,a, einen ®-Zyklus bilden. 
Nach Hilfssatz I ist (12) im Bereiche (a,,a,,...,a,) durch @ erfiillt. 
Da J der kleinste Bereich ist, in dem Erfiillung méglich ist, so enthilt 
die Reihe a,,a,,...,@, alle Elemente von J und zwar jedes nur einmal. 
Aus demselben Grunde ist immer ® (a,, a;), auBer wenn j = 1+ 1 oder 
i=k und j = 1. (Anderenfalls gibe es ja einen kleineren ®-Zyklus). 

Ist nun k < n+ 1, so bedarf unser Satz I keines weiteren Beweises. 
Wir diirfen also voraussetzen, daB k > n-+1. Wir bilden einen neuen 
Bereich aus den Elementen a,,a,,...,@,4,. In diesem Bereich wird 
ein Pridikat Y so definiert, daB fiir alle i YW (a,,a;,,) und VY (a,4,, 4,) 
richtig ist, wihrend im iibrigen (a, u;) der Fall sein soll. Nun war 
B(a,,...,4,; ®) richtig wegen der Erfiillbarkeit von (12) durch ® im 
Bereiche a,,a,,...,@. @(a,,...,4,;¥) ist ebenfalls richtig, da ja, soweit 
nur 4@,,4,,...,@, in Frage kommt, Y mit ® iibereinstimmt. 


B (Gi 415 -++) nti, , seey M15 YP) 
ist ferner bei beliebig gewahltem i richtig. Dieser Ausdruck ist naimlich 
wahrheitsgleich mit @(a,,...,@,; ‘), da ja fir Y keines der Elemente 
@,,45,-..,%,4 ,, die man sich zyklisch angeordnet denken kann, so daB 
sich a, wieder an a,,, anschlieBt, ausgezeichnet ist. Wegen der auf 
Seite 426 erwahnten Kigenschaften von $ ergibt sich weiter, da8 iiberhaupt 
(z,)... (2) B(z,,..-, 2x3 ‘) richtig ist. Mit anderen Worten: (12) wire 
schon in einem Bereich mit n + 1 Elementen erfiillt. Das schlieBt einen 
Widerspruch ein, da ja J der kleinste Bereich sein sollte, der noch Er- 
fillung zulaBt. Der Fall k > -+-1 kommt also nicht in Betracht. 
Damit ist Satz I bewiesen. 

Nachdem wir ein Kriterium dafiir angegeben haben, wann eine Formel 
vom Typ (12) sich in einem endlichen Bereiche erfiillen J4Bt, suchen wir 
bei den Formeln, die diesem Kriterium nicht geniigen, nach der Beant- 
wortung der Frage, ob wenigstens Erfiillbarkeit in einem unendlichen 
Individuenbereiche besteht. 

Wir legen irgendeinen Zahlausdruck der Form (12) zugrunde und 
wollen, von diesem ausgehend, zunachst einen weiteren Zahlausdruck kon- 
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struieren. Wir bezeichnen mit Ir F (z;, z,) die Disjunktion aller Aussagen 


i,k=1 
F (z,,%), bei denen 1 [i,k n; k D>i+2. Da n D3, ist die an- 
gegebene Disjunktion immer bedeutungsvoll. S (z,, z,,...,%,; F) sei eine 
Abkiirzung fiir die Konjunktion 


P (z,,2,) & F (z,, 2,) F (z,.2,) &... & F(z, 2) F (24, 25)... F (en—152n) F (zn, 2,)- 
Wir bilden den folgenden Zahlausdruck 
(13) (x) (By) F (a, y) & (2,) .- . (@n) [B(z,,---s2n3 F) & S (z,, ..., a3 F) 


& F (z,, z,) F (z,, z;) .-. F (2a-1, 2m) IT’ F (z,, z)). 
Es gilt dann der = 

Hilfssatz I]: Ist ein Ausdruck der Form (13) tiberhaupt erfiillbar, 
so nur in einem unendlichen Individuenbereich. 

Beweis: Nehmen wir an, (13) sei in einem endlichen Individuen- 
bereiche erfiillbar. Es existiert dann ein kleinster Bereich dieser Art, 
den wir J nennen wollen. Das erfiillende Pridikat sei ©. Die Anzahl 
der Elemente von J sei J. Nach Satz I ist 1< +1. Aus den Uber- 
legungen, die wir beim Beweise von Satz I angestellt haben, ergibt sich, 
da8 wir den Elementen von J eine derartige Anordnung a,, a,,..., a; 
geben kénnen, so daB a,,a,,...,a, einen ®-Zyklus darstellt. 

a) Es sei L<= nm. Dieser Fall ist nicht méglich. Da nimlich 
(z,) (2) . + (Zn) S(z,, .- +) Zn3 ®) der Fall ist, so miiBte sein 


® (a,, a,) B (ay, a,) ...D (q_1, a) (a, a,), 
was mit dem Bestehen eines ®-Zyklus fiir a,, a,, ..., @, unvereinbar ist. 
b) Es seil=n+1. Daa,, a,,...,@,4, einen ®-Zyklus bilden, gilt 


P(a,,a,) & D(a,,a,) & ... & O(a,_,, a,) & Tr’ ®P (a;, a,). 
i, k=1 
Es kénnte also 
(z,) (24) “o" (Zn) (P (z,, 25) D (z,, Z3) ancl PD (2n—1, a) IT P(%, 2)) 


nicht richtig, und damit (13) nicht durch ® erfiillt sein. Dieser Fall ist 
also ebenfalls unméglich. 


Hilfssatz III: Ist ein Ausdruck der Form (12) nur in einem un- 
endlichen Individuenbereiche erfiillbar, so ist der zugehérige Ausdruck (13) 
(d. h. derjenige mit demselben 8) ebenfalls erfiillbar. 

Beweis: (12) sei in einem unendlichen Individuenbereiche J durch ® 
erfiillbar. Da (12) in keinem endlichen Bereiche erfiillbar sein soll, darf 
es nach Hilfssatz I keine Reihe von Elementen aus J z,, z,, ..., 2 geben, 
so dab 

P(z,, z%) &... & O(z,_,, a) & O(z, z,) 
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der Fall ist. (z,)... (Za) G(z,,---, 2.3 ®) ist also jedenfalls richtig. 
Gabe es ferner eine Reihe von Elementen 2,, 2z,,..., 2%, so daB 


P (z,, 2) & D(z, z,) &... & H(z, _,,2z,) und auBerdem 7’ ® (z,, z) der Fall 
i,k=1 

ist, so hatte man ® (z,, z,) fiir k > i+ 2, ferner wegen S(z,, z,,..., 2,3 D) 
iiberhaupt @(z,, z,) (1 < i, k <n), ausgenommen der Fall k = i+ 1. 
Man kénnte dann genau wie beim Beweise von Satz I ein weiteres 
Element z,,,, hinzufiigen und in dem Bereich (z,, 2), .-., 2,4 ) ein Pradi- 
kat Y, wie friiher angegeben, definieren, so da8 (12) in diesem Bereich 
erfiillt ist, im Widerspruch zu unserer Voraussetzung. Daher ist auch 


(z,) (2s) .- - (2n) O(z,, 2%) --- P(@n—1, tn) IT Pe, Z,) 

der Fall. 

Hilfssatz IV: Die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dag 
(12) nur in einem unendlichen Individuenbereiche erfiillbar ist, ist die Er- 
fiillbarkeit von (13). 

Der Beweis ergibt sich unmittelbar aus Hilfssatz II und III unter 
Beriicksichtigung des Umstandes, daB die Erfiillbarkeit von (13) die des 
schwicheren Ausdrucks (12) nach sich zieht. 


Gema8 Hilfssatz IV konnen wir uns weiter auf die Untersuchung der 
Erfiillbarkeit der Formeln vom Typ (13) beschrinken. 


Die Ausdriicke (13) haben die Form (8), also die Gestalt 
(x) (Ey) F (a, y) & (u,) (u) ..- (Ua) U (z, uy, ---, Uns F, G,,..., &). 
Fiir diese Ausdriicke (8) gilt folgendes: Lassen sie sich iiberhaupt erfiillen, 


so auch im Bereich Z der positiven ganzen Zahlen, uid zwar so, daB es 
in diesem Bereich Pridikate ©, ¥,,..., Y; gibt, so daB 


(x) D (xz, +1) & (u,) ... (un) W(1, u,,..., Uns ®, P,,..., PF) 
richtig ist. Zum Beweise braucht man nur die Uberlegungen, die wir auf 


Seite 423 fiir die Ausdriicke der Form (4) aufgestellt hatten, entsprechend 
zu wiederholen. 


Es sei nun (13) in irgendeinem Bereiche erfiillbar. Nach dem vorigen 
gibt es dann ein in Z definiertes Priidikat, so dab 
(14) (w) D(z, e+ 1) & (z,) ... (%n) [B (2, ---, 2ns P) 
& S(z,,..-, 2n3 D) & G(z,, z) ... D(zn_s, *») IT ® (z,, 2)] 
» k&=1 
in Z eine richtige Behauptung darstellt. Aus (x) ®(z, z+ 1) und Hilfs- 


satz I in Verbindung mit der Tatsache, daB (13) in keinem endlichen 
Bereiche erfiillt sein kann, ergibt sich, daB ® (z, y) falsch ist, falls y < =. 
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Es war schon friiher gesagt, daB wir uns nur um den Fall n > 3 
zu kiimmern brauchen. Es sei nun gerade n = 3. (14) lautet dann 
(x) P (x, 2+ 1) & (2,) (2) (2) [B (2,, 2%, 23 M) & S (z,, 2%, 25 D) 

& D (z,, 2,) D (2,, z;) D (z,, z,)]. 
Aus 

(x) D (x, x + 1) & (z,) (25) (25) [® (2, 2) P (2, 25) P (z,, 25)) 

in Verbindung mit den obengenannten Eigenschaften von ® ergibt sich, 
daB ® (x,y) mit 2 < y identisch ist. Da natiirlich auch S (z,, z,, z,; <) 
der Fall ist, so ist im Falle nm =3 der Ausdruck (13) dann und nur dann 
erfiillbar, wenn 
(15) (2,) (24) (2,) B (2, 4, 253 <) 
im Bereiche der positiven ganzen Zahlen eine richtige Behauptung darstellt. 
Die Entscheidbarkeit von (15) stellt aber ein in der Literatur bereits ge- 
léstes Problem dar. Z.B. lat sich nach Presburger*) jeder Ausdruck der 
ersten Stufe entscheiden, der nur die individuellen Pradikate der GréBer- 
kleinerbeziehung, der Addition und Kongruenzen nach einem konkreten 
Zahlenmodu! enthalt. Der Fall n = 3 ist damit vollstandig erledigt. 

In ahnlicher, wenn auch nicht so einfacher Weise la8t sich der Fall 
n = 4 behandeln. Es sei ®, (x, y) eine Abkiirzung fiir 2 < y, ®, (x, y) 
eine solche fir s< y & y=z-+1 (mod 2). Die notwendige und hin- 
reichende Bedingung fiir die Erfiillbarkeit von (13) ist dann die Richtig- 
keit von 
(16) (2,) (2) (25) (24) B (215 2s 25> 243s) V’ (24) (29) (2) (24) B (es 24s 255243 Py) 
im Bereiche der positiven ganzen Zahlen. 

DaB die Bedingung hinreichend ist, ergibt sich daraus, daB 


(z,) (z,) (25) (2,) [S (z,, Zas 235 2%; ®,) & ®, (z,, 29) ®, (Z., 2s) od, (2;, z,) 
und P, (z,, 2) D, (2,, %) P, (2, 2,)] 


(2,) (2) (2;) (2) [S (2, 29 2, %3 P,) & o, (2, , 2) od, (24, 2s) d, (25, 2) 
®, (2,, 2) P, (2,, 2%) Py (2, 2,)] 


beide richtig sind. Es bleibt die Notwendigkeit der Bedingung zu zeigen. 
Sei ® ein Pridikat, so daB (14) richtig wird. Wir unterscheiden dann 
drei Fille: 

a) Es gebe vier Zahlen a,,a,,a,,@,,80 daB ® (a,, a,) immer richtig 
ist fiir i,k = 1, 2,3,4;7 < k. Wie sich aus den friiheren Bemerkungen 
iiber ® ergibt, ist dann a, <a,<a,<a,. Ferner gilt @ (a,, a,) fiir i> k. 
Nehmen wir nun irgendwelche Zahlen z,, z,, z,, z, (2; < 2 <2, < %), 


8) M. Presburger, Uber die Vollstandigkeit eines gewissen Systems der Arith- 
metik ganzer Zahlen usw., Comptes Rendus du premier Congrés des Math. des Pays 
Slaves, Warschau 1930. 
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so ist B (z,, 2,2,,%,;,) offenbar gleichwertig mit B (a,, a,,a,, a,; D), 
also richtig. Aus der Seite 426 erwihnten Symmetrieeigenschaft von 8 
ergibt sich, daB iiberhaupt (z,) (z,) (z;) (z,) B (z,, 2, 23, 2%; ®,) der Fall ist. 
Im Falle a) ist also die Behauptung bewiesen. 

b) Es gebe vier Zahlen a,,a,,4,,a,, so daB 
® (a,, a,) & D (a,, a,) & D (a,, a,) & D(a, a,) & D (a,, a,) & D(a,, a,) 
der Fall ist. Es ist dann wieder a, << a, <a, <a, und @ (a,,a,) fir 
i=>k. Wir behaupten dann, daB (z,) (z,) (23) (z,) B (z,, 2%, Zs, %3 Pe) 
richtig ist. Der Beweis braucht wieder nur fiir solche z gefiihrt zu werden, 
fiir die z, << z, <2, <z,. Es sei irgend eine konkrete derartige Reihe 
Z,, 2%, 2,2, gegeben. Wir ordnen den z,, z,,2,,2z, der Reihe nach Dinge 
aus der Reihe a,, a,, a4,, a, zu. Dem z, wird a, zugeordnet. Sei dem 
z, schon a, zugeordnet. Ist z,,, = 2 -+1 (mod 2), so wird z;,, a4, zu- 
geordnet. Ist z;,, = 2; (mod 2), so wird z;,, @ zugeordnet. Die so 
erhaltene, den z,, 2,, Z,, 2, zugeordnete Reihe der a sei Ay, By, My, My, 
((, St, =%,<i,). Aus der Natur des Pridikates ®, ergibt sich, daB 
PD, (2m, Zn) ~ P (a;,,, @;,). Daher ist auch 

B (2, , 2%, Zs, %3 Dy) ~ B (a;z,, Aig, O4,, %,; ). 
Mithin ist B (z,, 2, 2,, z,; ®,) richtig. 

c) Es sei weder a) noch b) der Fall. Die AusschlieBung von a) be- 
deutet die Richtigkeit von 
(17) (2) (22) (2) (24) B (2+ %) B (zy, 23) D (25, %) D (21, 22) D (z,,%) D (24, %)s 
die AusschlieBung von b) die Richtigkeit von 
(18) (2) (2) (25) (2,)  (2,, 2) P (25, 2) P (25, %) D (2,523) P (2,,%) P (25%). 
Gemé8 Formel (14) ist auBerdem noch 
(19) (2) (2) (25) (24) P (2, %) P (zy, 25) D (25, 2%) D (2, , 25) D (2,,%) P (245%) 
der Fall. Aus (18) und (19) ergibt sich, daB auch 
(20) (2) (24) (25) (2) (2, %) P (2, 25) P (25, 2) P (2%, 2) D (2, %) 
besteht. Die Eigenschaften von ®, die in vorstehenden Formeln zum 
Ausdruck kommen, lassen sich auch in der folgenden Form aussprechen: 

A. Seien a, 6, ¢ drei Zahlen, so daB ® (a, b) & @ (b, c) & @ (a, ¢) 
richtig ist. Gibt es dann eine weitere Zahl d, so daB @ (c, d) richtig ist, 
so ist auch ® (6, d) richtig. 

Beweis: A ist eine unmittelbare Folge von (20). 

B. Seien a, b, ¢ drei Zahlen, so daB @ (a, b) & ® (b,c) & D (a, c) 
richtig ist. Gibt es dann weitere Zahlen d und e, so daB ®(c,d) & D(d, e) 
richtig ist, so ist ® (c, e) falsch. . 

Beweis: Gem&8 Bedingung A ist ®(b,d) richtig. Ware nun auch 
@ (c, e) richtig, so wieder nach Bedingung A, diesmal angewandt auf a, 6, c 
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und e, auch ®(b,e). 6,c,d,e wiirden dann, in (17) fiir z,, z,, z,, z, ein- 
gesetzt, diese Forme] zu einer falschen machen. Daher kann @ (c, e) nicht 
richtig sein. 

C. Seien a, b, c,d vier Zahlen, so daB @ (a, b) & D (b,c) & D (ec, d) 
richtig ist. Dann ist entweder @ (a,c) oder ® (b,d) oder ® (a, d) falsch. 

Beweis: C driickt dasselbe aus wie (17). 

Es fragt sich nun, ob ein Pridikat ®, das den vorstehenden Bedin- 
gungen A, B, C geniigt, und fiir das (14) richtig ist, ttberhaupt méglich 
ist. Von der Bedingung (14) wollen wir dabei nur benutzen, dab 
(xz) ® (x, x +1) der Fall ist. 

Es gibt zunichst Zahlen a,b,c, so dab D(a, b) & O (b,c) & @ (a, c) 
der Fall ist. Wegen (zx) ® (x, x +- 1) und Bedingung C ist namlich 
von den Aussagen ®(1,3), ®(1,4), (2,4) mindestens eine falsch. Ist ® 
(1, 3) falsch oder ® (2, 4) falsch, so haben wir die drei Zahlen in 1, 2, 3, 
bzw. 2,3,4 gefunden. Ist ®(1,3) & ®(2,4) richtig, so sind 1,3,4 die 
gesuchten Zahlen. Wir betrachten nun die Reihe a, b,c,c +1,¢-+ 2, 
e+ 3,.... Da ®(a,c) falsch ist, so ergibt sich unter Beriicksichtigung 
von (z) ®(x, z+ 1) und wiederholter Anwendung von B, daB die Aussagen 
® (c,c + 2), (ce + 2,¢+ 4), O(e + 4,c¢ + 6), ... alle falsch sind. GemaB 
Bedingung A sind nun die Aussagen (b,c +1), ® (ce + 1, ¢+ 3), 
® (c + 3,¢+ 5), ... alle richtig. Wendet man nun B aufa,b,c,c +-1,e+ 3 
an, so erkennt man, daB @ (c, c +- 3) falsch ist. Ehenso sind ® (c + 2, e + 5), 
@ (c+ 4,¢+7),... falsch. Wenden wir auf c+ 4, e+ 5,ce+7,c¢+9 
die Bedingung A an, so sehen wir, dab ®(c + 5,¢ + 9) richtig sein muB. 
Wenden wir andererseits auf c + 2,¢ + 3,¢ +5,¢+7,c-+-9 die Bedingung B 
an, so ergibt sich, daB ®(c+-5,c-+-9) falsch sein muB. Das ist ein Wider- 
spruch. Im Falle c) kann es also kein Pridikat ® geben. Damit ist das 
Entscheidungskriterium, das wir fiir n = 4 aufgestellt hatten, als zu Recht 
bestehend erwiesen. 

Durch die vorstehenden Uberlegungen ist das Entscheidungsproblem. fiir 
die Ausdriicke (11) vollstdndig gelést, sobald n < 4. Entweder sind namlich 
die Ausdriicke (11) schon in einem endlichen Bereiche erfiillbar. Ob das 
der Fall ist, wird durch Satz I entschieden. Ausdriicke (11), die nicht 
dem in Satz I angegebenen Kriterium geniigen, sind entweder iiberhaupt 
nicht oder nur in einem unendlichen Individuenbereiche erfiillbar. Diese 
Alternative braucht dann nur fiir die Ausdriicke (13) untersucht zu werden. 
Fiir den Fall n < 4 lieB sich, wie wir sahen, die Entscheidung zwischen 
beiden Méglichkeiten treffen. Eine Ausdehnung der Untersuchungen auf 
den Fall » > 4 ist mir auch fiir »n = 5 bisher nicht gelungen. 


(Eingegangen am 25. 7. 1935.) 














Zur Theorie der Funktionen mehrerer komplexer 
Veriinderlichen. 


Die unbeschriinkten Reinhardtschen Kérper. 


Von 


H. Behnke in Minster (Westf.) und E. Peschl in Jena. 


Bei den Abbildungen von Bereicher im Raume der beiden komplexen 

Verinderlichen w und z durch Paare von dort reguliren Funktionen 
w’ = f (w,z) 
2’ = g(w,z) 

spielen die kreissymmetrischen Kérper') eine wichtige Rolle, weil die 
in ihnen reguléren Funktionen stets dort eine Art Potenzreihenentwicklung 
zulassen. Zwei grundlegende Ergebnisse der Abbildungstheorie liegen fiir 
die kreissymmetrischen Kérper bisher vor. 1. Henri Cartan*) hat ein 
Kriterium fiir die Abbildbarkeit irgendwelcher Bereiche auf solche Kérper 
angegeben. 2. Die Automorphismen der Reinhardtschen und Hartogsschen 
Kérper sowie der Kreiskérper — das sind die wichtigsten kreissymmetri- 
schen K6érper — sind durch eine gréBere Reihe von Untersuchungen *) 
verschiedener Autoren bekannt geworden. Doch ist fiir alle diese Resultate 
bisher die Voraussetzung wesentlich, daS die Kérper beschrinkt sind. 
Nun kommen jedoch schon unter den Konvergenzbereichen der wichtigsten 
Reihenentwicklungen unbeschrinkte kreissymmetrische Kérper vor. Da 
aber der Cartansche Eindeutigkeitssatz*) nur fiir beschriinkte Bereiche 
aufgestellt ist, lie’ sich bisher in den Ergebnissen zu 1. und 2. die Vor- 
aussetzung der Beschrinktheit nicht ausmerzen. [ine Verallgemeinerung 
des grundlegenden Eindeutigkeitssatzes auf unbeschriinkte Bereiche ist 
auch sicher nicht vorbehaltlos méglich, wie schon das Beispiel des offenen 
Raumes zeigt. 

In der vorliegenden Arbeit haben wir uns nun die Aufgabe gestellt, 
in den unbeschrinkten Reinhardtschen Kérpern, den eigentlichen wie den 


1) Siehe H. Behnke und P. Thullen, Theorie der Funktionen mehrerer kom- 
plexer Veranderlichen, Erg. d. Math. u. i. Grenzgebiete. Berlin (1934). Im folgen- 
den abgekiirzt: B.-Th. Bericht. 

*) H. Cartan, Les fonctions de deux variables complexes etc., J. de Math. (9) 
10 (1931). 

8) Siehe etwa die Zusammenstellung im B.-Th. Bericht, Kap. VII. 
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uneigentlichen, die Giiltigkeit des Cartanschen Eindeutigkeitssatzes zu 
priifen und die Automorphismen dieser Kérper aufzustellen *). 

Dabei kénnen wir uns auf die Regularitiatsbereiche beschrinken, weil 
jeder Automorphismus eines Bereiches eine Transformation bestimmt, die 
ibrerseits auch einen Automorphismus seiner Hiille liefert'). 

Die unbeschrinkten Reinhardtschen Kérper zerfallen in drei Klassen, 
die sich funktionentheoretisch — so schon hinsichtlich der Carathéodory- 
schen Metrik — vollkommen verschieden verhalten. 

Klasse M1: Es gibt kein Monom w*2’, «, 8 +0,0, das im Kérper 
beschrankt ist. 

Klasse M2: Nur die Monome (w*2*)? mit festem a, f+ 0,0 und 
p =1,2... (und unter Umstinden p = — 1, —2,...) sind im Kérper 
beschriankt. 

Klasse M3: Es gibt mindestens 2 Monome w*z’ und wz’ mit 
a6 — By + 0, die im Kérper beschrinkt sind. 

Der Cartansche Eindeutigkeitssatz gilt ausnahmslos nur in den 
Koérpern der Klasse M 3. Er gilt in keinem Kérper der Klasse M 2. 
So haben wir z. B. im Kérper |w| < 1 unter anderem den Automorphismus: 


, 


A a =w 
2’ = e”z, 
Entwickeln wir A um den Nullpunkt, so erhalten wir 
w = w 
2g =2--.... 


Der Cartansche Hindeutigkeitssatz sagt aber gerade aus, daB in den Be- 
reichen, in denen er giiltig ist, jeder Automorphismus, der diese Ent- 
wicklung der linearen Glieder um einen inneren Fixpunkt P aufweist, 
die identische Abbildung ist. 

In der Klasse M 1 gibt es wiederum Kérper, fiir die der Eindeutig- 
keitssatz giiltig ist, so der Bereich |wz!?|< 1, daneben aber andere Be- 
reiche — etwa der offene Raum — in denen er versagt. (Genaue An- 
gaben siehe § 5.) 

Wir geben nun (§ 4—6, §8 und § 9) weiter stimtliche Automorphismen 
der Korper aller drei Klassen an — ausgenommen in der Klasse M 1 der 
offene Raum und die aus ihm durch Herausnahme der Achsen entstehenden 
Bereiche. Dabei erhalten wir das Ergebnis: 


*) Uber einen Teil der Resultate dieser Arbeit siehe auch die Mitteilung d. 
Verf., Sopra le funzioni analitiche di piii variabili complesse etc., Mem. Accad. 
d'Italia 6 (1935). Ferner haben uns Herr Henri Cartan und Herr P. Thullen mit- 
geteilt, daB sie sich mit diesem Problem in letzter Zeit beschiftigt haben. 

5) Siehe B.-Th. Bericht, Kap. VI und die Originalarbeiten von H. Cartan und 
P. Thullen. 
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Die einzigen, nicht auf beschrinkte Bereiche®) abbildbaren Reinhardt- 

schen Regularititsbereiche, die nichttriviale’) Automorphismen gestatten, sind: 
1. Der offene Raum und die aus ihm durch Herausnahme der Achsen 

entstehenden Bereiche. 

2. Alle Kérper der Klasse M 2. 


3. Der Kérper |z| << y-e-*\vl, y,d6 > 0. (Eigentlicher Kérper der 
Klasse M 3.) 
4. Diejenigen uneigentlichen Kérper der Klasse M 3, welche eine un- 
endliche diskontinuierliche Gruppe, erzeugt von 
me | 
und 8, (" ier Ms 


7p \% = bwz 
c 

= — 
2 


zd , 
‘ ee ; d ganz rational; a, b, c>0;a<1 
(oder eine Untergruppe hiervon) gestatten. (Angabe der Kérper siehe §9.) 
Bei 3 und 4 kommen natiirlich die durch Vertauschung der Achsen 
entstehenden Kérper hinzu. 


Im Falle 1 und 2 gehen willkiirliche Funktionen in die Automor- 
phismengruppe ein. Im Falle 3 hat die Gruppe vier reelle Parameter 
(siehe §8). Im Falle 4 ist sie das Produkt der definierenden Drehungs- 
gruppe mit einer eigentlich diskontinuierlichen Gruppe. 


Im einzelnen ist die Arbeit folgendermaBen gegliedert: Der § 1 be- 
ginnt mit einer projektiv invarianten Definition der Reinhardtschen Kérper 
im projektiv abgeschlossenen Raume. Ein Reinhardtscher Kérper wird 
dann in eine solche Lage gebracht, da seine 3 Achsen w = 0, z = 0 
und die unendlich ferne Ebene sind. Da ein Reinhardtscher Kérper, der 
Regularitatsbereich ist, niemals auf allen drei Achsen Punkte aufweisen 
kann, es sei denn der abgeschlossene Raum, kénnen wir fernerhin ohne 
Einschriankung der Voraussetzung annehmen, daB der jeweils betrachtete 
Reinhardtsche Kérper keine inneren Punkte im Unendlichen aufweist. 
Fiir den abgeschlossenen Raum hat aber schon Osgood*) gezeigt, daB die 
projektiven Transformationen die einzigen Automorphismen liefern. 


Sodann wird ein Kriterium aufgestellt, das angibt, wann ein Rein- 
hardtscher Kérper — beschrinkt oder unbeschrankt, eigentlich oder un- 


‘) Die Automorphismen der beschrankten, eigentlichen Reinhardtschen Kérper 
sind schon 1930 von P. Thullen untersucht, siehe P. Thullen, Die Invarianz des 
Mittelpunktes von Kreiskérpern, Math. Annalen 104 (1931). 

7) Trivial nennen wir hierbei diejenigen Automorphismen, welche linear oder 
linear gebrochen in beiden oder jeder Variabeln fiir sich sind (also nicht bloB pro- 
jektive). 

*) Osgood, Lehrbuch der Funktionentheorie II, 1 (1929), S. 301. 
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eigentlich — ein Regularitdtsbereich ist*). Von diesem Kriterium wird in 
den folgenden Paragraphen immer wieder Gebrauch gemacht. 

Im § 2, iiberschrieben: ,,Beschranktheitskriterium. Die ver- 
schiedenen Arten unbeschriankter Reinhardtscher Kérper’, wird 
bewiesen: 

Satz 3: Ein unbeschrankter eigentlicher Reinhardischer Kérper R ist 
nie auf einen beschriinkten Bereich eineindeutig und analytisch abbildbar. 

Und 

Satz 4: Uneigentliche Reinhardtsche Regularitatsbereiche der Klasse M3 
sind dann und nur dann auf beschriinkte Reinhardtsche Kérper abbildbar, 
wenn keine Achse bis auf isolierte Punkte ganz in ihnen enthalten ist. 

Der §3 ist betitelt: ,.Die Metrik von Carathéodory in den 
Reinhardtschen Kérpern*. In allen Reinhardtschen Kérpern, die 
nicht Bilder von beschrinkten Bereichen sind, gibt es mindestens zwei 
von einander verschiedene im Endlichen gelegene Punkte, deren Distanz 
Null ist. Wir sprechen von einer Entartung der Metrik, die verschieden 
, stark“ sein kann. In den Kérpern der Klasse M 1 verschwindet die 
Distanz fiir alle Punktepaare; in den Kérpern der Klasse M 2 ist D(P,Q) 
dann und nur dann Null, wenn P und Q auf derselben Fliche einer ge- 
wissen durch den Kérper ausgezeichneten Schar analytischer Flachen 
liegen; in den Kérpern der Klasse M 3 gibt es héchstens noch ver- 
schwindende Distanz fiir Punktepaare auf einer oder beiden Achsen. Der 
SchluBsatz lautet: 

Die metrische Hiille M (KR) eines Reinhardtschen Regularitatsbereiches R 
ist der Bereich, der aus allen inneren Punkten seiner (im Sinne der Punkt- 
mengenlehre) abgeschlossenen Hiille besteht, ausgenommen die Bereiche A 2 
der Klasse M 1, deren metrische Hiille der abgeschlossene Raum ist. 

Da die Distanzfunktion in einem Bereiche und seiner Regularitits- 
hille tibereinstimmt, ibersehen wir damit die metrische Hiille aller 
Reinhardtschen Bereiche. 

Im § 4 werden die Automorphismen der einachsig unbeschrankten 
Zylinderbereiche (aus M 2) vorweg bestimmt. 

Zur Aufstellung der Automorphismen Reinhardtscher Kérper 
mit total entarteter Metrik — der offene Raum ist ausgenommen —, 
mit denen sich der nichste Paragraph beschaftigt, wird zunichst gezeigt, 
da8 alle Automorphismen dieser Kérper im Innern achsentreu sind. Dann 
werden die Automorphismen der achsenfremden Kérper bestimmt. Die 
Automorphismen der iibrigen Kérper der Klasse M 1 bilden leicht iiber- 
sehbare Untergruppen. 


9) Siehe auch P. Thullen, Sur les domaines de méromorphie, Compt. Rend. 
199, S. 1016—1018 (Sitzung v. 12. Nov. 1934). 
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Ganz analog wird in §6: ,.Die Automorphismen Reinhardtscher 
Koérper mit partiell entarteter Metrik (Klasse M 2)“ vorgegangen. 

§ 7 enthalt nun den Eindeutigkeitssatz fiir die Kérper der Klasse M 3: 
B sei ein Bereich, in dem zwei Monome w* 2 und wiz beschrinkt sind. 
a, B, y, 6 seien nichtnegative ganze Zahlen und «5 —By +0. T set eine 
Transformation, die B® auf einen in seinem Innern liegenden Bereich ab- 
bildet und dabei einen Punkt P aus 8, der auf einer der beiden Achsen 


liegt, festlagt. In P sei die Funktionalmatriz von T(4}). Dann ist T 
die identische Transformation. 

Die Automorphismen der eigentlichen Reinhardtschen Kérper der 
Klasse M 3 werden in §8 bestimmt. Dabei finden wir dann den Kérper 
\z|} S a-e~riv?, a,b >0, 
der auch ganz andere Abbildungen auf sich zulaBt als die iibrigen dieser 

Bereiche. 

Die Arbeit schlieBt in §9 mit der Bestimmung der Automorphismen 
der uneigentlichen Reinhardtschen Kérper der Klasse M 3. Auch hier gibt 
es Ausnahmekérper (mit allerdings nur diskontinuierlicher nichtlinearer 
Zusatzgruppe). 


Ubersicht. 

1. Kriterium fiir Reinhardtsche Regularitatsbereiche. 

2. Beschranktheitskriterium. Die verschiedenen Arten unbeschrinkter 
Reinhardtscher Kérper. 

3. Die Metrik von Carathéodory in den Reinhardtschen Kérpern. 

4. Die Automorphismen der einachsig unbeschriinkten Zylinderbereiche. 

5. Die Automorpbismen Reinhardtscher Kérper mit total entarteter 
Metrik (M 1). 

6. Die Automorphismen Reinhardtscher Kérper mit partiell entarteter 
Metrik (M 2). 

7. Kindeutigkeitssatz in unbeschrinkten Reinhardtschen Kérpern. 

8. Automorphismen der eigentlichen Reinhardtschen Kérper der 
Klasse M 3. 

9. Automorphismen der uneigentlichen Reinhardtschen Kérper der 
Klasse M 3. 


§ 1. 
Einfiihrung der Reinhardtschen Kérper. Kriterium fiir Reinhardtsche 
Regularitiatsbereiche. 


Ein Bereich 8 im projektiv abgeschlossenen Raume der beiden kom- 
plexen Verinderlichen w und z sei Kreiskérper oder Hartogsscher Korper 


im weiteren Sinne genannt, wenn es zum Bereich eine analytische 
Mathematische Annalen. 112. 29 
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Ebene E* (Symmetrieebene) und einen nicht auf E* liegenden Punkt O 
(Symmetriepunkt) gibt, so daB jede analytische Ebene EF durch O (ihr 
Schnittpunkt mit Z* sei U(H#) genannt) den Bereich in einem oder 
mehreren Gebieten trifft, deren Rand nur aus Kreisen des elliptischen 
Kreisbiischels mit den Grenzpunkten O und U(E£) (O und U selbst als 
solche ,,Kreise“ zugelassen) besteht. 

Diese Definition ist offenbar invariant gegeniiber projektiven Trans- 
formationen in dem Sinne, daB jedes projektive Bild eines solchen Be- 
reiches 8 wieder ein Kreiskérper im soeben definierten Sinne ist. 

Der Bereich sei ein eigentlicher Kreiskérper im weiteren Sinne ge- 
nannt, wenn 0 innerer Punkt ist und ein eigentlicher Hartogsscher 
Kérper im weiteren Sinne, wenn Z* innere Punkte aufweist. 

Bringen wir durch eine projektive Transformation Z* in die unend- 
lich ferne Ebene, so bekommen wir einen Kérper, der iiblicherweise bisher 
in der Literatur schon als Kreiskérper bezeichnet wurde. Bilden wir 
andererseits etwa E* auf die Achse w’ = 0 und O auf (o,0) projektiv 
ab, so wird das Bild von $ ein Hartogsscher K6érper im bisher iiblichen 
engeren Sinne. 

In der Benennung der soeben definierten projektiv invarianten Klasse 
von Bereichen kommt schon zum Ausdruck, da8 alle Hartogsschen Kérper 
im engeren Sinne projektive Bilder von Kreiskérpern im engeren Sinne 
(und umgekehrt) sind. 

Wir definieren jetzt den Reinhardtschen Koérper im weiteren Sinne 
als einen Bereich 8*, dem drei Punkte P,, P,, P; so zugeordnet sind, 
da8 %* jeweils Kreiskérper im weiteren Sinne ist in bezug auf jeden der 
drei Punkte und die durch die beiden anderen Punkte bestimmte analy- 
tische Ebene. Diese drei Ebenen heiBen die Achsen des Kérpers. 

Bilden wir $* projektiv so ab, daB P,, P,, P, in (0,0), (0, 0) und 
(co,0) iibergehen, so bekommen wir einen Bereich 8, det Kreiskérper im 
engeren Sinne mit dem Mittelpunkt (0,0) und zugleich Hartogsscher 
Kérper im engeren Sinne mit der Symmetrieebene w = 0 wie auch z = 0 
ist. Also ist 8 Reinhardtscher Kérper im engeren Sinne mit dem Mittel- 
punkte (0, 0). 

Ein Reinhardtscher Kérper im weiteren Sinne heiBt eigentlich, wenn 
mindestens einer der Punkte P, innerer Punkt des Kérpers ist. 

Fernerhin setzen wir die Reinhardtschen Kérper immer so normiert 
voraus, daB die Achsen gebildet werden von den Ebenen w = 0, z = 0 
und der unendlich fernen Ebene und P,, P,, P, also die Punkte (0,0), 
(0, co) und (o,0) sind. Ist der Kérper eigentlich, so soll (0,0) innerer 
Punkt sein. Weisen eine oder zwei Achsen innere Punkte auf, so sollen 
dies w = 0 bzw. w = 0 und z = 0 sein. 
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Besitzt ein Reinhardtscher Kérper auf den drei Achsen innere Punkte, so hat 
er, wie man rasch erkennt, bereits den ganzen abgeschlossenen Raum zur Regu- 
laritaétshille. Treffen wir nun unbeschadet der Allgemeingiiltigkeit die Voraus- 
setzung, daB die jeweils vorgelegten Keinhardtschen Kérper Regularitatsbereiche 
sind und schlieBen wir auBerdem den trivialen Fall des abgeschlossenen Raumes 
aus, so kénnen nach der obigen Normierung niemals innere Punkte auf der un- 
endlich fernen Achse liegen. Deshalb kénnen wir fernerhin auch haufig kurz von 
den Achsen des Reinhardtschen Kérpers sprechen, wenn wir lediglich seine Achsen 
w = 0 und z = 0 meinen. 


Wir kommen jetzt zu den Kriterien fiir die Regularitatsbereiche 
unter den Reinhardtschen Kérpern. 

Satz 1: Wenn f{(w,z) im Reinhardtschen Kérper R regulir ist, so 
konvergiert absolut in R tiberall die Laurententwicklung von f (w, z) 


(1) f(w,z) = E ann w™ 2”, 


In der Tat! Ist /(w,z) im achsenfremden Punkte P aus R regular, 

so gibt es einen P enthaltenden ringfoérmigen Zylinderbereich 

d, << |w| <d, 

d,<|z|<d,, 
in dem die Reihe (1) absolut konvergiert und / darstellt. (Analog fiir 
Punkte auf der Achse.) SX ist mit einer Folge solcher iibereinander- 
greifender Zylinderbereiche iiberdeckbar. Wegen der Eindeutigkeit der 
Laurententwicklung folgt unmittelbar die Behauptung. 

Folgerung: Ist der Reinhardtsche Kérper R ein Reqularititsbereich, 
so ist R schlicht. 

Die Reinhardtschen Regularitatsbereiche R sind durch eine einfache 
Art von Konvexitaét charakterisierbar. 

/(w,z) sei eine in R und nur in R regulire Funktion. (w,,2,) und 
(w,,2,) seien zwei Punkte aus R auf der Hyperfliche §: |w|*|z\? = C> 0; 
a,8 +0. (w,,2,) sei ein weiterer Punkt auf § mit |w,| < |w,| < |w,|. 
Dann ist 


(2) = lam n| |e, |" |2, |" = z \dnn| Cre \w,{" "8 
pied stead m—n5 <0 


a 


> 2 \ann| Onl? \w,[" " ? 


m—n = <0 
f 
= 2 |ann| |%05|" |Z". 
m—n + <0 
{ 


Da entsprechendes fiir m—n— > 0 gilt, folgt: (w,,z,) liegt in R. Ist 


a oder 6 = 0, so schlieBen wir analog. So werden wir dazu gefiihrt, 


29% 
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den Begriff der logarithmischen Konvexitét Reinhardtscher Kérper ein- 
zufiihren. Der Reinhardtsche Kérper soll logarithmisch konvex heiSen, 
wenn seine Projektion in der |w|,|z|-Ebene konvex ist in bezug auf die 
Klasse aller Monome |w/|* |z\/? = C, a, 8 = 0. Ein logarithmisch konvexer 
Bereich ® ist also durch folgende Eigenschaft charakterisiert: Sind P, 
und P, in R und zugleich auf |w|* |z\? = C gelegen, so liegen auch in § alle 
Punkte, deren Projektion auf der Projektion von |w|*|z\? = C zwischen 
P, und P, liegen. 

Ein logarithmisch konvexer Bereich ist also immer ein Reinhardtscher 
Bereich, dagegen gilt keineswegs das Umgekehrte. Um das zu iibersehen, 
bilde man den Bereich durch £ = log|w|, ¢’ = log |z| in die ¢, ¢’-Ebene 
ab. Die logarithmisch konvexen Bereiche und nur diese ergeben Bild- 
bereiche in der ¢, ¢’-Ebene, die konvex im elementargeometrischen Sinne 
sind. Aus (2) folgt, daB die Reinhardtschen Regularitatsbereiche logarith- 
misch konvex sind"). Zur Aufstellung eines notwendigen und hinreichen- 
den Kriteriums benétigen wir indessen noch den Begriff des relativ voll- 
kommenen Reinhardtschen Kérpers. Ein Reinhardtscher Kérper hei8t 
relativ vollkommen, wenn er in bezug auf die endlichen Achsen, die ihn 
schneiden, ein vollkommener Hartogsscher Korper ist. Ein relativ voll- 
kommener Reinhardtscher Kérper ®, der innere Punkte auf w = 0 und 
z =0 hat, ist ein (im bisherigen Sinne) vollkommener Reinhardtscher 
K6rper. 

Ein Reinhardtscher Regularitatsbereich ist stets relativ vollkommen. 

Hat ein solcher Bereich auf allen drei Achsen innere Punkte, so ist 
er der abgeschlossene R,. Ist ein Reinhardtscher Regularitatsbereich 
nicht mit dem abgeschlossenen R, identisch, so kénnen wir ohne Ein- 
schr’nkung der Allgemeinheit annehmen, daB er im Unendlichen keine 
inneren Punkte hat. 

Nunmehr kénnen wir den Satz aussprechen: 

Satz 2: Ein Reinhardtscher Kérper R ist dann und nur dann Re- 
gularitdtsbereich, wenn er ein (schlichter) logarithmisch konvexer und relativ 
vollkommener Kérper ist. 

Es ist lediglich noch zu beweisen, daB diese Kriterien ausreichend sind. 

Dazu zeigen wir, daS R unter unseren Voraussetzungen konvex in 
bezug auf die Monome w*2’ ist (a,8 ganz und «4,8 = 0). , sei zum 
Beweise ein beschrinkter, ganz im Innern von ® gelegener Bereich. Gabe 
es keinen Bereich R,,RS>R, > R,, so daB fiir jeden Punkt P aus R, 
aber auBerhalb R, ein Monom existiert, das dort seinem Absolutbetrag 
nach gréBer als in ®, wird, so wiirde dies zur Folge haben: Es existiert 


10) Siehe H. Behnke und E. Peschl, Die Konvexitaét in der Elementargeometrie 
und in projektiven Raumen, Semesterber., Miinster i. Westf., Heft 5 (1934). 
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mindestens ein (im Endlichen gelegener!) Randpunkt R von ® und eine 
Folge von Punkten P, aus R mit lim P, = R, so daB fiir alle Monome 
(3) |M(P,)| < |M(R,)|, » =1,2,... 

ist. 

Ein solcher Randpunkt R kann auf den Achsen nicht liegen. Wir 
beweisen dies fir w= 0. Entweder hat nimlich ® innere Punkte auf 
dieser Achse, dann ist wegen der relativen Vollkommenheit z oder z~' 
ein gesuchtes Monom, oder ® hat keine inneren Punkte auf w = 0. Dann 
hat R, einen Minimalabstand d > 0 von dieser Achse. Jetzt aber ist 
w-* ein Monom, das (3) nicht befriedigt. 

Andererseits, wenn R nicht auf einer Achse liegt, so gibt es sicher") 
— wegen der logarithmischen Konvexitét von ® — einen Ausdruck 


‘ as ‘ . b : : ‘ 
\w|*-|z| mit unter Umstinden irrationalem —, der in R einen groBeren 


Wert hat als in allen Punkten von ®,. Dann gibt es eben wegen der 
Beschrinktheit von ®, auch ein Monom mit dieser Eigenschaft. Wieder- 
um kann dieses Monom der Ungleichung (3) nicht geniigen. 

Folglich existiert der Reinhardische Koérper ®,. ist im Sinne von 
Cartan-Thullen konvex in bezug auf w* 2’, «,f ganz und a,f8 > 0 (bzw. 
a > 0, 8 = 0, usw.) und deshalb ein Regularitatsbereich. Diese Art der 
Konvexitaét ist notwendig und hinreichend fiir die Reinhardtschen Re- 
gularitatsbereiche. 

Aus der logarithmischen Konvexitét und der relativen Vollkommen- 
heit eines Kérpers kénnen wir sogleich auf seine topologische Struktur 
schlieBen. Ein Reinhardtscher Regularitatsbereich, der auf mindestens 
zwei Achsen innere Punkte hat (Typus 7,), ist vom Zusammenhang der 
Kugel, der auf genau einer Achse innere Punkte hat (Typus 7), ist 
topologisch aquivalent dem Kérper (|w| — 2)* + |z|*? = 1, ein solcher, der 
auf keiner Achse innere Punkte hat, (Typus 7), ist topologisch aiquivalent 
dem Ké6rper 1 < |w| < 2 und 1 < |{z| < 2. 

Wir merken ferner noch fiir spiter an: Da ein eigentlicher Reinhardtscher 
Regularitatsbereich stets ein vollkommener Reinhardtscher Kérper ist, so muB er, 


wenn er unbeschrankt ist, alle im Endlichen gelegenen Punkte mindestens einer 
Achse enthalten. 


§ 2. 
Beschranktheitskriterium. Die verschiedenen Arten unbeschrainkter 
Reinhardtscher Kérper. 


Satz 3: Ein unbeschrinkter, eigentlicher Reinhardtscher Kérper R ist 
nie auf einen beschrinkten Bereich eineindeutig und analytisch abbildbar. 


11) §, 440, FuBnote. 
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Wire dies entgegen der Behauptung doch méglich, so wire damit 
auch die Hiille §(R) auf einen beschrinkten Bereich §(B) eineindeutig 
abbildbar. 

w = f(w,z), 

2’ = g{w,z) 
sei die Transformation 7, welche die Hiille §(R), die ebenfalls ein eigent- 
licher, unbeschrinkter Reinhardtscher Kérper sein muB8, auf $8 abbildet. 
Die endlichen Punkte auf mindestens einer der beiden Achsen — etwa 
w = 0 — liegen aber ganz in §(), also wire /(0,z) und g (0, z) konstant. 
Die Abbildung kénnte nicht eineindeutig sein. 

Folgerung: Ein Reinhardtscher Kérper, der mindestens einen seiner 
drei Fixpunkte enthilt, ist nur dann auf einen beschrinkten Bereich einein- 
deutig und analytisch abbildbar, wenn er projektiv auf einen beschriinkten 
Bereich abgebildet werden kann. 

DaB solche projektiven Abbildungen méglich sind, zeigt das Beispiel des Kérpers 


> Be 


8, | w| > l, 








AuBerdem gibt es Reinhardtsche Regularititsbereiche vom Typus 7, und 7, die 
nicht projektiv, wohl aber eineindeutig und analytisch auf schlichte, beschrinkte 
Bereiche abbildbar sind. Der Bereich 


0 < |w2*| <1, 


8; 0 < |w?23|< 1 
vom Typus 7’, l48t sich durch 
2’ = w2', 
w’ = w? 23 


auf den Bereich 
0<|2|<1, 


St , ~ 
0< |w'| <1, 
und der Bereich 
B |w? z| x 1, ° 
Y  @eltet “<4 
vom Typus 7’, 146t sich durch 
2’ = wz, 
ww’ —w 
auf 
j2|<1, 
83 0<|w'| <1 


abbilden. Dagegen lassen sich 6, und %, nicht projektiv auf einen beschrankten 
Bereich abbilden, weil in beiden Fallen die Achse w — 0 ausschlieBlich aus Rand- 
punkten besteht. 

Um nun alle méglichen unbeschrankten Reinhardtschen Regularitats- 
bereiche iibersehen zu kénnen, sehen wir uns die Bilder in der logarith- 
mischen Ebene w» = log|w|, ¢ = log|z| an. Wie unterscheiden sich die 
Bilder der verschiedenen Klassen? Sicher sind die Bildbereiche, die nach 
den Uberlegungen von §1 (im elementargeometrischen Sinne) konvex sind, 
im Endlichen schon zusammenhangend, weil nur die Punkte der drei Achsen 
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keine im Endlichen liegenden Bilder aufweisen. Im Falle M 1 schneidet 
jede Gerade aw+f60+%7=0 mit ganzen a, 8 den Bildbereich. Der 
Bereich ist also entweder die ganze Ebene oder eine Halbebene (bzw. ein 


Parallelstreifen) mit begrenzender Gerade aw + bf-+¢ = 0, > irrat. Im 


Falle M2 schneiden alle ,,rationalen“ Geraden mit Ausnahme von 
aw+BC+%7 = 0, wo a, feste ganze rationale Zahlen sind, wihrend 7 
ein Kontinuum 7 <c, oder c, <4 <c¢, oder c,< » durchlauft. Der 
Bildbereich ist eine Halbebene oder ein Parallelstreifen. Im Falle M3 
gibt es einen Winkel, in dem der Bildbereich vollstindig enthalten ist. 

Wir beweisen nun den 

Hilfssatz: Liegt der Bereich B in einem Winkel W der w, ¢-Ebene, so 
liegt B stets auch in einem Winkel, der von zwei Geraden a’ w + f'0 +2’ = 0, 
yo+ 60+ x = 0 gebildet wird, deren Koeffizienten «', B’, y', 6° ganz sind 
und fiir die a’ 6’ — p’y’ = 1 ist. 

Wir kénnen ohne Einschrinkung der Allgemeinheit annehmen, daB 
ao+ BC+A=0, yo+60+% =0 mit ganzen a, 8, y,6 und ad — By +0 
sowie (x, 8) = 1, (y,6) = 1 die den Winkel W begrenzenden Geraden sind. 
Zum Beweise ist nur zu zeigen, daB es zu diesen vier ganzen Zahlen 
a, 8, y, 6 zwei weitere ganze Zahlen y’, 6’ gibt, so daB 


1. w in einer vorgegebenen Halbumgebung von iy liegt, 
2.28’ — By’ =1 
ist. (Wir setzen namlich dann «’ = a, fp’ = B und erhalten die Aussage 


des Hilfssatzes.) 
Es gibt ganze n,,m,, so daB 
am, —Bn, = 1. 

Die Zahlen 
mo + Pa 
m+ pp’ 
konvergieren von beiden Seiten gegen 





p=+1, +2,... 
a 
Z 
a(m, + pB) — B(n, +: pa) = 1. 

Wir setzen nunmehr y’ = n, + p,a, 6’ = m,+ p,B bei geeignet ge- 
wihitem p,. 

Auf Grund der vorstehenden Uberlegungen gibt es also nur folgende 
Arten unbeschrinkter Reinhardtscher Regularitatsbereiche: 

Al. Der offene Raum ohne und mit den Nebenbedingungen w + 0, 
bzw. w + 0, z + 0 (M1). 

A 2a. Die Bereiche |w*z*| < C ohne und mit den gleichen Neben- 
bedingungen (M1 bzw. M 2). 
A 2b. Die Bereiche C, < |w*2?|< C, (M1 bzw. M 2). 


Ferner gilt 
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A 3. Die unbeschrinkten Reinhardtschen Regularititsbereiche, in 
denen 2 Monome w*z* und w’z’ mit ganzen a, B,y,d und «ad — By = 1 
beschriinkt sind (M 3). 

Satz 4: Uneigentliche Reinhardtsche Regularitatsbereiche der Klasse M3 
sind dann und nur dann auf beschriinkte Reinhardtsche Kérper abbildbar, 
wenn keine Achse bis auf isolierte Punkte ganz in thnen enthalten ist 

Ist ein Reinhardtscher Kérper der Klasse M3 vom Typus T7,, so 
wird eine solche Abbildung schon durch die Transformation 


= wah 
ee (2d — By =1) 
geliefert. Es ist nimlich 
‘i <a 
z=wrz-¢ 
auch wiederum eindeutig und regular im Bildbereich. 
Trifft fiir einen Regularitaétsbereich vom Typus 7’, das Kriterium zu — 
w= 0 sei etwa die den Kérper schneidende Achse — so ist in ihm 


z bzw. z—' beschrankt. In diesem Falle kénnen wir als eine dem Satze 


geniigende Abbildung nennen — wie man am besten am Bilde in der 
w,¢-Ebene kontrolliert — 
—ees baw. ~~ , 
z=>2 = — 
z 


mit geniigend groBem positivem ». 

Ist dagegen in einem Bereiche eine Achse — etwa w = 0 — bis auf 
solierte Punkte enthalten, so ist jede in ihm beschrinkte regulire Funktion 
auf dieser Achse konstant, so daB etwaige Abbildungsfunktionen f und g 
fiir alle Punkte dieser Achse denselben Bildpunkt liefern wiirden. 

Den letzten Satz kénnen wir noch wesentlich allgemeiner aussprechen. 

Satz 4a: Ein Reinhardtscher Regularititsbereich R ist dann und nur 
dann auf einen beschrinkten und dann sogar schlichten Bereich eineindeutig 
und analytisch abbildbar, wenn weder eine analytische Flache 


we#=c; a ps0, FZ rat., 
noch eine analytische Hyperflache 
|wt2?| =c,, a, BS90, co, + 0, = irrat., 


B 
bis auf isolierte Punkte ganz in R enthalten ist. 
1. Die Bedingungen sind notwendig. 
Ist eine Achse bis auf isolierte Punkte ganz in ® enthalten, so ist 


jede in R regulare, eindeutige und beschrinkte Funktion auf der Achse 
konstant. 
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Ist w* 2? = ¢,, c, + 0, z rat., bis auf isolierte Punkte in R gelegen 


und f(w,z) in ® regular und beschrinkt, so ist f(#, yt-*), y = cl? in 
der ganzen t-Ebene (zunachst bis auf isolierte Punkte) regulir und be- 
schrankt. /{(w,z) ist also auf der Flache konstant. 


Liegt schlieBlich eine Hyperfliche |w*2*| = c,, F itrat., c, + 0 in R, 


so ist p(u) = f (e&*, ye“), y = |c,|"*, in jedem Kreise |u| < M mit 
beliebigem M (zunichst bis auf isolierte Stellen) regular und gleichmaBig 
beschriinkt, folglich ist m(u) eine Konstante. Weil sich aber die Punkte 
w= eu, 
~= ye—o* 
gegen die ganze Hyperfliche haufen, so ist die stetige Funktion f (w, z) 
dann auch auf der ganzen Hyperfliche konstant. 

In allen diesen Fallen kann ® keine Abbildung auf einen endlichen 
Bereich zulassen, weil sonst die Achse bzw. die analytische Flache bzw. 
die analytische Hyperfliche auf einen einzigen Punkt abgebildet wiirden. 

2. Die Bedingung ist hinreichend, denn sie ist nur erfiillbar in Be- 
reichen der Klasse M 3, und fiir diese folgt der Satz aus Satz 8 und der 
Tatsache, daB unbeschrankte, eigentliche Reinhardtsche Regularitatsbereiche 
alle endlichen Punkte mindestens einer Achse enthalten. 


§ 3. 
Die Metrik von Carathéodory in den Reinhardtschen Kérpern, 


In jedem beschrinkten schlichten Bereich ist die Carathéodorysche 
Distanz zweier verschiedener Punkte stets ungleich Null. Das trifft nicht 
mehr allgemein zu bei unbeschrankten Bereichen. Wenn jede und nur 
wenn jede in % beschrinkte analytische Funktion konstant ist, ist die 
Distanz aller Punktepaare aus $ Null. In diesem Falle sprechen wir von 
einer vollkommenen Entartung der Metrik. Partiell entartet heiBt die 
Carathéodorysche Metrik in einem Bereiche 8, wenn es zu jedem Punkte P 
aus B zwei weitere Punkte R und S gibt, so dab 

Dg(P,R) +0, Dg(P,8) = 0. 
AuBerdem sprechen wir von einer Entartung auf einer Teilmannigfaltig- 
keit M aus %, wenn alle Punktepaare aus M verschwindende Distanz haben. 

Wie entartet nun die Metrik in den unbeschrankten Reinhardtschen 
Kérpern? Wiederum brauchen wir nur die Regularitatsbereiche unter 
ihnen zu untersuchen. 

In den Bereichen der Klasse M1 entartet die Metrik vollkommen. Das 
ist selbstverstindlich fiir den offenen Raum mit wie auch ohne Achsen. 
Fiir die iibrigen Bereiche der Klasse M1, das sind die Bereiche | w* z*| < C, 
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ein oder zwei Achsen enthaltend, sowie die Bereiche 0 < C, < | w*2*|< C,, 
beide Male mit 7 irrat., folgt dies aus den Uberlegungen am Schlusse 


des letzten Paragraphen. 
In den Bereichen der Klasse M2 entartet die Metrik partiell. In 
der Tat! Diese Klasse wird gebildet von den Bereichen |w*z*| < C, 


C, < |wt2?| << C, mit F fat. Sicher kann die Metrik nicht ganz ent- 


arten, denn /(w,z) = w*z* ist eine dort beschrinkte, nicht konstante 
Funktion. Sie ergibt aber auch keineswegs fiir alle Punktepaare P,Q mit 
P +Q eine von Null verschiedene Distanz. Es gilt niamlich 

Satz 5: Jede in einem Reinhardischen Kérper R der Klasse M 2 
regulire, beschrénkte Funktion f{(w,z) ist in R eine regulire Funktion von 
u = w*2, a, B teilerfremd vorausgesetzt. 

Da wir («,8) = 1 voraussetzen, gibt es ganze » und uw, so dab 
av+8u=1. Nunmehr setzen wir 

w= u’s-F, 
z= us*, also u = u*2; 
zunachst nehmen wir an, daB u + 0 sei. 

Durchliuft s die komplexen Zahlen, so durchlaufen bei festem 
u =u, die Punkte w,z die analytische Fliche w*z? = u,. Ferner ist 
f (w,z) = f(u’s~*, w* s*) als Funktion von s analytisch und beschrankt, 
folglich 

{(w,z) = p(w), 
wo p(u) eindeutig analytisch ist fiir die in ® vorkommenden u-Werte. 

Liegen Punkte u = 0 in ®, so lat sich g(u) in wu = O stetig und 
regulir erginzen und es ist {(w,z)— y(u) analytisch in R und =O fir 
u + 0, verschwindet also iiberall in R. 

Aus Satz 5 folgt, daB die Distanz zweier Punkte P,, P, fiir irgend- 
einen Kérper M 2 gleich ist der Distanz von u(P,), u(P,) im Gebiet G, 
in dem u = w*2 variiert (dh. in |u| << ¢ bzw. OS ¢, < |u| <e,). 

Satz 6. Die Carathéodorysche Metrik entartet in einem Reinhardtschen 
Kérper der Klasse M3 héchstens auf einer oder beiden Achsen und zwar 
dann und nur dann, wenn er nicht auf einen beschrinkten Bereich abbildbar ist. 

Die Notwendigkeit des Kriteriums ist evident; es ist also nur der 
Beweis fiir das ,,Hinreichend“ zu erbringen. 

Ist ein Kérper der Klasse M3 nicht auf einen beschrinkten Bereich 
abbildbar, so ist mindestens eine der Achsen bis auf isolierte Punkte mm 
Kérper enthalten (siehe Satz 8). Auf einer solchen Achse ist die Distanz 
zweier Punkte Null. In einem nicht auf der Achse liegenden Punkte ist 
die Distanz von jedem andern Punkte von Null verschieden, weil er mit 
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keinem andern Punkte zugleich auf einer Fliche w*2 = c, und wiz’ = ¢,, 
ad — By = 1, liegt. 

Beachten wir noch den einfachen Zusammenhang zwischen den Rein- 
hardtschen Regularitétsbereichen R und ihren metrischen Hiillen M(), 
den Existenzbereichen ihrer Distanzfunktionen")! %(R) ist der Durch- 
schnitt aller Regularitaétsbereiche der in ® reguliren und beschrinkten 
Funktionen. 

Satz 7: Die metrische Hiille M(R) eines Reinhardtschen Regularitdts- 
bereiches R ist der Bereich, der aus allen inneren Punkten seiner (im Sinne 
der Punktmengenlehre) abgeschlossenen Hiille besteht, ausgenommen die Be- 
reiche A2 der Klasse M1, deren metrische Hiille der abgeschlossene Raum ist. 

Zusatz: Da die Distanzfunktion in einem Bereiche und seiner Regu- 
laritatshiille tibereinstimmt, tibersehen wir damit die mcetrischen Hiillen aller 
Reinhardtschen Bereiche. 

Der Satz ist selbstverstaindlich fiir die Bereiche der Klasse M1, denn 
in ihnen sind alle beschrinkten Funktionen konstant, auch ist die ab- 
geschlossene Hiille der Bereiche Al der abgeschlossene Raum. Fiir die 
Regularitatsbereiche der Klassen M2 und M3 ist jeder nicht auf den 
Achsen gelegene Randpunkt stetig unendlich fern und daher auch Rand- 
punkt der metrischen Hiille. Im Falle M2 ist naimlich in einem solchen 
Randpunkt P das Monom u = c-u*2 (baw. +) bei geeignetem c dem 
Absolutbetrag nach gleich 1, wahrend im Bereiche |u| < 1 ist. 

Gibt es im Falle M3 fiir P keine solche Funktion u mit diesen 
Eigenschaften, so gibt es doch**) eine Hyperfliche: 














1-4 1, A:B irrational, 
we 
durch diesen Punkt (w,,z,), so daB im Bereich ae =| <1 ist. AuBer- 


dem gibt es zwei in ® beschrinkte Monome wz, wr w?, ad — By + 0. 
Wir bestimmen a,b so, daB 
aat+tyb=A, Ba+db=B 
und wiahlen ein positives @ so, daB a’ = ao ganz rational wird; zur Ab- 
kiirzung sei 6-9 = b’ gesetzt. Dann gilt fiir die Monome 
« Ba’ py gO \Ab') 
vi (w,2) = (5) ‘ia A=1,2,..., 


[Ab’] ganz rational und Ab’ < [Ab’']} SA +1: 


12) Siehe H. Horstmann, Carathéodorysche Metrik und Regularitatshiillen. Math. 
Annalen 108 (1933). 

18) Die folgende Uberlegung ist éine Verallgemeinerung einer zuerst von Horst- 
mann angewandten Methode, vgl. H. Horstmann, Zur Theorie der Funktionen 
mehrerer komplexer Veranderlichen usw., Diss. Minster 1932. 
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1. Es ist 


\wA cB 
| py (w, ated : 





©. | wor 29 ao") — a0" 





wa 2B 


und daher in B: | g,(w,z)|<. 1, 9, (w,z) also regular in 8. 
2. In P, ist 
| pa (wos Zo) | = | wy 29 PO— 2”; 
hieraus folgt, da 6’ irrational ist und wir eine Folge ganzer Zahlen 4, 
wahlen kénnen, so daB 
lim ((A;6’] — 4;6’) = 0 
Ie =x 
ist, daB 
jim | (0, %)| = 1. 
3. Man kann (auch fiir beschrinkte Bereiche!) von vornherein y, 6 
so wihlen, daB der Bereich 8, 


wAzB 
AzB 
| % 


1, jwrz?| <1 





auch Punkte der Achsen enthalt (was man leicht an dem Bilde in der 
w,¢-Ebene ersieht); jede in 8 konvergente Teilfolge der Pi; ist noch in 
%, normal und alle $i; verschwinden auf den in 8, gelegenen Achsen. 
Hieraus folgt aber, daB keine Teilfolge der y,; in 8 gegen die Konstante 1 
konvergiert. Nach einem bekannten Satz von Horstmann") ist dann P, 
stetig unendlich fern und gehért zum Rand der metrischen Hiille. 

SchlieBlich betrachten wir noch einen Randpunkt P* des Kérpers 8 
auf einer Achse, fiir den es eine Vollumgebung U gibt, so daB alle in U 
gelegenen Randpunkte von $ nur Achsenpunkte sind. Ist f/ beschrankt 
und regulir in %, so ist nach einem Satz von Osgood iiber hebbare 
Unstetigkeiten f auch noch regular (und beschrinkt) in U. P ist also 
innerer Punkt der metrischen Hiille. Jeder andere Randpunkt des Kérpers, 
der auf einer Achse liegt, ist Haufungspunkt von nicht auf einer Achse 
gelegenen und daher stetig unendlich fernen Randpunkten, somit eben- 
falls wenigstens unendlich fern und Randpunkt der metrischen Hiille. 
Da bei Bildung der abgeschlossenen Hiille genau die eben bezeichneten 
Achsenpunkte P* und keine andern hinzukommen, so ist der Satz be- 
wiesen. 

Zugleich haben wir als Teilergebnis dieser Uberlegungen den 

Satz 7a: Es sei R ein Reinhardtscher Regularititsbereich, welcher 
nicht der Klasse M1 angehéri. Dann ist jeder nicht auf den Achsen ge- 
legene Randpunkt von S stetig unendlich fern. 


14) Siehe 1. c., 8. 447. 
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§ 4. 


Die Automorphismen der einachsig unbeschrinkten Zylinderbereiche. 


Unter den Regularitatsbereichen der Klasse M2 nehmen diejenigen 


ihnen beschrankte Monom w oder 
Es sind die Bereiche 


Dazu kommen die Bereiche, 


beschriinkte Funktion / (w, z) gilt 


w’ 


(1) , 


2 


folgende Funktionen bedeuten: 
%, und B): /f(w) 


B, und B: /{(w) 
%, und B;: f(w) 
Die Transformation 


w’ 
(2) ’ 


z 


liefert in diesem Falle nun aber 





Reinhardtschen Kérper eine besondere Stellung ein, bei denen das in 


z ist. 


8, : : - z beliebig, 
a) w in G,: ¢, <|w| <e, c-s, 
%, , ; ; z beliebig, 
md w in ©: 0 < |w| <e, ey 
B, | , ‘ z beliebig, 
%; | w in §,: |w| <e, s+ 0. 


die aus den vorstehenden durch Ver- 


tauschung von w und z hervorgehen, und ihre projektiven Bilder von der 
Art A2. Fiir die folgenden Uberlegungen kénnen wir c = 1 voraussetzen. 
Fiir jede in einem der Bereiche 8, bis 8; regulare, eindeutige und 


f (w,z) = 1 (w). 


Fiir einen Automorphismus eines solchen Bereiches gilt also 


f (w), 
g (w, 2). 


w' = f{(w) bildet dabei ©, auf sich ab, und zwar (wegen der Existenz des 
inversen Automorphismus) eineindeutig. 
Im 


Folglich kann /(w) héchstens 
Falle 
=%w oder =e?-S°, 
w 
=e w, 


ef? _ tM 
1+ ww’ 


I 


|w,j <1. 


= 2 


auch tatsichlich jedesmal einen Auto- 


morphismus. So kann man jeden Automorphismus — er ist ja immer 
von der Form (1) — mittels eines Automorphismus (2) in die Form 
r iiberfiihren: ; 
A, w’ = w, 





g* (w, 2). 
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Jede Ebene w = const wird also in sich eineindeutig iibergefiihrt. 
Also ist im Falle %,, 8,, 3, 
g* (w,z) = F(w)z + G(w), 
und im Falle 8), 83, 8; 
g* (w,z) =F (w)z 
oder 
g* (w, 2) = F(w) —. 
F(w) ist regular und ungleich Null in den Gebieten ©,. Umgekehrt ist 
jede Transformation A,, in der g*(w,z) von der soeben angegebenen Form 
ist, ein Automorphismus von %,. So haben wir das Resultat gewonnen. 
Satz 8: Die einachsig unbeschrinkten Zylinderbereiche unter den 
Reinhardtschen Kérpern lassen allein folgende Automorphismen 
w' = f(w), 
z’ = g(w,z) 
zu: 
f(w) =e? w oder &?" im Falle B, und B;, 


=e? w im Falle 8, und B;, 


w+ Wo 
1+ Ww 


g (w,z) = F (w)z+G(w) im Falle B,, B, und &,, 
g(w,2) =F (w)2 oder F(w)~ im Falle B;, B;, B;. 


= 9 





, |w|< 1 im Falle B, und &;, 


F (w), G@(w) in G, regulére Funktionen, F(w) +0 im 6, 


§5 
Die Automorphismen Reinhardtscher Kérper mit total entarteter Metrik. 
In diesem Paragraphen werden die Automorphismen der folgenden 
K6rper untersucht: 
z. | w* 2? | <e¢, 
Il. |w* 2? | <e, w+0 (bzw. z +0), 
Ill. 0 < |w*2|<e, 
IV. c, << |w*2| <e, 
wobei 3 stets irrational sein soll. Wir kénnen ferner annehmen, daB, falls 
die Achsen den Kérper schneiden, dies die Achsen z = 0 oder w = 0 oder 
beide sind, daB dagegen die unendlich ferne Gerade nie Punkte im Kérper 
aufweist. Dazu sind wir berechtigt, weil nicht alle drei Achsen einen solchen 
KGérper, der stets Regularitatsbereich ist, schneiden kénnen. 
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Unter den Reinhardtschen Regularitatsbereichen sind die Kérper I bis [V 
auBer dem abgeschlossenen und offenen Raum sowie den aus diesen 
Raumen durch Fortnahme einer oder mehrerer Achsen entstehenden Be- 
reiche die einzigen Kérper mit total entarteter Metrik (siehe $ 2). 

Wir zeigen zunichst: 

Satz 9: Bei den Kérpern I und Il werden die Achsen, soweit sie im 
Kérper verlaufen, nur unter sich abgebildet. 

Geben wir zunachst an, welche Punkte der Achse im Innern der 
Kérper liegen kénnen! 

Kérper I: «, 8 >0. Die endlichen Punkte von w = 0 und z = 0. 

a-B <0. Die Punkte einer der beiden Achsen mit Aus- 
nahme der Fixpunkte. 
Hierbei kann immer a+ f8>0 vorausgesetzt werden, weil sonst 
die unendlich ferne Achse im Innern lige und der Kérper dann durch 
eine projektive Transformation in einen Kérper I mit «*, B* > 0 iiber- 
fiihrbar wire, 

Kérper II: «a, 8 >0. Die Punkte der Achse mit Ausnahme der 

Fixpunkte. 
a:-B <0. Kein Punkt. 

Korper III: Kein Punkt. 

Kérper IV: Kein Punkt. 

1. Wiirde nun bei einem Automerphismus 

vw = f (w, 2), 

2’ = 9 (w, 2) 
eines Kérpers, der alle endlichen Punkte einer Achse — etwa von w = 0 — 
enthilt, keiner dieser Punkte wieder auf einen Achsenpunkt abgebildet, 
so ware /{(0,z)*g(0,z)’ eine in der ganzen z-Ebene regulire und be- 
schrankte, also konstante Funktion. 

Abnlich vermégen wir bei den itibrigen Kérpern zu schlieBen, die eine 
Achse — etwa w = 0 — bis auf die Fixpunkte enthalten. Hier wiren 
— wieder unter der Voraussetzung, da8 kein Bildpunkt auf die Achsen 
fiele — {(0,z) und g(0,z) regular und + 0 fiir z+ 0. (0, z)*g(0, z)? 
wire wenigstens auf der universellen Uberlagerung der in 0 und © punk- 
tierten z-Ebene regulir und beschriinkt und somit konstant. 

Also gilt bei den Kérpern I wie II unter den obigen Voraussetzungen 

f (0, 2)* -¢ (0, 2)? =C,. 

Das Bild von w = 0 kommt auf eine Hyperfliche | w’* 2’? | = C, +0 
zu liegen. Fiir jede auf dieser Hyperfliche liegende analytische Fliche 
gilt: Alle Punkte der Hyperfliche sind Punkte oder Randpunkte 
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dieser Fliche. Also mii8te w = 0 auf die Hyperfliche eineindeutig und 
stetig abgebildet werden. Die obige Annahme, da8 kein Punkt von 
w = 0 auf eine der im Kérper liegenden Achsen abgebildet wiirde, ist 
also falsch. Mindestens /(0,z) oder g(0,z) verschwindet fiir mindestens 
ein z,. (Entsprechendes gilt fiir /(w,0) und g(w, 0), falls z = 0 héchstens 
bis auf w = 0 und w = o im Innern liegt.) 

2. Der Punkt (0,2,) sei nun ein Punkt, der beim Automorphismus A 
wieder auf einen Achsenpunkt abgebildet wird. Sei weder /(0, z) noch 
g(0, z) identisch Null. Dann ist 


{ (0,2) = (2 — 2)" f, (2), 

g (0,z) = (z — 2)", (2), fy (%o)s 91 (2) + 9. 
Es ist mindestens n oder m ungleich Null und wegen |/*g*|<c ist 
ma-+nB > 0. Aus demselben Grunde verschwindet |/*g*| iiberall, wo 


f oder g Nullstellen haben und diese sind alle isoliert. Sei zunichst 
z = 0 im Koérper enthalten. In einem Kreis |z —z,|< R nimmt 


f (0, 2)* 9 (0, 2)? | 
@—ay***? | 








(1) y* (x, y) = log | 


das Maximum auf dem Rande |z —z,| = R an, da g* in |z — z,|< R, 
abgesehen von den etwa vorhandenen endlich vielen anderen Nullstellen 
von |/*g*| harmonisch ist und bei Annaherung an diese Stellen gleich- 
maBig gegen — o strebt. Deshalb gilt 


p* (z, y) Sc’ — (ma +n) log R fir |z-—2/< R. 
Da wir R beliebig groB wahlen konnten, folgt 


g* (xz, y) < —N fiir alle z und noch so groBe N, 
f (0, 2)* 9 (0,2? =0, 
{(0,z) oder g(0,z) =0. 

Liegt z = 0 nicht im Kérper, so fihrt dieselbe Uberlegung fiir 9* 
nach Ubergang in die Ebene £ = logz zum Ziel. 

Also kénnen Achsenpunkte nur wieder auf solche Punkte abgebildet 
werden. Da die inverse Transformation eines Automorphismus wieder ein 
Automorphismus ist, ergibt sich, da$ auch keine achsenfremden Punkte 
Bilder auf der Achse haben kénnen. Satz 9 ist bewiesen. 

Wir kommen jetzt zur Abbildung der iibrigen Punkte bei einem Auto- 
morphismus der Kérper I bis IV. 
Die Punkte 


w= es 
zee, y = 5 log d, O<d<c baw. ¢,<d<e 








_—_-s = 








1 as 


a ee 
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durchlaufen mit komplexem ¢ die Punkte der analytischen Fliche w* 2° = d, 
die mit ihren Randpunkten die Hyperflaiche 
|w* 27 | = d 

ausfiillt. Es sind also f(e*>, e’-“-) und g(e*-, e’-*-) als Funktionen 
von ¢ iiberall analytisch und ungleich Null, gleiches gilt folglich fiir 

F(¢) = f(@', ev—*s) g (e+, ev—asyf. 
Da |/*g’| <e fiir alle Punkte der Kérper, so ist F(¢) beschrinkt und 
deshalb konstant. Es gilt also: 

Satz 10: Bet einem Automorphismus der Kérper I bis IV werden die 
Hyperflichen | w* 2°| = const unter sich abgebildet. 

Untersuchen wir nun naher zuerst die Automorphismen der Kérper III 
und IV! Wir bilden den universellen Uberlagerungsbereich dieser Kérper 
ab mittels 

U =a log w+ log z, 
Z = log z 
auf 
U: RU<e=loge, Z beliebig, 
bzw. 
B: 0, < RU < g,. 

Jeder Automorphismus der betrachteten Reinhardtschen Kérper be- 
stimmt auch einen Automorphismus des Uberlagerungsbereiches und damit 
der Bereiche UM und $. Auf Grund von Satz 10 werden bei den Auto- 
morphismen von & und % die Hyperflichen R U = const wieder in solche 
Hyperflachen iibergefiihrt. Fiir die Automorphismen von & und 8: 

Uv’ = F(U, Z), 
Z’ = G(U,Z) 
gilt also 
in bezug auf U: F=aU+(l—a)o+ib, a>O, |b reell, 
in bezug auf 8: F=U+ib oder F= —U+o,+0,+ib. 

Wegen der eineindeutigen Abbildung der R U = const untereinander 

ist bei UM wie B: 
G(U,Z) = h, (U)Z + h,(U). 
Dariiber hinaus muB 
Ze = gh ea) = O(U, z) 

periodisch in U mit den Perioden (2k + £k’)2iz sein, d.h. 

®(U,z) = D(z), 

h,(U) = f,(U) = const und A,(U) ganz. 
Somit ergeben sich fiir die Automorphismen der Kérper III und IV 

w'? 2/8 x= wee gf o(l—a) eid, 
2’ = qz2?, p ganz, 


(2) 


Mathematische Annalen. 112. 
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und fiir die Kérper IV 


fas'B — w-e2—f . eid 
(3) w'*z w—*z-Pe,c-e%, 


2’ = q2. 
Im Falle (2) schlieBen wir weiter: 
w'* = q~? w*? 28 (a—p) cli—a) etd, 


B B 1—a 
‘ —£ et) i 
w=] @wtze” "ca ¢ 





& 
S. 


Da w’ = {(w,2) eindeutig im Kérper ist, so muB a = p sein, und da die 
Funktion umkehrbar ist, folgt weiter p = a = 1. Die Automorphismen (2) 
sind also von der Form 

colt of 
(4) w=q *e*w, 

s = qZ. 
Diese Transformationen sind andererseits auch stets Automorphismen der 
Kérper I bis IV mit gleichen a, £. 
Im Falle (3) ist 
w'* = ¢,cq-F w—* z—PO + DP) etd 

und deshalb p = —1, 

1 8 


(5) w= (0)"q "6 ew 


2’ = qe". 
Somit haben wir bewiesen: 
Satz 11: Die Automorphismen der Reinhardtschen Regularitatsbereiche 
1. | w* 2?| <e, 
II. lw*2?|<e, w+ 0 bw. z + 0, 
Ill. 0 << |w*2?|<e 
sind: 


8 


w =q “ew, 
2 =ge?’z, g>0, 8 und ¢ reell. 
Bei den Koérpern IV c, << |w*2z*|<e treten noch hinzu 


. es 
w =(c,c)*¢ ©? w-!, 


2 =qe?z-1, g>0, #8 und ¢ reell. 


Die Automorphismengruppe eines Reinhardtschen Kérpers der Art 
A2 aus M1 ist somit immer eine (reell) dreigliedrige lineare Gruppe. 


























Funktionen mehrerer Veranderlichen. 


§ 6. 
Die Automorphismen Reinhardtscher Kérper mit partiell entarteter Metrik. 
Wiederum kénnen wir uns auf Regularititsbereiche beschranken. 
Dann handelt es sich um die Untersuchung folgender Bereiche: 
I. | w*2?| <e, 
II. |w*2? |< c, w+ 0 (baw. z + 0), 
Ill. 0 < |w*2|<e, 
IV. c, < | wt2?| <<, 
a und 6 ganz. Ferner diirfen wir annehmen, «-8 +0. Ist « oder B 
gleich Null, so ist der Kérper ein einachsig unbeschrinkter Zylinder- 
bereich (siehe § 4). a und # seien hinfort teilerfremd gewihlt. 
Grundlegend fiir die Auffindung der Automorphismen 
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w' = f (w, 2), 
z’ = g(w, z) 
der iibrigen Kérper ist Satz 5. Aus ihm folgt 
w= wes’? = p(u) = p(w*e’), 
wobei g(u) iiberall im Kérper regular ist. 
u’ = ¢(u) 
bewirkt eine eineindeutige, analytische Abbildung der jeweils durch die 
Karper I bis IV bestimmten Bereiche der u-Ebene (Kreise, punktierte Kreise, 
Kreisringe). Im Falle der Koérper I stellt « = 0 das Paar der Ebenen 
w= 0, z= 0 dar, wahrend u = u, + 0 stets eine analytische Flache ist. 
Folglich gilt fiir die Kérper I 
y (0) = 0, 
yp (u) = e*u. 
Die Automorphismen der Kérper 1, die keine einachsig unbeschriinkten 
Zylinderbereiche sind, sind achsentreu. 
Gleiches gilt fiir die Kérper II mit Ausnahme von 
|\w*zj|<c, w+ 0, 
l\wee|<e, z2+0. 
Die Kérper (1) sind aber eineindeutig und analytisch auf einachsig un- 
beschrinkte Zylinderbereiche (§ 4) durch 
w= w w = we 


A bzw. - 
2’ = wz eo =s 


(1) 


abbildbar. Wir kénnen also im folgenden |f| > 1 (bzw. |«| > 1) voraus- 
setzen. Bei den noch verbleibenden Kérpern II kénnen wir in einer vollen 
Umgebung U (u,) einer im Innern verlaufenden Flaiche w*z*? = u, + 0 
ausgezeichnete Parameter u,t stets so einfiihren, daB 


30* 












456 H. Behnke u. E. Peschl. 


1. eine eineindeutige und analytische Beziehung zwischen w, z einer- 
seits und u,?¢ andererseits besteht, 

2. die Flichen u = const (¢ beliebig komplex) unsere ausgezeichneten 
analytischen Flichen w*z*? = const sind, 

3. ¢ = 0 und t = o@ die Randpunkte von u = const liefern. 

Eine solche ausgezeichnete Parameterdarstellung ist 


w= t—F, 
z= uilb{e, 
worin wu"? einen der Zweige des analytischen Gebildes u'/*? bedeutet und u 
demgema8 auf eine geniigend kleine Umgebung U (u,) und u, beschrinkt ist. 
Jedes andere Paar u*, ¢* ausgezeichneter Parameter fiir U(u,) hangt 
mit u,¢ durch folgende Gleichungen zusammen: 
u= x(u*), 
t= yp(u*)t* oder t= p(u*)t*-'. 
Durch die zu x(u*) inverse Funktion *(u) wird U(u,) eineindeutig 
auf U* (us) abgebildet, ferner ist y(u*) + 0 in U* (uf). 
Daraus folgt weiter 
w= p(u*)-Pt*—? oder wp(u*)—?t*?, 
2 == «(u*)'? w(u*)<t*< oder x(u*)? p(u*)*t*—¢ 
im Bereich, in dem u*, ¢* ausgezeichnete Parameter sind. 
Wiirde nun durch den Automorphismus A die Flache u = u, auf 
u’ = 0 abgebildet, so ware 


wi = f(t, wiles), 

2’ = g(t—?, wi? t¢) 
eine ausgezeichnete Parameterdarstellung in einer Umgebung U’(0) von 
u’ = 0. Folglich ware fir alle ¢ und u aus U(u,), u + u,, 
2) w’ = f(t-#, ui? t*) = p(u)-Ft-8, 
‘ 2 = g(t-?, wil? t*) = x (u)? p(u)* t 
(oder den entsprechenden Ausdriicken rechts nach Ersetzung von ¢ durch t~'). 

Also ist y(u)~? im Punkte u, regulir. Weiter ist w(u,) + 0, da 

f(t-?, ult) fiir ¢ + 0 regulir und +0. Folglich ist auch x(u)'/? in 
ganz U(u,) regular und da g(t~*, ull? «) = 0, so ist x(u,) = 0. Da wegen 
der eineindeutigen Abbildung u’ = x (u), x’(u,) + 0, und ferner |f| > 1, 
so haben wir damit einen Widerspruch. Jeder Automorphismus der Kérper II 
mit |B| > 1 ist achsentreu. Also sind alle Automorphismen der Kérper I, 
a-f + 0, und der Korper Il, |B| > 1 (bzw. |a| > 1) zugleich Automor- 
phismen der entsprechenden Kérper III. 








a 
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Fiir die Kérper III und IV liefern nun die Transformationen 
T: dl wi o> 
2’ = wi 2’, 
wo auch y,é ganze Zahlen und «6 — By = 1, eine eineindeutige und 
analytische Abbildung auf die einachsig unbeschrinkten Zylinderbereiche 
B,:0< |w’'|<c, 2+0, 
" Byie, << |w’| <e, 2 +0. 

Aus den Automorphismen S der Zylinderbereiche B, (bzw. B,) ergeben 
sich nun die Automorphismen A der Kérper III (bzw. IV) als Transfor- 
mationen 7J~'ST. Diese Transformationen A sind von der Struktur: 
(3) w =e!" M, (w, z) F-?(u), 

2’ = ef M, (w, z) F«(u). 
u = w*z?, F(u) eine beliebige, fir 0<|u|<e (bzw. c, << |u| <c,) 
reguldre, nicht verschwindende Funktion. 

Bei den K6rpern III ist 

M,=w 
M, =2 cans \ w- 247 z-Pr—e9, 

Bei den Kérpern IV gilt ahnliches. 

Welche dieser Transformationen bilden nun zugleich auch Automor- 
phismen der Kérper I und II? 

Bei den Automorphismen der Kérper I ist der Nullpunkt innerer 
Fixpunkt. In ibm kann die Funktionaldeterminante nicht verschwinden. 
So folgt aus (3), daB nur die im folgenden Satze angegebenen Trans- 
formationen Automorphismen sein kénnen. 

Satz 12: Die sémilichen Automorphismen eines Kérpers | w*z?| <e¢ 
mit a-B + 0 sind 

w’ =e? wF (u)-’, 


(4) 2’ a e” z-F (u)*, 

F(u) eine beliebige, regulire Funktion, die fiir |u| <¢ nicht verschwindet. 
Im Falle « = B = 1 sind diese Transformationen noch zusammenzusetzen 
mat 


bzw 


we? + By 2270, 


w’ =2, 
2 = w. 
Da& jede dieser Transformationen tatsichlich den Kérper I eineindeutig 
auf sich abbildet, ergibt sich unmittelbar durch Auflésung. 
Fiir die Kérper II folgt jetzt ebenso: 
Satz 13: Die Transformationen (4) und nur diese sind die achsen- 
treuen Automorphismen der Kérper 
|\w2?|<c, w+ 0 (bzw. z + 0). 
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Andere Automorphismen weisen die Kérper nicht auf, es sei denn « 
oder 8B = 0 oder +1. In den Ausnahmefillen sind die Kérper einein- 
deutige Bilder einachsig unbeschrinkter Zylinderbereiche. 

Der 2. Teil des Satzes war zu Beginn dieses Abschnittes bewiesen. 
Der 1. Teil des Satzes folgt aus (3), denn die punktierte Ebene z = 0 
(bzw. w = 0) muB in sich tibergefiihrt werden. Man beachte dabei aber, 
daB es nicht von vornherein ausgeschlossen war, daB F(u) fir u = 0 
singular ist. 


§ 7, 
Eindeutigkeitssatz in unbeschrinkten Reinhardtschen Kérpern. 
Satz 14: ® sei ein Bereich, in dem 2 Monome w*2 und wz? be- 
schriinkt sind. «, B, y, 6 seien nichtnegative ganze Zahlen und «6 — By + 0. 
T sei eine Transformation, die B auf einen in seinem Innern liegenden 
Bereich abbildet und dabei einen Punkt P aus 8, der auf einer der beiden 


: “ Dann 


Achsen liegt, fest lapt. In P sei die Funktionalmatri von T ( a 


ist T die identische Transformation. 

Falls 8 beschrinkt ist, handelt es sich — auch noch ohne die Vor- 
aussetzung iiber die Monome — um einen Spezialfall des Cartanschen Ein- 
deutigkeitssatzes. Satz 14 ist also nur noch fiir unbeschrinkte Kérper 
zu beweisen. 

Zum Beweise kénnen wir unbeschadet der Allgemeinheit annehmen, 
da8 P der Punkt (1,0) ist. Dann fiihren wir ein: 

w* —=w—l, 
g° = 8. 
Die beiden 7 definierenden Funktionen entwickeln wir nach Potenzen von z*: 
fw*® = w* + Q(w*)2*%+..., 
{ 24 = 2% + R(w*)2*1+..., 
Q(w*), R(w*) = 0. 
Fiir die Iterierten 7 von T gilt dann: 
w*™ — w* + n Q (w*) z* 2 + — 
2) — 2* + R(w*)z*%+.... 
Da nach Voraussetzung | w’*2z'? | = |(w* + 1)*z*#| beschriinkt ist, gilt 
gleiches fiir | (w*™ + 1)*z*™?|. Nun ist 
(w* ™ +- 1)*z*OP — {(w* + 1) + nQ(w*) 2% +...) (2* + nR(w*)2*% +...|}? 
= {(w* + 1)* + na(w* + 1)*—-' Q(w*) z* + héhere Glieder in 2*} - 
{z*? + nB R(w*)z*.+?-14 héhere Glieder in 2*} 
= (w* + 1)2*? + ma(w* + 1) 2Q(w8) 2% +P + mB(w® + 1)" R(w*) 2 + P1 











<a 





= wee ee er eee 
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+ Glieder, die z* in héherer als p-ter Ordnung enthalten, 
p = Min (a,, 6, —1) +8. 
Andererseits ist 
(w* 4 1)e2%o08 — F, (w*, 2%) = (wt + 1)e2*? + Se (wt) 2742 
+ SY (w*) 2%? +2 +.,.., 


aa 
j e fF D9 RB w*, c* ef") dd. 


1 
si” (w*) 2*? + l a = 


Da die |F,,(w*, 2*)| im Bereiche 8 gleichmaBig beschrinkt sind, gilt dies 
auch fiir | S{" (w*) 2***"| und ebenso fiir | V{" (w*)2*’*"|, wo Vi" (w*) der 


S{ (w*) entsprechende Ausdruck in bezug auf das Monom w” 2’ ist. 
Wir behaupten 
Q(w*) = R(w*) =0, 
woraus dann unmittelbar die Behauptung von Satz 14 folgt. 


1. Fall: 
a, <6,—1. 
Es ist 


gh te ge (w*) ee na (w* r 1)* - 12 (w*) grt a, : 
folglich wegen der Beschranktheit Q(w*)=0 und ebenso R(w*) = 0. 
2. Fall: 


a,>6,-—1. 
Hier folgt zuerst R(w*)=0 und dann Q(w*) =0. 
3. Fall: 
a, = b, —1, 
Jetzt ist 


SS (wt) = n(w* + 1)*~* (@Q (w*) + B(w* + 1) R(w%), 
Vi) (wt) = n(w* + 1)’ * (yQ (we) + 6 (w* + 1) R(w*)). 


- + 0, folgt wieder die Behauptung. 


Da 
Y 








§ 8. 


Automorphismen der eigentlichen Reinhardtschen Kérper der Klasse M 3, 
Der folgende Satz gibt uns nun die Méglichkeit, mit Hilfe von Satz 14 


die Automorphismen eigentlicher Kérper M 3 zu bestimmen. 


Satz 15: Ist B ein unbeschrinkter, eigentlicher Reinhardtscher Kérper 
M 3, so muf bei jedem Automorphismus mindestens w= 0 oder z= 0 


wieder auf eine solche Achse abgebildet werden. 
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Es ist nur nétig, den Beweis fiir den Fall zu erbringen, da8 % ein 
Regularitatsbereich ist. Sicher liegen dann die endlichen Punkte einer 
Achse — etwa w=0 — im Innern von 8. Der Automorphismus A 
von % sei: 

w* = f{(w, z), 

z* = g(w, z). 
Dann ist /*g* und f’g’ auf der ganzen endlichen Ebene w = 0 analytisch 
und beschrinkt, also konstant. Daraus wiirde folgen, daB f und g dort 
konstant wiren, falls nicht f oder y auf der ganzen Ebene verschwindet. 
Das letztere ist aber die Aussage des Satzes. 

Damit ist zugleich die Verallgemeinerung eines wichtigen Satzes von P. Thullen 
bewiesen: Existiert im eigentlichen Reinhardtschen Kérper 8 mit dem Mittelpunkt 
0(0,0) ein P + O, das sich durch einen Automorphismus in O itiberfiihren la8t, so 
gibt es entweder auf der Ebene z = 0 oder w = 0 mindestens einen Punkt Q +0 
mit gleicher Eigenschaft. In der Tat! Es ist nur nétig, diese Aussage fiir Regu- 
laritatsbereiche nachzuweisen. In den Bereichen M, und M, ist sie giiltig (siehe 
§5 und §6), in den Bereichen M, folgt sie aus dem soeben bewiesenen Satze. 
Fiir die tibrigen Bereiche — sie sind alle beschrankt — ist es die Aussage von 
Thullen. 

Satz 16: Die eigentlichen Reinhardtschen Kérper M 3 lassen keine 
anderen nullpunktstreuen Automorphismen als Reinhardtsche Drehungen zu. 

Fiir die Kérper M 2 galt dieser Satz noch nicht (siehe § 6), wahrend 
er fiir die beschrinkten Reinhardtschen Kérper, wie bekannt, giiltig ist'’). 
Ist nun der Kérper M3 unbeschrinkt, so enthilt seine Hiille alle endlichen 
Punkte von mindestens einer der beiden Achsen — etwa w= 0. Dann 
kann auf Grund von Satz 15 w = 0 nur auf sich selbst oder unter Um- 
stinden auf z = 0 abgebildet werden. Es werde durch den Automorphis- 
mus A w = 0 auf sich abgebildet. (Im andern Falle gelten entsprechende 
Uberlegungen.) Dann ist also 

w’ =aw+..., 


2 =bw+ez+.... 
Wir kénnen annehmen, da8 ampl (=) = 0 ist, weil dies nétigenfalls 


durch Ubergang von A zu A 7,(#) erreichbar ist. 
Mit A bilden auch die iterierten Transformationen A* Automorphismen 
der Kérper. Es gilt fiir A” 
w’ = f,(w,z) = a"*w+..., 


, 


2’ = g,(w, z) = [ber 5 (S)} worst... 


15) Siehe P. Thullen, Die Invarianz des Mittelpunktes von Kreiskérpern, Math. 
Annalen 104 (1931), S. 249. 




















Funktionen mehrerer Veranderlichen. 461 


Da fig, und figs, ad —By =1 (iiber die ganzen Zahlen «a, f, y, 4 
siehe Hilfssatz S. 443), im K6rper regulire und beschrinkte Funktionen 
sind, weisen sie konvergente Teilfolgen auf. Andererseits ist 
fog, = (a* 8)" we 2? + ae {be és) wetP4 ..., 
0 


c 


Hieraus folgt |a*c’|< 1. Da Entsprechendes fiir A-* gilt, fol 
\a*c”| = 1. Ebenso schlieBen wir aus der Beschrinktheit von f% 9: 
javyc’| = 1, also: |a| =|c|= 1. AuBerdem folgt: 


bs (=)’| und damit |n-b| beschrinkt fiir alle n, also b = 0. 
0 





Jetzt ergibt sich aus dem Eindeutigkeitssatz die Behauptung von 
Satz 16. 

Folgerung: Die eimzigen Automorphismen eines eigentlichen Kérpers 
M3, bei dem auf beiden Achsen die inneren Punkte unbeschrinkt sind, 
sind die definierenden Transformationen T (8, p) (eventuell unter Hinzu- 
nahme von w' = az, 2 = a~'w). 

Es bleibt also jetzt noch iibrig, die nichtmittelpunktstreuen Auto- 
morphismen derjenigen eigentlichen Reinhardtschen Regularititsbereiche 
M, zu bestimmen, bei denen nicht auf beiden Achsen zugleich die inneren 
Punkte unbeschrinkt sind. Von einer Achse (im folgenden als w = 0 
angenommen) miissen alle endlichen Punkte im eigentlichen Reinhardtschen 
Regularitatsbereich liegen, da er sonst beschriankt ware. Uber diese Kérper 
sagt aus 

Satz 17: Ein eigentlicher Reinhardtscher Kérper M 3, der lie endlichen 
Punkte von w = 0 alle enthdlt, lapt auBer den Reinhardtschen Drehungen 
keine Automorphismen zu, es sei denn ein Kérper 

|\w|sae—?l#?, a, b> 0. 
Ein solcher Kérper weist als Automorphismen auf (nach der Normierung 
e=b=1 
' w’ = w-e—PGz+P gi¢ 
z’ = e%(z+ 8). B beliebig komplex, 6 und ¢ reell. 

Zum Beweise kénnen wir annehmen, daB der Kérper ein Regularitats- 
bereich ist, der auf z = 0 nur Punkte mit |w| <1 enthbilt. 

Ist A nun ein Automorphismus des Kérpers, so bildet er nach 
Satz 15 die endlichen Punkte von w = 0 unter sich ab. Deshalb ist 

B = AT,,(8) A- 
ein Automorphismus, der w = 0 punktweise festlaBt; also nach Satz 16 
B = T,,(8,(8)). Daraus folgt, daB die Transformation A die Form hat: 
w’ = wf(z), 
2 = 9(2). 
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Weil die endlichen Punkte auf w = 0 unter sich abgebildet werden, ist 
g(z) = az +8. 
Nunmehr bilden wir die Automorphismen mit beliebigen reellen y und @ 
B(d, y) = T.(— 9) 4-*T,(— 9) AT, (9) T,(¢). 
Sie haben die Entwicklung 
w = wf*(z; 0, 9), 


2 =2+ Bie — lje~*9. 


Da zu vorgegebenem komplexen y, |y| < 2 \£ , immer @, ¢ so gefunden 





werden kénnen, dab 
P(e — ew =y, 
so gibt es (wie man durch Wiederholung dieses Verfahrens feststellt) in 
der Gruppe der Automorphismen zu vorgegebenem komplexen y immer 
Transformationen mit der Entwicklung 
C w’ = wf, (2), 
zZ=z+y. 
Nun ist unser Reinhardtscher Kérper als Regularitatsbereich ein 
vollkommener Kérper. Er la8t sich ausdriicken durch 
|w| < R(\z)), 
wo R(\z|) <1 fiir alle z. Wegen des Automorphismus C muB gelten 
| wha (2)| < R(\g(2))), 
(1) | 4, (2)| R(\z|) = R(jz+y)) 
A log R(\z|) = A log R(\z + y}) 


Q(|z|) = 4 log R(\z)) 


Q(\z|) = Q(jz+ 7) 
fiir beliebige komplexe y und damit 


Q (ly |) = 2 (0). 


Fiihren wir ®(x) = log R(x) ein, so kénnen wir schreiben: 


0” +. —Q(0). 


oder wenn 


gesetzt wird, 


Die allgemeinste Lésung ist 

R(z) = e*@ = d,eh™ ats, 
Da 0< R(x) <1 fiir alle endlichen z, so ist d, = 0 und d, = —k=<0. 
d, = 0 fiihrt auf den einachsigen Zylinder und ist daber auch auszu- 
schlieBen, Es verbleibt nur 


R(x) = de-**, d,k>0. 
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Wir haben nur noch die Automorphismen des Kérpers 
|w| <de-*le? 
zu untersuchen und kénnen ohne Beschrinkung der Allgemeinheit an- 
nehmen, daB d= k= 1. Wir haben oben nachgewiesen, daB ein solcher 
Automorphismus die Form hat 
w’ = wf, (z), 
z“=azt+f. 
Wegen (1) gilt 
log | fy (z)| = log R(\az +A) —log Riz) =(1—|ap)|z 
— 28 (aB2) — [BP 
Die rechte Seite kann nur eine harmonische Funktion sein, wenn |«| = 1. 
Dann ist 7 
f(z) =e" P Ort Mey = (BY = Ba). 
Die Transformation ’ 
w’ = we-FastPey, 
z’ = ef? (2 + B) 
liefern nun tatsaichlich Automorphismen des Ausnahmekérpers, w. z. b. w. 


§ 9. 


Automorphismen der uneigentlichen Reinhardtschen Kérper 
der Klasse M 3. 

Es bleibt nun noch iibrig, die Automorphismen derjenigen Reinhardt- 
schen Regularitatsbereiche der Klasse M 3 zu bestimmen, die weder eigent- 
lich sind (§ 8), noch iiberhaupt keine Punkte auf den Achsen aufweisen 
(Satz 4). Besitzt ein auf einen beschrinkten Bereich nicht abbildbarer 
Reinhardtscher Regularitaétsbereich der Klasse M3 Punkte auf w = 0, 
aber auf keiner andern Achse (weil er uneigentlich ist), so enthilt er die 
Achse w = 0 bis auf isolierte Punkte (siehe Satz 4). Die isolierten Punkte 
kénnen aber nur z=0 und z= o sein. Da die Carathéodorysche 
Distanzfunktion eines solchen Kérpers dann und nur dann verschwindet, 
wenn beide Punkte auf dieser Ebene liegen, mu8 jeder Automorphismus 
die in z = 0 und z = o@ punktierte Ebene w = 0 (eineindeutig analytisch) 
auf sich abbilden. 

Wir beweisen zuerst den 

Hilfssatz 1: Besitzt ein Automorphismus A eines uneigenilichen 
Reinhardtschen Kérpers R der Klasse M3, der innere Punkte auf w = 0 
aufweist, diese alle als Fixpunkte, so ist A eine Drehung 

w=—we*, 2 =2, 

Es gilt sicher fiir die beiden in R beschrankten Monome w*2’ und 

wy 2, daB a, y > 0. Sind nun f# und 6 beide nicht positiv, so iiben wir 
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die in R eineindeutige Transformation w’ = w, 2’ = - aus. Das Bild von 
R sei K. SK _ ist wieder ein Reinhardtscher Regularitaétsbereich der 
Klasse M3 mit Punkten auf der Achse w = 0. In ihm gibt es ein und 
damit auch zwei voneinander ,,unabhimgige“ Monome mit nur positiven 
Exponenten, die beschrinkt sind. 

Wir beweisen jetzt den Hilfssatz fiir R und damit auch fiir R. A 
sei ein Automorphismus von S, der die in R gelegenen Punkte von 
w = 0 festlaBt. Dann gilt in bezug auf einen inneren Punkt (0, z,) 

w’ = f(w, z) =c,w+ wf, (w, z — 2), 
2 = g(w,z)= z +wfP,(w, z —z,); 
$,, B, Potenzreihen nach w und z um (0, z,). 

Mittels der Automorphismen A", n = +1, +2, ... schlieBen wir 

wie im Beweise von Satz 16 |c,|= 1. Auf 


A 


, 


w =e'w+ wf, (w, z—2z,), 
z= z +wP,(w, z— z,) 
wenden wir jetzt den Eindeutigkeitssatz (Satz 14) an; also gilt 
w=e*w, 
2 =z 
w. z. b. w. 
Wir zeigen jetzt 
Satz 18: Jeder Automorphismus S von & hat die Form: 
w’ = w-f (2), 
z’ =g(z) mit f(z) = 6-24, d ganzzahlig, 
a 
g(z) = a-z oder ~—. 
Ist g(z) =z, so ist S bereits die Identitét oder eine triviale Drehung. 
Der zweite Teil von Satz 18 ist schon bewiesen. Zum Beweise des 
ersten Teiles bilden wir mittels 


Ts 


S 


w =we’, 
3 =z 
die Transformation: 
U = T 5S-: T;S8; 

durch sie wird jeder Punkt der Achse w = 0 festgehalten, also ist U nach 
dem Hilfssatze eine Drehung: 

U = Ty (90 
Nach bekannter SchluBweise"*) folgt jetzt, daB S von der Form ist: 

w' = w-f (2), 

2’ = g(z). 

16) Siehe H. Behnke, Die Abbildungen der Kreiskérper, Abh. Math. Sem. Ham- 

burg. Univ. 7 (1929) und H. Cartan, 1. c. S. 2. 
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In unserm Falle ist zudem z’ = g(z) ein Automorphismus der in z = 0 
und o punktierten analytischen Ebene w = 0, daher g(z) = a-z oder = < ‘ 

Aus dieser Form folgt die Stetigkeit der Abbildung S auf dem Rand 
fiir jedes endliche z + 0. 

Ist |w| = R(\z\) der Rand von &, so folgt fiir 

g(z)=a-z: (1) R(\z2\)-|f(2)| = R(\a-2)) 
baw. g(z)=<: (2) Ri(\z\)-|#(2)| = R(|<1), 
in jedem Falle ist also |f(z)| eine Funktion von |z| allein, daher: 
f(z) =6- 24, 

worin d wegen der Eindeutigkeit in R ganzzahlig ist. 

Mittels Reinhardtscher Drehungen normieren wir jeden Automorphismus 








w’ = b-w-zt, 
z=a-2z oder -, 
so daB a, 6 positiv sind. Alle normierten Automorphismen bilden dann 
wieder eine Gruppe. 
Sofort folgt der 
Hilfssatz 2: Die Gruppe der normierien Automorphismen von K ist 
isomorph zur Gruppe der dabei auftretenden Automorphismen 
2’ =g(z) der Ebene w = 0. 
In der Tat: Fiir die Automorphismen: 


w’ = w-f, (2) w’ = w-f, (2) 
' #=g(s) * #=glze) ' 
ist 
f, 75+ a = w-f,(2), 
s =z, 
T, T;>* also eine Drehung w’ = w-e'”, z’ = z und wegen der Normierung 


die Identitét, d. h. T, = T,. 

Satz 19: Kein uneigentlicher Reinhardtscher Kérper der Klasse M 3, 
der die Achse w = 0 ganz bis auf isolierte Punkte enthiilt, gestattet eine 
zusammenhingende kontinuierliche Automorphismengruppe, abgesehen von der 
Gruppe der Reinhardtschen Drehungen, m. a. W.: Die Gruppe der normierten 
Automorphismen eines solchen Reinhardtschen Kérpers ist immer (eigentlich) 
diskontinuterlich. 

Beweis: Gabe es namlich eine eingliedrige kontinuierliche Unter- 
gruppe, die nicht nur Reinhardtsche Drehungen enthielte, so wiire auch 
nach dem eben bewiesenen Hilfssatz 2 die Gruppe der dabei auftretenden 
normierten Automorphismen der Achse kontinuierlich und (reell) eingliedrig. 
Also: 
ez, —ao<t< o. 
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Wir haben dann: 
w = wh(t)z4 d ganz rational, 
PW) =¢éz b positiv 
und 
n(n—1) 
[™ w =wbe 2? ‘gna, 
2 = ez, 
Somit gilt: 
n@—l),., 
R(\z|)-b"e 2 -|z[""¢ = R(e**|2/) 
oder fiir |z| = 1: 


n(n—1) 
R(l)-b*e ® “= Re") und R(1)b = R(e). 
Eliminieren wir 6 und schreiben: log R(e') = p(t), log R(1) = y, so 
erhalten wir: 


(1) gt) =ng+a*@=1_(n—1)y, n=1,2,... 


Wir haben unsern Satz bewiesen, wenn wir gezeigt haben, daB diese 
Funktionalgleichungen keine stetige Lisung p(t) gestatten. 


Setzen wir t = =, so erhalten wir: 


r 1 afi 1 

(5) = 5 9Ot+5(5—1e—(5 19 
v= ml’ eingesetzt, ergibt schlieBlich unter Benutzung von (1) die Be- 
ziehung: 


/ , m 
@ = oF") =FeOt+eag-F(F-1He+r(1-F). 
Sei ¢’ fest und ungleich Null, » irrational und = — uw; bei einer stetigen 
bk 


Lésung g(t) wire o(=*e) + p(ut’), wahrend die rechten Seiten in (2) 


keinen Grenzwert hitten, solange d + 0 ist. Fiir d = 0 aber liefert (2) 
lediglich als stetige Lésung: g(u) = u-p(1)+y(l1—y). Sie fiihrt zum 
Kérper |w|<c|z\*, der nicht zur Klasse M 3 gehért. Damit ist der 
Satz bewiesen. 
Bestimmen wir jetzt noch die mégliche diskontinuierliche Gruppe! 
Fiir einen normierten Automorphismus der Form: 
w’ = bwzt, 


eo = = 
z 


ist: 


8} "i , und daher S?} = Z£, Bh =c-*,e¢>0. 


w’ = wet 
z 
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Unter Benutzung von Hilfssatz 2 erkennen wir: 
Die Gruppe der normierten Automorphismen ist, wenn nicht allein 
aus der Identitaét oder aus EZ, S, bestehend: 

1. Die unendliche zyklische Gruppe 6.., welche durch 


’ = bwet, : se 
T y pir * d ganz rational, + 0, a, b positive Konstanten, 


erzeugt wird, oder 
2. die durch 


w = bw", 
2 =az 


T und S, , 
S$ = 
erzeugte Gruppe G%.. 
Weil fiir 
w’ =b-w-z, 


T 
o 2=a-2z 


und 7, 


d(d—1) 
mit at’= A, b¢a * =B die Beziehung T, = T¢ besteht, so ist G.. 
mit einem d +1 eine Untergruppe von ©... mit d= 1 bei geeigneter 
Wahl der Konstanten a und b. 

SchlieBlich muB noch (fiir d = 1, wie auch iibrigens fiir jedes d > 0) 
a <1 sein, da a = 1 die Identitét ergibt und fiir a > 1, wie man aus 

n(n—1) 
T™ w=—w-b*2*a * , 
gs = a*s 

ersieht, bei festem w,, z, die Beziehungen bestehen: 

lim |w’|= lim |2|=o, lim |w’|=o, lim |2| =9. 

n> + n-> +c n-> — co rt—_— 

Dann wiirde aber, da der Kérper die w-Achse nicht enthilt, ® der 
offene Raum mit z + 0 sein. Also a < 1. 

So haben wir bewiesen 

Satz 20: Die Gruppe © der normierten Automorphismen eines be- 
liebigen wuneigentlichen Reinhardtschen Kérpers der Klasse M 3, der die 
Achse w = 0 (bis auf isolierte Punkte) ganz enthilt, ist eine Untergruppe 
der (eigentlich) diskontinuierlichen unendlichen Gruppe G%, welche durch 

d 
wo =c ? w-2t, 


w’ = b-w-z, aaa: 


T 
° 2 =a-z 2 


c 
z 


mit a, b, ec >0: a<1, erzeugt wird. 
(Die Gruppe aller Automorphismen von & wird durch © und die 
Reinhardtschen Drehungen erzeugt.) 
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Welches sind nun alle Kérper, welche die durch T, und S, erzeugte 
Gruppe oder eine threr Untergruppen gestatten? 

Da S} — E£ ist, haben die zu S, gehérigen K6rper lediglich eine gewisse Symmetrie, 
sind aber sonst ganzlich willkirlich und uninteressant. Gestattet ein Koérper die 
von 7’, erzeugte unendliche zyklische Gruppe ©. und ist sein Rand iiberall zweimal 
differentiierbar, so erhalten wir nach einem von P. Thullen zum ersten Male an- 

ay 
gewandten Verfahren'’) fiir log R (e*) — g(x) die Differentialgleichung: ot =y, 
oder g(x) = az*+f2+~y¥, d. h. den Kérper: 
jw) = e* Moe lel? . 12)? .¢ = ef l*), dabei « < 0, f reell, ¢ > 0. 


Seine normierte Automorphismengruppe wird erzeugt von: 


: b 1 1 (++) 
w' = b-w-z — gala! 
wa +A °‘e=e", t=e*™* - 
2’ —a-2, 
und 
wc *.wz, a(2 -p) 
wT 5) a 
S ., c e¢=e¢ ° 
z2=—=— 
2’ 


Um alle Reinhardtschen Regularitétsbereiche zu konstruieren, welche die 
Transformation 7, oder 7'¢ (d ganz rational) und damit auch die von 7, bzw. T?@ 
erzeugte unendliche zyklische Gruppe gestatten, waiblen wir in der w, ¢-Ebene 
einen beliebigen Punkt P, auf der Kurve 

o=a-F+Bl0+y= e(l); a<0. 

P, sei der durch 7, (bzw. T(') erzeugte Bildpunkt von P,. Wir ziehen durch 
P, und P, Parallelen ¢ = Cp,» t= SP, und schlieBen den von ihnen begrenzten 
Streifen in der Richtung der positiven « durch eine in dieser Richtung konvexe 
Kurve € ab, welche P, und P, verbindet und ganz innerhalb des (abgeschlossenen) 
Dreiecks verbleibt, welches von der Sehne P, P, und den beiden Tangenten in P, 
und P, an die Kurve » = @(¢) gebildet wird. Der von den beiden Parallelen 
und dieser sonst willkiirlichen konvexen Kurve € begrenzte konvexe Bereich ist die 
Projektion eines Reinhardtschen Regularitétsbereiches, den wir auch noch durch 
Achsenpunkte w = 0 soweit als méglich erginzen wollen. Aus dem so entstehenden 
Bereich D erzeugen nun 7, (bzw. 7;') und deren positive und negative Potenzen 
durch Aneinanderfiigung der Bilder einen gesamten Bereich %, der 

1. ein uneigentlicher Reinhardtscher Regularitatsbereich der Klasse M 3 ist 
und die Achse w = 0 ganz bis auf die isolierten Punkte z — 0, oc auf ihr enthalt, 

2. die unendliche zyklische Gruppe normierter Automorphismen, welche von 
T, baw. T2 erzeugt wird, gestattet, und fir den 

3. D Diskontinuitétsbereich dieser Gruppe von zu ihm gehérigen Automor- 
phismen ist. 

Aus dem Konstruktionsverfahren ersehen wir zugleich, daB wir so a/le Kérper 
der verlangten Art gewonnen haben. 


7) P. Thullen, Die Invarianz des Mittelpunktes von Kreiskérpern, Math. An- 
nalen 104 (1931). 


(Eingegangen am 2. 6. 1935.) 














Neue Integraldarstellungen aus der Theorie 
der Whittakerschen und Hankelschen Funktionen. 
Von 


C. 8. Meijer in Groningen (Niederlande). 





Einleitung. 


Es bezeichnen H‘? (z) und H® (z) die beiden Hankelschen Funktionen. 
Es sei ferner W, ,,(z) die Whittakersche Funktion') und 


ates sca tiet Hi, --ahe@ 
die verallgemeinerte hypergeometrische Funktion*). Weiter setze ich noch, 
wie iiblich, 

K, (z) = }axie® A eet , 

Das Ziel der vorliegenden Abhandlung ist fiir die Whittakersche 
Funktion, fiir gewisse Produkte von Whittakerschen Funktionen und ge- 
wisse Produkte von Hankelschen Funktionen neue Integraldarstellungen 
abzuleiten*). Ich werde zunichst (in §1) die zwei folgenden Sitze beweisen. 





1) Ist jargz| << 2 und 4 +k—m +0, — 1, — 2,..., so wird die Funktion 
W,. ,, (2) von Herrn Whittaker definiert durch die Integraldarstellung 


+ (o+) 
. 1 1 <a we —4—k+ ft —htktm 
W, (2) = —seyT(stt—me ‘¢ | e ‘(- t) : "(1+2) dt 


x 


(der Punkt ¢ = —z liegt auBerhalb des Integrationsweges). Ist } +k—m= 
0,— 1, —2,..., so kann Wy m (2) durch Grenziibergang definiert werden. Fiir 
larg <| = kann man W, ,,(z) durch analytische Fortsetzung definieren. Man 
vgl. Whittaker and Watson, [17], chapter XVI; siehe auch Meijer, [9]. (Die Zahlen 
zwischen eckigen Klammern beziehen sich auf das Literaturverzeichnis am Ende 
der vorliegenden Arbeit). 

2) Die Bezeichnung bedeutet folgendes: Es ist z. B. 


a-b a(a-+1)-6(6+ 1) 
oF, (a, b; ¢; »=1+7- = z+ T-2-ele +) @ 


a(a+ 1) 
c*tT.3.bO+1)-ee+l)* 
-F, (a, b; c; z) ist daher die oo hypergeometrische Funktion. Man vgl. 
iene Bailey, [2). 
3) Verwandte Integralformeln kommen vor in meinen Arbeiten [9], [10], [11] 
und {12}. 
Mathematische Annalen. 112. 31 





und 





a 
FP, (a; b,e;z) = 1+ Tb. 
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Satz l. Es sei ngs > 3, 
z+0, —4"” < argz < 32, 
7,40, —1,—3,...(j = 1,...,.8—32), 
o,+ 0, —1, —2,...(j =1,...,"+4+ }), 
a;—a, nicht ganz (j= 1,....n+1:h=1,....n +1579 +A). 


Behauptung’): 
n+1 
a I I'(a;—a,) 
~ j=1 
(1) jh 2th 





n—2 
h=1 P(l—a,) JJ r(r;—4,) 
j=1 
X nF, (@,, 1+4,—7,, +9 L+Q, — Ta-23 
1 + a —@,, .°., 1+ a, —Gny,; 2°) 
n+l 
22*t? JT I’ (a;) 


a as 





n—2 
ai D(x) P() [J Try) 
a+) j=t 


x j uv +P-1 KK, (220) n4 Fa (G,, «+5 Gnas Ts + +2 Ma—a, @, B; v*) dr. 


Hierin sind a und B beliebige Zahlen mit « + 0, —1, —2,... und 
B + 0, —1, —2,.... 
Ein Spezialfall von Satz 1 ist 
Satz 2. Die Funktionen W,, »,(z), We, m(z) W—x, m(z) und K, (z) K, (2) 
besitzen die folgenden Integraldarstellungen 
dtl r(hp ktm r(b+k—m) 


Ss t..0--= +1 KK, 4 (20 
(2) M2, = (¢) ni 2**?—9 F(a) F(B) Je me 





x ,F,(4 + 444+ bm, 3+4k+4m,4+4k—4m, 
i-+4k— 4m; }, a, B; v*) dv, 


1+) 


4 . , ( 
eta te-F 1 (5 +k +m) P(5+k—m) { v+-1 KK, _ 4 (20) 


ni 2°*+?—* P(x) '(B) 
x Fs(§+ 44+ 4m, 5+ 4k+ bm, 3+ 4k — hm, 


t+ 4k— 4m; 3, a, B; v*)dv, 


(3) Wy, m(z) = — 





(4) We, m (2) Wee, m (2) 

_ wte+aer(y—k4m)(}—k—m) 
mi 2**?—1 F(a) (8) 

x Fs (4 a k +m, 4 —k—m, 5 — k, 1 — k; l — 2k, a, B; v*) da, 


*) Die Zahlen r, kommen nicht vor, wenn n = 2 ist. 
5) Ein leeres Produkt wird gleich 1 gesetzt. Der Stern bedeutet, daB die 
Zabl 1+ 4,—a, in der Reihe 1+a,—a,...,1+4+a,—a,,, nicht vorkommt. 


1+) 


| u*+?—1 K,_3(zv) 





1’ 














) 


v) 
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(1+) 
+ ot +8 —1 
(5) K, (2) Ky (2) = a — | te Koen) 
I(x) I’(B) cos ( 5 x) cos (4: ) 2 
1+ l _— l—rtp l-— v— 
x FP; ( oth: 5 a = f. 5 Pp. +a, B; v*) dv, 


(1+) 


moeees [ v*t+P—1 K,,_3(2z0) 
21°(x) '(p) sin (“T* x) sin ("> * 2) ¢ 


i (v? — p2) 2 +P -2 


(6) K, (z) K, (z) = 





2+rtyp 2+v—pn 2—v+p 2—v—yL. 3 
tyes Fat, Loaf wae 


? 2 , 2 > 2 ’ 3% B; v*)d 





In diesen Beziehungen wird z+ 0 und |argz| < 42 vorausgesetut. Es 
wird ferner angenommen 


kim + —4, —j,—j,-. . (2), 
kim + —, —%, —j,. . .in(3), 
BAPE cies sass in (4)°), 


yvtuw++1,+3, +5,. . . (5), 
yi u+ +2,4+4,4+6,. . . in (6)’). 


ar sind beliebige Zahlen mit « +0, —1, —2,... und B + 0, —1, 
— 2,.. 


§1. 
Beweis der Siatze 1 und 2. 
Beweis von Satz 1. Ich betrachte zunichst die Funktion 


n+1 
r(a,) [J T(a;—a,) 


n+l j=1 





(7) ¥ (2) = 355 | eae yn ? 
rr IT P'(r;—4,) 
j=1 
X n—1F,(@,, 1 +, — 1,,...5 1+, — ta_9; 


1 +a, —a,, .*., 1 +@, — O,4,; — 2). 





6) Man erhalt noch eine andere Integraldarstellung fir W, (dW k, m (> 
wenn man in (4) k durch —k ersetzt. 

Die Funktion ,F; (4 —k+- | 4}—k—m, }—k, 1—k; 1—2k, x, 6; v*) hat 
auch einen Sinn, falls k = }, 1 ist; siehe die FuBnote zu Satz 6 meiner 














o geeee 
Arbeit [10]. 
7) Formel (6) gilt auch, falls « — + »v ist. In diesem Fall aber mu8 man 
vy? — yp? 4y 
sin ("Tt 2) sin (7 >" 2) awn s&h vs 
eo ee 2 
ersetzen. 
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Diese Funktion besitzt, wie ich friiher*) bewiesen habe, fiir — 1 < argz7< 2 
die Integraldarstellung 





n+l ir 
271) =: 
(8) W (2) = j=1 <—S u“*+?—1K,_4(2u) 
ait (x) E(B) J] Ter) ¢ 
jax} 
2\ 
x n+ Fa (Oy, +0 Guta Ty <0 Muay B; — Sz) du. 


Hierin ist + ein Punkt des Intervalles 

(9) Max (— $2, — $} a+ argz) < t < Min (} 2, $a + arg z) 

und « und # sind beliebige Zahlen mit R(«) > 0, R(f) > 0. 
Nun hat man’) fiir groBe Werte von |w| 


(10) K,(w) = O(e-*) 

und 

(11) n+ Fg (By, + > +9 On 423 ++ 09 %e_3 W) = Ol(| wh) 

(wo A nicht von w abhingig ist); fiir kleine Werte von |w| aber gilt '’) 
(12) K, (w) = O (log ||) 

und, falls » + 0 ist, 

(13) K,(w) = O(|w|-!%). 


Ist —}a<uw<argze<v<}a, R(a) > 0 und K(f) > 0, dann folgt 
aus (10), (11), (12) und (13) (ich setze u = zv) 


(a+) 
— 2+8 j v= +P—-1 K, (220) 
2 
Tet fF See Ser Tis eeey ios Pe v*)dv 
@+) 
= - | uc+P-1K,_ 5(2u) 
¢ ss? _ 
Xx a+ 1¥a(@,, «-« Qn+1; Tis eens Tna—2> a, B; x) du 
ir ip 


=| { - | Jus oa o(@y 


x n+ iF, (a,,+-.5 An + 1> T,> +e+9 Tu—2> a, B; )du. 
Hieraus und aus (8) und (9) geht hervor, daB die rechte Seite von (1) 
gleich W (ze7) — V(ze™ 7) ist. Aus (7) ergibt sich aber, daB auch die 





*) Meijer, [10], Satz 1. 

%) Far (10) vgi. man Watson, [16], S. 202; fir (11) Goursat, [7], S. 280. 

10) Watson, [16], S. 77, Formel (2), S. 78, Formel (6) und S. 80, Formeln (14) 
und (15). 
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linke Seite von (1) gleich (ze?) — (ze *) ist, so daB Formel (1) 
bewiesen ist fiir den Fall, daB R(«) und R(f) > O sind. Durch analytische 
Fortsetzung findet man, daB (1) gilt fiir alle Werte von « und f# mit 
a+0,—1, —2,... und B + 0, —1, —2,.... 

Beweis von Satz 2. Ist 2m nicht ganz, so gilt bekanntlich") 


z 1 
(14) We, m(2) = Qa ear 22"*2 F (}—k+m;1+2m; 2) 
z 1 
ea e?z” 2 F, (4 —k — m; 1 — 2m; 2). 


Weiter hat man**) 
(15) ,F, (a; 6; z) = e |F, (6 — a; 6; — 2) 
und 
(16) F,(a;B;—2)= ,F;(4a,ha+4;4,48+ 4,485 42) 
—FFi(da+ tbat]; 5 bb +148 +4; te). 
Aus (14) und (15) ergibt sich 


. P(—2m) 5 m+) — 
(17) W-»,2()= Fa sb—m*? iF, (4 —k+m;1+ 2m; — z) 


. (2m) <= —m 
+ Patet+ m=” 

und aus (14), (15) und (16) 

(18) Wi, m (2) = fi, m (2) — he, _—m (2), 


worin 


(19) fe, m(z) = 


1 
"? F,(4 —k—m; 1 — 2m; — 9, 


r(—2m)ei2”"* 
r'(4—k—m) 





1 
F(t + bk + 4m, B+ ER + Am; 
4, 1 +m, 4 +m; }2*) 


+ 


wie 


ra r(—2m—))e 3” 
r(—4—k—®m) 





Fs (3+ 4k + hm, 5+ bk+ 4m; 
3, ¢ +m, 1+ m; }2*). 
Nun ist '*) 
,F, (a; 6; z) x ,F, (a; 6; — z) = ,F, (a, b — a; b, 4b + 4, 46; }2*) 
und 
PF, (a; 6; z) x ,F,(a@- 6+1;2—6; —2) 
= F,(a— }6+}3,3b6-a+3;5—$6,40+4,4542) 


2a—b)(1—b : 
. Cee Fala + 1, }b—a +1;2—46, 4641, 3; } 2%). 


1t) Whittaker and Watson, [17], § 16. 41 und § 16. 1. 
12) Fir (15) vgl. man Watson, [16], S. 102; Formel (16) ist evident. 
18) Bailey, [1], S. 246. 
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Hieraus und aus (14) und (17) folgt') 
(20) Wi m (z) W_,, m (2) 
Pig r’ ,—2m)2'*?™ 
~ PR+k—m)P(4—k—m 
“ r (2 m)2'~?™ 
' P(4+k+m)(4—k+ m) 
I'(m) I'(—m):z 
2TG+HTQ—b 
I’ (m— }) P'(—m—})2? ‘s ; ‘ 
— ITHMOH F(l1—k,1+k; ¢—m,3+m,3; 12). 
Fiir die Funktion K,(z) gilt bekanntlich*’), falls » nicht ganz ist, 





) 23 (k—k+-m, + km; 1+2m,1+m, bm; fz) 


oF (4—k—m,}+k—m; 1—2m,1—m, }—m; }2’) 





¥3(4—k4+k; 1—m, 1+ m, 3; } 2") 








(21) K, (2) = =—— {3_, (2) — 3, (2)}. 


2 sin v2 


Ferner hat man '"*) 


1 z\te 
(22) 3,(z) 3.(2) = Til+»Tat+n) (3) 








. . 2 ae yes 
x FP, ( st, tt 1+%1+m1+7+y; 2). 


Aus (21) und (22) geht hervor, falls » und m nicht ganz sind, 
(23) K, (2) Ky (2) = 9s, u (2) + 9r,—u (2) + g—»,n (2) + 9-+,—u (2); 
wo 


r(—»r(—p rem 
(24) gy (2) =") (5) 


Y ‘ +r+un . 
x (t+ - s “31+ %1+u,1+r+p; 2). 
Setzt man nun die linke Seite von (1) zur Abkiirzung gleich 





@, (6,, .- +s Gata Tis +++s Tn—2; 2), 


dann ergibt sich aus (18) und (19) 


é z~ * 2 


W,. m (z) — 7 





\x 
x D(P+hk+ hm, 3+ 3k+4m,4+hk— 4m, 3+ 3k—4m; 4; 42) 


1) Ich benutze die Beziehungen 
ri) ra—t) = —*— und Va r(2t) = 22*-' T(t) P(t+ 4). 


sintz 





vai mi 
%) Watson, [16], 8.78. [3,(z) =e * J (ze*), wo J, (z) die gewohnliche 
Besselsche Funktion bezeichnet]. 
16) Watson, [16], S. 147, Formel (5). 
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zg *—lg?k+1 


Ww £ 
km (2) = \x 
x O(3+ hk+4m,5+hk+4m, 3+ hk—jmit+pk— jm; 5; $2); 
ebenso aus (20) 
. Se z\ek 
Wa.m (2) Wan (2) = —=(3) 
x (4 —k+m, }—k—m, }—k, 1—k; 1—2k; $2) 
und schlieBlich aus (23) und (24) 
K, (2) K,(2) = 4Ca2 uw lt+v—yp l—vty te seed 5 1. z) 





. 7; alll 2 t 
und ah 
, \x 2+eytpn 2+v—p 2—vt+n 2—v—yp. 3., 
K, (z) K, (2) a rt) ®, ( 2 ? 5) ’ 2 ’ 5) ’ >’ *), 





so daB Satz 2 sofort aus Satz 1 folgt*’). 


§ 2. 
Uber die Funktionen P*' (v) und S%' (wv); Hilfssiitze. 
Fiir die zugeordnete Legendresche Funktion erster Art P% (v) gilt 
bekanntlich, falls m + 1, 2, 3,... ist"), 


1 v+1)? tow 
= rey (HY) F(— 1 +05 1- m; 454), 
und, falls m + 0, +1, +2,... ist, 


—- r'(—m) ( 
~ Pi—m+n)r'(—m—n) 


(26) Py (v) = 


Ww 
v+1 2 
—" FP 
ry 











(27) Pi (v) (—n,1+n;1+m; 5) 


et ™ 7! Tim) r+ 1 f ; _l+v 
+ 7(—s=) Tas a) (5) F(—n,1 +051 —m;—5 ). 

In diesen beiden Beziehungen wird v + +1, —a Sc arg(v+l)ai2 

und — a < arg(v — 1) < 2 vorausgesetzt'*); in (27) gilt das obere oder 


das untere Zeichen, je nachdem 3(v) > 0 oder < 0 ist. 

\') Formel (2) gilt wegen (25) und Satz 1, falls k+ m+ —i, —3, —&, 
und 2m +0, +1, +2, ist. Durch Grenziibergang findet man aber, dab (2) 
auch noch gilt, falls 2 m ou ist. Analog bei (3), (4), (5) und (6). 

“) Siehe Barnes, [4], S. 102—103, und Hobson, [8], 8.451. F (a,b; ¢;2z) 
= ,F, (a,b; c;z) ist die gewéhnliche hypergeometrische Funktion. Ist m — 1, 2,3,..., 
so kann P™(v) durch Grenziibergang definiert werden. Man vgl. auch Barnes, [4], 
S. 111—112, und Hobson, (8}, S. 453. 

19) (4 ) (e+) | worin (v + 1) = exp (Alog|v+ 1] +26 arg(r+1)). 

e—l  (w—t/ 

P' (v) ist also zweideutig, falls » << 1 ist. Barnes und Hobson betrachten nur den 
Fall, daB — a < arg(r + 1) < = ist. 
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Ist — 2 <= arg (v— 1) < 2 und zu gleicher Zeit — x < arg(1—v) < 2, 
so ist arg (v—1) = arg(1—v)+ 2 in der Halbebene 3(v) >0, und 
arg (v — 1) = arg(1—v)—2 in der Halbebene 3(v) <= 0. Definiert 
map nun die Funktion Sy (v) durch*’) 


Si (v) =e? Px (v), falls 3(v) > 0 ist, 


und durch 
Sr (v) =e * Pi (v), falls 3(v) < 0 ist, 
dann hat man also wegen (26), falls m + 1, 2, 3,... ist, 


SP (v) = Nit~al (+2) ¥/(- n,1+-n; 1—m; 5") 





und wegen (27), falls m + 0, +1, +2,... ist 


> 











F m I'(— m) 1+)? ; wen 
(28) S&S) = mr—atalicene (Toa F(—n,l+n;1+m; 3 ) 
I'(m) l4v\ ? ; +e 
+ n=aPita Ts F(—n,1+n; 1—m; -)> 


und in diesen beiden Relationen ist — a < arg(l1+v)< 2 und 
—aSarg(l—vy=< 2. 

Ich gebe jetzt zwei Hilfssitze. 

Hilfssatz 1. Ist y + 0,—1, —2,... und a+ fB—~y nicht ganz, 
so ist 


(29) F (a,B;7;w) = I'(y) I'(y —a—8) G, (w) hs I'(y) (a+ B—y) G, (w), 








I'(y —a) P'(y — 8) P(x) P'(B) 
worin 
(30) G, (w) = F(a,p;a+B—-y+1;1—w) 
und 
(31) G,(w) = (1 — w)—-*-# Ply —a,y —B; y—a—B+1;1-—w) 


= w'—1(1 —w)’—*-? F(1 —a,1—B;y —a—6+1;1—w). 
Beweis. Dieser Hilfssatz ist bekannt**). 


Hilfssatz 2, Es seiz + 0 und —42"< argz <}2. Ich betrachte 
die beiden Integrale**) 
a+) 


(32) $= — FOTO | or K, (20) F(a,b; 45) do 


2) Diese Definition ist zweideutig, falls 3(v) — 0 ist. 
21) Siehe Barnes, [3], S. 150—152 [besonders S. 152, Formel (IX)]. 
%2) Diese Integrale sind konvergent [siehe (10)]; in (32) wird tiberdies noch 
angenommen, da a und } + 0,—1, —2,..., im (33) aber, daB a und b + —}, 
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und 
aah ro+ A i 
(38) J = — TOT Prot) [ +9, uo) Fe +4544: fo de, 
ila 
Behauptungen: 
1. Ist a—b—} nicht ganz, so ist 
(1+) 
i a a Pe} 
) SaJa— [oxena—w aa 
2+ >— $4 O08 (a —b) x 


F x 6ST (ode, 
2. Ist R (a + b) < 3, so ist 


ees ee re. . 
@ SeaeJag*™ | exten (@@—1) 2 3*9 pt (v) dv. 
1 
Beweis. Man hat*) 


(1+) 


| wv K,(zv) F(a, B; a+B—y+1;1-—v)dv=0, 


Aus (32), (33), (29), (30) und (31) ergibt sich also, falls a +5 — 4 nicht 
ganz ist, 
(1+) 


= seen Tes —P | wx. (en (1 rns 


x F(t —a,4—b; 3-a—b; 1—v%) dv, 
Nun ist**) 
F(}—a,}—b;8-a—b; 1 -- v*) 
a+b} 








1 ne 
= ( r) F(b—a+},a-6+4;3-a-5; ; ). 
Wegen (36) gilt daher 
a+) 
_ 7  VF(a+b—}) antes 
(37) eae mre | K, (zv) (1 — v) 
x F(b—a+4,a—b+4; 3-5; >") do. 





8) Denn der Punkt » — @ (die .einzige im Endlichen liegende singulare Stelle 
des Integranden) liegt auBerhalb des Integrationsweges. 
*4) Barnes, [4], 8. 118. 
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Aus (28) geht hervor, falls a + 6 — 4 nicht ganz ist, 


Ret Fy a+b-} 
(38) (1—v') FF * BT (--a 
—a—b —a—b+} 
= bal eet. (1+ v) —s 





Pi — 2b) Pl — 2a) 


x F(b -a+}h,a—b+3;4+a+46; ~>*) 





'(a+b—4}) 


P'(b—a+4) P(a—b+4) 
x F(b—a+4,a—b+ 4; —a—b; Lam, 


° 


- 


a—h+} 





(l—v)” 





Formel (34) ergibt sich jetzt aus (37) und (38), wegen 
ar 


| v’K,(zv) (1+) °~°* ; F(b- a+ }a—b+3;4+a+b;->") dv = 0. 


—s 


Ist R(a + b) < 3, so ist Beziehung (37) aquivalent mit*’) 


a g-a—b+5 r ak . —a—b+} 
= J = TG@—a—b | t r(Zv) (w — 1) : 
1 


x F(b —~a+4,a—b+4; 3—a—b; +>") de. 


Hieraus und aus (26) folgt (35). 

Hiermit sind die zwei Behauptungen des Hilfssatzes bewiesen fiir 
den Fall, daB a+6— 4} nicht ganz ist. Durch Grenziibergang findet 
man, daB (34) und (35) auch noch gelten fiir ganze Werte von a + 6} — }. 


§ 3. 
Integraldarstellungen fiir JW ,,,,,. (). 


In einer vorigen Arbeit **) habe ich bewiesen, daB die Funktion W,. ,, (2) 
die folgende Integraldarstellung besitzt: 


(0+) 
z . 


rul—aje 22t+4 
221 





(39) W,. m (z) == 


e~*"(— uy? 


x F(4—k—m, 4}—k+m; A; —u)du. 
In dieser Beziehung ist |argz|< $2 und A eine beliebige, aber nicht 


ganze rationale Zahl. 


25) Man vgl. Whittaker and Watson, [17], § 12. 22. 
26) Meijer, (9), S. 36 und S. 40—45. 
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Ich werde jetzt einen neuen, sehr kurzen Beweis fiir Formel (39) 
geben. Ich setze dazu a =k+4A und B=k+44+4 im (2), und 
a=k+3A+3 und 6 = k+4A+1 in (3)*). Wegen 


K_,(w) = Vue 
(1 +) 


eeirdskemrd team | 
amt T(2k+ A) Fd 
u p(t TBR + dm 24 Mb dm, b+ be bm B+ Ak bmi), 
ad 4, k+44,k +4144; o )av 


(1+) 
° 


erhalte ich dann 


(40) Wi, m(z) = — 


yik+4—ite—er 





und 


e&ttretk+mr(i+k—m) 





(41) W,. m (2) = | yrkt+4e—zv 


atri2k+i+4+1) P 
p(t + tet am 3 atik+ im, + 4k— dm, f+ hk— dm; | 
Ps =, kA+444+43,k4+4441; 27 )ée. 


Nun hat man 
F(a, a+ 4, b, b+ 4; 4, ¢,e+4; v*) 
— Ff, (a+4,a+1, 6+ 4, 641; 3, ¢4+4, ¢4+1; o) 
= F(2a, 26; 2c; v). 
Aus (40) and (41) ergibt sich also durch Addition 





(1+) 
e ae ri+kimraite— m) 
ail(2k+ A) 
xF(iit+kim, }+k—m; 2k+A; v)dv. 
Wegen Hilfssatz 1 gilt daher**) 


a+) 
. 


2 W,. m (2) —. 





. 
| y2k + 4—le—zv 
a 


e gtt+4* ra — 
22% 


Wem (2) = - e=r(L— oy! 
” » F() —k—m, 3 —k +m; a; 1—o)de. 
Ersetzt man nun noch v durch 1+ u, dann findet man Formel (39) *). 


*7) Ich nehme vorliufig an, daB kim+—}, —3, —§, ... und 
2k+4+0, —1, —2,... ist. 
25) Man beachte hierbei, daB 
(a+) 
vtts4—1e-reR hi kim, $+k—m; 2—A4; 1—v)dv=0 


==) 


ist. 


2°) Formel (39) gilt aus Stetigkeitsgriinden auch, falls 


kim=-—4}, —j, —}, ... und falls 2k-+4-— 0, —1, —2, ... ist. 
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Ein Spezialfall von (39) ist besonders erwihnenswert. Ich werde 
nimlich zeigen, daB aus (39) mit A = 1 — k folgt: 





o k 
° zt os ’ 
1) antral) EE A yna 
und . 
(—1+) a & 
-" Win (*) = Trews \ e* (5) PL_y dv. 


In diesen Beziehungen ist |argz|< }2; es wird ferner angenommen 
K(k) <1 im (42), 
m — } nicht ganz in (43). 
Der Beweis von (42) und (43) geht folgendermaBen: 
Aus (26) und 
F(a, b; c; w) = (1 — w)-*-°F (ce — b, c—a; c; w) 
geht hervor 
k 
(44) (YP _.e 
= rane) Fl —k—m, 4—k+m;1-—k; 
Weiter hat man“), falls k nicht ganz ist, 


k 


1—t 
2 ). 














pew Ba" 
(45) (5) Phy 
a ec ee -~m, +m; 1+k; =~) 


+ —Chomma (tel "Pr (y—k—m, 3 —k +m; 1-8; LE). 


2 





Setzt man nun 4 = 1 — k (k nicht ganz) und u = — in (39), so 
erhalt man 
(1+) 


zt 
(46) W,,,(z) = TF | Pa on 


4a \ 2 








x F(}—k—m, }—k+m; 1—k; *>4)at. 


%°) Der Punkt » = —1 ist wegen (26) die einzige im Endlichen liegende 
k 





singulare Stelle von i +) Rood (v). 
v 
31) Barnes, [4], S. 111. 
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Ist R(k) <1, dann ergibt sich hieraus **) 





ry zt . 
41) Waal) =srq—y | © *()’ 
1 


xF(}—k—m, 4—k+m;1—k; ~>*)de. 
Formel (42) folgt jetzt aus (47) und (44); ebenso Formel (43) aus 
(46) (worin t = — v gesetzt wird) und (45), da 


(—1 +) 


| e? F(} —m,4+m;1+k; tt '\do =0 
ist wi ie 
Mittels Hilfssatz 2 kann man aus (2) und (3) noch andere merk- 
wiirdige Integraldarstellungen fiir W,,,(z) ableiten. Aus (2) mit 
a=  3+4k+4m und Bf = ?+ 4k —4m geht namlich hervor 


2eot-tra+ yet dmra+pk—}m) 


mi 





W,. me (z) = 
a+ 


) 
xf of EK, (eo) F(R + bhk+ 4m, $+ 4k— 4m; 4; v*)dv, 


Wegen (32) und (34) hat man also, falls m — } nicht ganz ist, 
=£ (i+) 


— k 
(48) We, wt) et i o' +4 K,, (2v)(1— 0°) ? S,—1(— v)do, 


\22 cosma 


und wegen (32) und (35), falls R(k) < 1 ist, 


; 2\or Se 
Z| vr K,, (zv)(v?— 1) ? i i (v)dv. 
Pf 2 
1 
Man erhilt gleichfalls (48) und (49), wenn man in (3) 
a= f+4k+tm und BP='+)4k—4m 
setzt (siehe (33), (34) und (35)). 





(49) W,. m (2) = 





Auf analoge Weise findet man, wenn man «a =}+4k+ 4m 
und B=}4+4k—4m im (2) (oder a= 3?+4k+4m und B= } 
+ 4k — 4m in (3)) setzt, 
1 a+) 
, iz* é = F- — = : ak +1 
W,. » (2) =——_ | v 2K, (zv)(l—v*) * 28,~1(—v)dv 
\22cosma | . 


2 





32) Man vergleiche Whittaker and Watson, [17], § 12. 22. 
58) Die Beziehungen (42) und (43) gelten aus Stetigkeitsgriinden auch, falls & 
ganz ist. 
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(wo m — } nicht ganz ist) und 
i 


~ 


is. of ae 
Wane) = =F (oF Ky (eoy(ot — 1) 4 # Pay (0) de 
Vx } 
1 
(wo R(k) <0 ist); ebenso, wenn man a= }+4k+4m und 
B =}+ 4k — 4m in (2) (oder «c=2+45k+ 4m und B=$+ 4k—4m 
in (3)) setzt, 


S a+) 
J . ae 
ize’ - —=— = = +} - 
We, m (2) “ann | uK, , 4 (ry (I v*) 2 ‘St * 2. v) di 
(wo m nicht ganz ist) und 
2p k 1 





Wi, »(z) = JK, emit — 1p # PLR (de 


\x 
(wo R(k) < } ist). 


§ 4. 
Integraldarstellungen fiir K,(«) K, (2). 


Ich werde zeigen, daB dieses Produkt die folgenden Integral- 
darstellungen besitzt **) 


a+) 





(50) K,(2)K,(2) = 2 = | v #K,(220)(1—v) #* 8°" 4(_ odo 
2" +4 cos va * ' 
(wo » — } nicht ganz ist), 
(51) K,(z)K,(z) = al vo "K, (22) (v? — tt pth ade 
*-t. ii, 
(wo R(u) < 4 ist), 
i+) 

= i\x -t gt 

(52) K,(z)K,(z) = Waste aa { K,,«(2z0(l—o) * S?_,_ 4 (—v)de 


(wo » — yw — 3} nicht ganz ist) und 
(53) K,(z)K,(z) = Vim { Ky. (220) (0 —17? pt 4 (0) dv 
(wo vy und yw beliebig sind). 


54) Ich nehme an, daB | argz|< } 2 ist. 








~-—— 








— 
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Zum Beweis dieser Relationen betrachte ich die beiden Spezialfille 


mit « = Be od und p = i=, beziehungsweise « = rete und 
p ='—2— von (5) (oder die beiden Spezialfiille mit « = =t2—# 
und B = Ee, baw. a = ee und p = -— von (6). Der 


erste Spezialfall liefert mittels (32), (33), (34) und (35) die Beziehungen 
(50) und (51); ebenso der zweite Spezialfall die Relationen (52) und (53) 
(man vgl. auch den Beweis von (48) und (49)) 

Die Funktion K,(z) K,(z) besitzt, wie schon éfters bewiesen worden 
ist), fiir |argz| << 42 die Integraldarstellung 


(54) K, (z) K, (z) = 2 | K,4«(22cosh w) cosh (y — ux) wd w. 


Es ist nicht schwer zu zeigen, daB diese Beziehung dquivalent mit (53) 
ist. Denn man hat **) 





©) F(}—4, 4+4; 4; — sinh’ u) - SS 
somit wegen (26) 
—t pt 
(cosh? w — 1) 4—} (cosh w) 
=~ 
__ (coshw—1) * a 4. Lemke 
(8-4 tts bs Sr) 
= Ci =F (3 ig ds A, j +4; 3; — sinh? 3) —_ ye cae ie, 
2 sinh 5 = ao 


Man findet also (54), wenn man in (53) v durch cosh w ersetzt. 


§ 5. 
Integraldarstellungen fiir H‘ (z) H® (z). 
Ich werde die zwei folgenden Relationen beweisen *’): 
(56) Hy” (2)? (2) 





u 1 
o-" K,(22v) (1+ vt) 2 + ptt : (iv) dv, 


89) Man vgl.: Nicholson, [13], S. 221; [14], S. 83. Watson, [16], S. 440. 
Chaundy, [5], S. 147—148. Meijer, [10], S. 16—17. (Formel (54) enthalt bei 
Nicholson, [14], einen Druckfehler). 

36) Fir (55) vgl. man Meijer, [9]. S. 49. 

37) Die Integraldarstellungen (56) und (57) fir H‘(z) H(z) und H‘ (z) H® (2) 
entsprechen Relation (51) fiir K,(z) K,, (2). 
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(57) Hy, (2)'Hy” (2) 
od 


‘ i (— tv) dv, 


u 
2 





~ $44) ; 
vo" K,(2zv) (1 + v?) 


2 


wel o 


n*2 ‘i 
0 
In diesen Beziehungen ist | arg z| << 2, R(u) + | R(v)| < 1 und 
(58) Max (— $2, — 42 — argz) << o < Min(}2, $2 — arg 2). 
Der Beweis von (56) und (57) geht wie folgt: 
Ich betrachte zunichst die beiden Funktionen 


(59) Vi u(z) = : fe" "= HPQ) H® (2) 4 "93 Hy? (z) H® (2)| 


und 
(60) U,ul2) = gy fe” * H(2) HP (2) —e 


Diese Funktionen besitzen fiir | arg z| < 2 die Integraldarstellungen *) 


a= 


"2 H(z) H® (2)} 





ow 
. 827+ F-1 ? —E . 
(61) V.,u(®) = srayre | uri K,— 3(2zv) 
o 
2% — i 7-2 —v— 1 
xanitgte, berms, leete torent an we 


und 


oc ef” 
4(7— u2) zt tP—2 


(62) U.u(2) = —>r@re | tt 


0 





»>(2trtpn 2ev—p 2—wv+yn 2—v—yp, 3 ; 
x .F,( 2 ’ 2 ? cit, Kye a ee 2°? a, B; — # dv. 


— - 





Hierin ist o ein Punkt des Intervalles (58) und « und # sind beliebige 
Zahlen mit R(«) > 0, R(f) > 0. 
1 v beet 


Ich setze nun in (61) «= — und pf = = fin (62) 





2+ »— 2— vy — . 
aber a = ; f und p = ——<—* (ich nehme also an, daB 


R(u) + |R(v)| <1 ist). Ich erhalte dann 





82" re 
ar(5—*)r(=3-*), 


0 


(63) V,. u (2) = 








s = = 1 
x P(tete, oete, f; —e)de 


38) Siehe Meijer, [10], Satz 3. 
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und x if 


162°" | v-"t+1K, (220) 


ar(—5")r(-75*). 
x y(ste, —=pte, +; —v') dv, 
Nun folgt aus (59) und (60) 


Hy? (2) Ha?(2) =e" * (V,, u(2) + 6U,, (2) 





(64) U,, u (2) Ss 











und 
yz 


H® (2) H® (2) =e" ® (V,, (2) —iUy,«(2)}. 
Wegen (63) und (64) gilt daher 























io 
e-n a or 
(65) Hi eyH = | vo" K,(2z0) 
0 
[pete invite 2. 4 
Pt “weebes ved eens, 
(itvr—un l—vy—4 
| re) re) 
pCtote 2—*te, 3. —~)| 
~ iv oo — dv 
‘ A (os iat Ll St a 
un 
8 o—w = Poi on 
(66) AS (z) H(z) = =* ~ ~ [ vex 





_pettyte tarts bo) 
, r(=4)r =) 


p (22+ wo 2-vtu 3 =} 
v 











2 2 ih 
r(*5*)r( "4 


Man hat aber nach Hobson”), falls | arg v| < } 2 ist, 


+ 2tv 


























8H iz ee 7-4) 
P™(+iv) =e * QmYx (14 0%)? ee eee 
r(t4 )r(- a 
nim —n+m 3 
PR ine =F a4 
OT Se) 


59) Man vgl. Hobson, [8], S. 469, Formel (27). 
Mathematische Annalen. 112. 32 
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Die Ausdriicke zwischen geschweiften Klammern in den rechten Seiten 
von (65) und (66) sind also gleich 


Cs: Bhar ce ak ee 
Aj ;) 2 * 2a 2(1 + v?) 2 +P iD) 


bzw. 


1 u 1 
GO aa Fag tt PTE in, 
so daB (56) und (57) sofort aus (65) und (66) folgen. 


§ 6. 
Integraldarstellungen fiir Wx,» (iz) Wx, m(— 2) und HY (2) H® (2). 
Die Funktion W,, ,,(¢z) Wy, »(— iz) besitzt, wie ich friiher*®) bewiesen 
habe, fiir | arg z| < 2 die Integraldarstellung 
oo 
| v*+?—1K, _ 3(z0) 


2% +f+2k 





6 ; eee 
(67) Wey, m(tz) We, m(— #2) ¥F-*hyPp 
x ,F,(4 -—k+m,4—k—m, 4—k, 1—k; 1— 2k, a, B; —v’*)dv. 
Hierin geniigt o der Bedingung (58), und « und f sind beliebige Zahlen 
mit R(a) > 0, R(fs) > 0. 
Ein Spezialfall von (67) ist besonders interessant. Aus (67) mit 
a == 6 = 1 — k ergibt sich namlich *') 
(68) We, m(i2) We,m(— 52) = Faq p | vt Ko(20) 
x ,F,(4 —k +m, 4—k—m, 4—k; 1—2k,1-—-—k; — v*)dv. 
Es gilt aber**) 





(69) ,F,(2a,2b,a +6; 2a+2b,a+b+ }; w)= (F(a, b; a+6+ 3; w)}? 


und, falls R(u) > 0 und s + 1, 2,3,... ist**), 





(70) F(A, S16 1) = 21 — 9) (wt — 1)? Phu, 


4°) Meijer, [10], Satz 6. 
#1) Ich nehme an, daB R(k) < | ist. 


*2) Formel (69) riihrt von Clausen ((6], S.89—91) her. Siehe auch Goursat, 
[7], 8.284 und Orr, [15], S. 12. 


*5) Fir (70) vgl. man Barnes, [4], S.120. Aus (26) folgt schon, daB 


a 
(u? —1)* P*(u) analytisch ist fir R(u) > 0. 
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so dab 
(70a) 4 F,(4 —k+m,4—k—m,4—k; 1—2k,1—k; —v) 
= {F(} —4k+4m,}--4k—}m;1—k; —’)}? 
= 2-2 77(1 — k) vt (PE 4 (V1 + v*)}? 
ist **). Die Funktion W,, ,,(tz) Wi, m(— iz) besitzt also wegen (68), falls 
R(k) <1 ist, die folgende merkwiirdige Integraldarstellung: 


ia 
oo ef 


(71) We, m(tz) We, m(— tz) = 2 | K,(zv) | a (V1 + 0*)}? ude. 


Nun ist**) 
H;” (2) HS? (2) = = W,,, (252) Wo,.(— 2i2). 
Aus (71) ergibt sich somit 
x a 
(72) H® (z) H? (z) = aa K, (220) (Pry (V1 + v?)}? vdv. 


Diese Beziehung ist aber erweiterungsfahig. Denn aus (59) geht 
hervor 


H\? (z) H!? (z) = V,. ,(2). 
Wegen (61) gilt daher, falls R(«) und K(f) > O sind, 
co ef? 
| uv + 8-1 K, _ 3(2z0) 


0 


82% t+P-1 


qa) (2) ee . 
(73) Hy (2) Hy (2) = Tm 


x, F,($ +% 4 —, 3; 0, B; — v*)dv. 
Nun hat man**) 
(74) ,F,(4 +a— 6, }-—a+b, 3;4+6+4, 3-—a—Db; w) 
= F(a, b;a+6+ 4; w) F(4—b, }—a; }-—a—b; w) 
und 


(75) »F,( +a—b, }-—a+b,};a+b-—}4,2-a—b}; w) 
=(1—w)! {F(a —3,b—4;a+6-—3;w) F( —b, } —a;4—a—b; w) 
, @-))—)w 
"(a@+b—)G@—a—b 





Fe, e+6 + };w) F(l—6b,1—a;§-—a—b;w)}. 


43a) Bemerkung bei der Korrektur: Formel (70a) kommt schon bei 
Barnes ([4], S. 187) vor. 

44) Man vgl. Meijer, [11], 8.242. | 

45) Man vgl. Orr, [15], S. 12, Formel (55) und S. 13, Formel (60). Gleichung (74) 
ist schon von Clausen ((6], S.92—95) bewiesen worden. 
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Hieraus folgt, mit Riicksicht auf (70), (ich setae a= ++” und 








b= +445" in (74), und a = *+2+" und 6 = *t4—* in (75) 


ier enei $;1+4,1-—4; —v) 


=F(5 4 gt tas —o)R(p- 4 1-4-2) 





4 3 °4 
= (14 yra—aPt, FAP _ TFA 
und 


3F,(4 +», i-s 4; 4+4,4-—A; — vw’) 














4 (=, s— 9. (2s 5. 7 
(f® — 2)r? ,f1l+A4+Y vee v 3 “—_ 
sg Pe 548 =F 
x p(t. ——, = —4; ee v*)} 
” ra+argd- Ajo | a+ a+4 a 
— 2yVi-v ink” Wize v)P y(V1 + 0") 


ray Parser fase. 


Nimmt man nun « = 1+A und B=1-—A, baw. « = 3}+A und 
B = 4 —A in (73) (A ist also eine beliebige Zahl mit | R(A)| < 1, bzw. 
R (A)| < 4), dann findet man somit 
(76) HS (2) H® (2) = 2 [ Ky, (220) P~* , (V+ #) P_ , (V1+ #*)odn, 
bzw. : 


2 et” 


: | Ky, (220) | Pr (yi + ap iwis -+- v’) 


0 


@ m,, € 
HS (2) H(z) = 4 


a-—1 ——_._ e -4 rz rdv 
+ (® — 4) PP, *(¥L+0)P (V1 + e*) )| ~ 
2 2 yi + 


Formel (76) ist eine Erweiterung von (72). 
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Zur Konstruktion der Grundlésung 
fiir eine gemischte Randwertaufgabe einer partiellen 
Differentialgleichung héherer Ordnung. 
Von 


Franz Rellich in Marburg. 


In der Theorie der plastischen Deformationen treten gemischte Rand- 
wertaufgaben fiir partielle Differentialgleichungen von dritter und héherer 
Ordnung auf, deren einfachster Typus so aussieht: Gesucht wird die 
Lésung u(z,t) der Differentialgleichung 

Uret — au = f(z, t) [a = const. und /(z,t) gegeben], 
fiir die u(z,0) = w(z), u(0,t) = y(d, u(l,t) = p(t) mit w (0) = y(0) 
und w(l) = (0) willkiirlich vorgegebene Randwerte sind‘). Existenz 
und Eindeutigkeit der Lésung laBt sich leicht nach verschiedenen, wohl- 
bekannten Methoden zeigen; z. B. mit Hilfe der Heavisideschen Operatoren- 
methode oder nach Zuriickfiihrung auf eine Integralgleichung mit Hilfe 
einer Neumannschen Reihe. Im folgenden wird die Grundlésung dieses 
Problems angegeben. Die Differentialgleichung besitzt nur reelle Charak- 
teristiken, namlich die Linien x = const. und t = const., wobei die Schar 
t = const. zweifach zu zahlen ist; daher zeigt ihre Grundlésung weit- 
gehende Ahnlichkeit mit der ,,Riemannschen Funktion“ einer hyperbolischen 
Differentialgleichung héherer Ordnung*). Durch Benutzung der Grund- 
lésung l48t sich die gesuchte Lésung der Randwertaufgabe natiirlich 
unmittelbar explicit angeben. 


1) Fir spezielle Randwerte wurde dieses Problem kiirzlich behandelt von 
8. Kienow, Schichtverbiegungen als Folgeerscheinungen plastischer Deformationen 
von Erdkrustenteilen. Geologische Rundschau 25 (1934). 

*) Diese habe ich untersucht in der Arbeit ,, Verallgemeinerung der Riemannschen 
Integrationsmethode auf hyperbolische Differentialgleichungen n-ter Ordnung“, 
Math. Annalen 103. Leider habe ich erst mehrere Jahre nach dem Erscheinen dieser 
Arbeit erfahren, daB sich fir n = 3 die wesentlichen Gedanken und Resultate der Arbeit 
bereits in folgenden Arbeiten von E. Holmgren finden: ,,Sur l’extension de la 
méthode d’intégration de Riemann“, Arkiv f. Mat., Astr. och Fys. 1, 317—326 und 
5, Nr. 16. In der zweiten Arbeit ,,Sur les systémes linéaires aux dérivées partielles 
du premier ordre“, ebenda 6, Nr. 2, wird das entsprechende Resultat fiir n lineare 
Differentialgleichungen erster Ordnung abgeleitet. Damit ist zwar auch fiir die all- 
gemeine lineare Differentiaigleichung n-ter Ordnung die Darstellbarkeit durch die 
Anfangswerte prinzipiell dargetan. Doch ist die explizite Darstellung der Lésung 
(vgl. insbesondere § 11 meiner Arbeit) damit noch nicht gewonnen. 
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Konstruktion der Grundlésung. 

Wir setzen voraus: /(z,t) stetigin 0 r7=1, 0S ¢; p(t), p(t) 
stetig in 0 <= t; w(x) zweimal stetig differenzierbar in 0 < x < 1, und 
du 
az’ 
%; = : Us2t = Z (u,z) Stetigkeit in OS e=1, O<t. Dann 
bedeutet es keine Einschrinkung g = y = w = 0 vorauszusetzen; denn 
ist g (x,t) = (1 — z) (p(t) — w (0)) + x(p (t) —w(1)) + w(x) und bezeichnet 
u° (x,t) die Lésung von w),,—au" = f(z,t)—ag(z,t) mit ver- 
schwindenden Randwerten, so ist u(x,t) = u®(z,t) + 9(z,t) die Lésung 
des allgemeinen Problems. Im folgenden wird also u(z,0) = u(0,t) = u(1,t) =0 
angenommen. 


verlangen von der Lésung u(z,t) und ihren Ableitungen’) u, = 


Wir machen den Ansatz 
1 t 


(*) u(x,t) = [dé [dt f(é,r) v(2,t;&, 7) 


und suchen die ,,Grundlésung“ v(z,t; 1) so zu bestimmen, daB u(z, t) 
Lésung der gestellten Aufgabe wird; dabei soll v bei festem &,t in 
0< 21, 0S stetig sein und es sollen v,, v,,, vz; sowohl in 
0sr¢f, 0+, als auch in 2< 1, 0S? stetig sein. Dann 
wird 


1 t 
User —au = [dé [de f(E,t) [eeer(e,t; &, 2) —av(2,t; &,2)] 
0 0 


t 


rs [ax F twe(e,t5 2 +0,2) — v, (x,t; 2 — 0, 1)] 


1 


+ (dé f(E,t) v2 (x,t; 60) 


+ f(x, t)- [vz (x,t; 2 + 0,t) — v, (2, t; 2 — 0,0)). 
Man wird also verlangen 
1. v(0,t; &, 7) = v(1,t; &,r) = 0, (wegen u(0,t) = u(1,t) = 0); 
2. Uge1 (a, t; &,t) — av(z,t; &,r) = 0; 
3. v,(2,t; «+ 0, 7t) — v, (x,t; e —0,t) = 1; 


j\(l—€)2 firt@ sé 


4. u(x,t; &,t) = @(2,é) = \(l— a)é fir x >€" 


3) Hier und im folgenden ist die Reihenfolge der Differentiationen wesentlich. 
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Wegen v,(z,t;7 —0,1t) = v, (24 0,t; 2,14) und v,(z,t; 2+ 0,1) 
= v,(2—0,t; 2,1) kann man die dritte Bedingung unter Vertauschung 
von z mit & auch so schreiben: 

3a. v,(& — 0,t; &, 7) — ov, (&§ + 0,0; &,r) = 1. 

Und statt 4. nach Ersetzung von ¢ durch rt: 

4a. v(z,1; &,t) = G(z, &). 

Bezeichnet man zur Abkiirzung v (z,t;&,r) = V(z,t), so wird 
zusammenfassend die Grundlésung V bestimmt durch: 

I. V(z,t) stetigin 0 rl, OStsr. 

V,, Vic, Ver stetig in OS er sf, OS(s tundfoorcl, 0st. 

Il. Vise —-aV = 0. 

Il. V(z,t) = @(z,é), V.(E —0,t) -—V.(E+0Q=1, OStSr. 
IV. V(0,0 = V(i,t) = 0. 

Offensichtlich ist V (x,t) durch diese Forderungen eindeutig bestimmt. 
Die Existenz von V ergibt sich z.B. aus dem Ansatz V = Fe, lz, E)(t — 1)", 

n=0 


der sofort c, (z,&) = < G+ (2, &) mit 


G+ (x, &) = { G(x, 2°)G (2',é)da’; GY (z,£) = G(z, &) 

liefert. ' 
Also - 

V (2,t) = v(2,t; & 1) = Dd G+ (2,8) = (t— x)". 


Wegen |G+ (z,é)| <= 1 konvergiert die Reihe rechts absolut und 
gleichmaBig fiir jedes feste Gebiet O< 7, f= 1, Ot, r= T. Tat- 
sichlich gehorcht das so bestimmte V den Forderungen I bis IV. 


Benutzt man 


1 sin (v2 x) sin (v7 é) 





ts| 
M: 





G (z,&) = = y a , 
vos} 

= im | rain (p22) sin (v7 §) 

G+ (a, &) = 2 ( v222)n+1 . 


‘=1 


so wird 
ait—t) ’ 
22 Sin (v72z) sin (v2 5) 
y2 m2 5 








V (2, t) = v (x,t; & tr) = 


zt e 


ies 


1 
t) gibt (*) die Lésung der gestellten 


tre |i 


Mit der Grundlésung v(z,t; 
Randwertaufgabe *). 
4) Uber Verallgemeinerungen der hier entwickelten Methode vg. Djiang Schuo-min, 


Eine gemischte Randwertaufgabe fiir partielle Differentialgleichungen héherer Ordnung. 
Diss. Marburg 1935. 





(Eingegangen am 1.8. 1935.) 














Die Widerspruchsfreiheit der reinen Zahlentheorie. 


Von 


Gerhard Gentzen in Géttingen. 


Als ,,reine Zahlentheorie“ bezeichne ich die Theorie der natiirlichen 
Zahlen ohne Verwendung von Hilfsmitteln aus der Analysis, wie z. B. von 
irrationalen Zahlen oder unendlichen Reihen. 

Das Ziel der vorliegenden Abhandlung ist, die Widerspruchsfreiheit der 
reinen Zahlentheorie zu beweisen, oder richtiger gesagt, auf gewisse 
Grundlagen allgemeiner Art zuriickzufiihren. 

Wie ein solcher Widerspruchsfreiheitsbeweis iiberhaupt méglich ist, 
und aus welchen Griinden er notwendig oder wenigstens sehr angebracht 
ist, das wird im I. Abschnitt erédrtert. 

Die ganze Abhandlung kann ohne besondere Vorkenntnisse gelesen 
werden. 


tinteilung: 


I. Abschnitt (§1—2): Betrachtungen iiber Sinn und Méglichkeit i 
von Widerspruchsfreiheitsbeweisen. .......-.-+-+-+.4-. 493 
Il. Abschnitt (§ 3—6): Die Formalisierung der reinen Zahlen- 
a ee Si se ee ee eee ere es ee 501 
Ill. Abschnitt (§7—11): Bedenkliche und unbedenkliche SchluB- 
weisen in der reinen Zahlentheorie ............... 520 
IV. Abschnitt (§12—15): Der Widerspruchsfreiheitsbeweis.. . . . 533 
V. Abschnitt (§ 16—17): Betrachtungen zum Widerspruchsfreiheits- 
II “6 om! pre cas aah ae ea ae leat we ee ee BTC SE Rk tee ee 556 


I. Abschnitt. 


Betrachtungen tuber Sinn und Moéglichkeit 
von Widerspruchsfreiheitsbe weisen. 

In §1 behandle ich die Frage, warum Widerspruchsfreiheitsbeweise 
notwendig sind, in §2, wie solche méglich sind‘). Ich will hierbei die 
Problemlage, die vielen Lesern bereits bekannt sein wird, besonders iim 
Hinblick auf die fiir die folgenden Abschnitte wichtigen Gesichtspunkte 
kurz wiedergeben. 





1) Ausfiihrlichere und sehr lesenswerte Darlegungen zu diesen Fragen enthalt 
der Aufsatz von D. Hilbert, Uber das Unendliche, Math. Annalen 95 (1926), S. 161—190. 


Mathematische Annalen. 112. 33 
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§ 1. 
Die Antinomien der Mengenlehre und ihre Bedeutung 
fiir die gesamte Mathematik’). 

1.1. Die Mathematik gilt als die sicherste von allen Wissenschaften. 
DaB sie zu Ergebnissen fiihren kénne, die einander widersprechen, erscheint 
unméglich. Dieser Glaube an die unbedingte Sicherheit der mathematischen 
Beweise erlitt einen starken Sto8 durch die etwa um 1900 entdeckten 
,»,Antinomien (oder ,,Paradoxien“) der Mengenlehre“. Es zeigte sich namlich, 
daB in diesem Randgebiet der Mathematik Widerspriiche auftreten, ohne 
da8 ein eindeutig feststellbarer Fehler in den dahinfiihrenden Schliissen 
zu erkennen wire. 

Besonders lehrreich ist die ,,Russellsche Antinomie, auf die ich im 
folgenden etwas naher eingehen will. 

1.2. Eine Menge ist die Gesamtheit irgendwelcher Gegenstinde 
(,,.Elemente der Menge“). Auch eine ,,leere Menge“, die iiberhaupt keine 
Elemente hat, wird zugelassen. Wir teilen nun die Mengen ein in ,,Mengen 
1. Art‘, das sind solche Mengen, die sich selbst als Element enthalten, 
und ,,Mengen 2. Art‘, das sind solche, die sich selbst nicht als Element 
enthalten. 

Nun betrachten wir die Menge I, welche als Elemente die simtlichen 
Mengen 2. Art hat. Gehdrt diese Menge M nun selber zur 1. oder zur 
2. Art? Beides erweist sich als widersinnig: Gehérte sie nimlich zur 
1. Art, d. h. enthielte sie sich selbst als Element, so widerspriche das 
ihrer Definition, wonach ihre Elemente simtlich Mengen 2. Art sein sollten. 
Nehmen wir nun an, die Menge M gehdre zur 2. Art, d. h. sie enthalte 
sich selbst nicht als Element. Da sie jedoch nach ihrer Definition simt- 
liche Mengen 2. Art als Elemente hat, so miiBte sie in diesem Falle doch 
auch sich selbst als Element enthalten, und damit sind wir abermals zu 
einem Widerspruch gelangt. 

1.3. Das ist die Russellsche Antinomie, welche zeigt, wie sich bereits 
durch ganz wenige, freilich etwas verzwickte Schliisse ein offenkundiger 
Widerspruch ergeben kann. 

Welche Bedeutung hat nun diese Tatsache fiir die gesamte Mathematik? 

Man wird zunichst geneigt sein, den angefiihrten Gedankengang iiber- 
haupt nicht der Mathematik zuzurechnen, mit der Begriindung, da8 der 
Begriff ,,.Menge von irgendwelchen Gegenstinden“ zu unbestimmt sei, um 
als mathematischer Begriff gelten zu kénnen. 


) Vgl. hierzu auch: H. Weyl, Uber die neue Grundlagenkrise der Mathematik, 
Math. Zeitschr. 10 (1921), S. 39—79; und A. Fraenkel, Zehn Vorlesungen iiber die 
Grundlegung der Mengenlehre (oder auch die entsprechenden Abschnitte in Fraenkels 
Lebrbuch der Mengenlehre). 
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Um diesem Einwand zu begegnen, kénnen wir uns auf ganz spezielle, 
rein mathematische Gegenstaénde beschrinken, indem wir etwa folgende 
Festsetzung treffen: ' 

Als Elemente einer ,,Menge“ werden nur zugelassen 1. beliebige natiir- 
liche Zahlen (1, 2, 3, 4 usw.); 2. beliebige Mengen, welche aus zu- 
gelassenen Elementen bestehen. 

Beispiel: Folgende drei Elemente bilden eine zulissige Menge: 1. die 
Zahl 4; 2. die Menge aller natiirlichen Zahlen; 3. die Menge, deren zwei 
Elemente die Zahl 3 und die Menge aller natiirlichen Zahlen sind. 

Unter Benutzung dieses rein mathematischen Mengenbegriffs kénnen 
wir nun wie oben (1.2) schlieBen und erhalten denselben Widerspruch. 

1.4. DaB wir als Ausgangsgegenstiinde gerade die natiirlichen Zahlen 
genommen haben, spielt offenbar fiir das Zustandekommen der Antinomie 
gar keine Rolle. Wir werden also nicht etwa sagen kénnen, daB sich 
damit ein Widerspruch im Bereich der natiirlichen Zahlen offenbart, sondern 
wir werden richtiger die verwendeten logischen Schliisse als fehlerhaft an- 
sehen miissen. 

1.5. Als niachstes wird man darum versuchen, in dem Gedankengang 
der Antinomie einen bestimmten Fehler ausfindig zu machen. Man wird 
etwa so sagen: Die Menge MM wurde definiert unter Bezugnahme auf die 
Gesamtheit aller Mengen (diese wurden ja eingeteilt in Mengen 1. und 
2. Art, und Wt aus den Mengen 2. Art gebildet). Danach wurde sie selbst 
dieser Gesamtheit zugerechnet, namlich die Frage aufgeworfen, ob sie der 
1. oder 2. Art angehért. Dieses Verfahren ist aber zirkelhaft; man darf 
nicht einen Gegenstand mittels einer Gesamtheit definieren und ihn dann 
selbst dieser Gesamtheit zurechnen, so daB er gewissermaBen an seiner 
eigenen Definition mitbeteiligt wire (,,circulus vitiosus‘). 

Die richtige Auffassung der Menge I wire vielmehr diese: 

Wenn eine bestimmte Gesamtheit von Mengen gegeben ist, so kann 
man diese einteilen in Mengen 1. und 2. Art. Wenn man nun aber die 
Mengen 2. Art (oder auch 1. Art) zu einer Menge I zusammenfaBt, so 
ist diese Menge etwas vollkommen neues, was nicht wieder jener Gesamt- 
heit zugerechnet werden kann. 


1.6. Da8 zunachst die zur Antinomie fiihrenden SchluBweisen richtig 
erscheinen, beruht auf der Vorstellung, da8 der Begriff ,,Menge“ etwas 
an sich bestimmtes sei (und somit die Gesamtheit aller Mengen eine 
von vornherein bestimmte, abgeschlossene Gesamtheit darstelle); die eben 
durchgefiihrte Kritik stellt dem die Vorstellung gegeniiber, daB Mengen 
nur ,,konstruktiv“, aufeinander aufbauend, immer wieder neu gebildet 
werden kénnen. 


33* 
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1.7. Kénnte man somit glauben, mit der Antinomie einigermafSen 
fertig geworden zu sein, so ergibt sich nun eine neue Schwierigkeit: 

Das eben als unzulassig erklirte SchluBverfahren (der circulus vitiosus) 
wird in ganz ahnlicher Form bereits in der Analysis angewandt, sogar 
schon bei den iiblichen Beweisen von einigen ganz einfachen Siatzen, 
z. B. des Satzes: ,,Eine in einem abgeschlossenen Intervall stetige Funktion, 
die an beiden Endpunkten verschiedenes Vorzeichen hat, besitzt in dem 
Interval] eine Nullstelle.“ 

Die fiir diese Feststellung wesentlichen Schliisse im Beweise des 
Satzes sind folgende: 

Man teilt die Gesamtheit der Punkte in dem Intervall in Punkte 
1. und 2. Art ein, und zwar wird ein Punkt zur 1. Art gerechnet, wenn die 
Funktion rechts von ihm bis zum Ende des Intervalls iiberall gleiches Vor- 
zeichen hat, zur 2. Art, wenn dies nicht der Fall ist. Der durch diese 
Kinteilung definierte Grenzpunkt ist dann die Nullstelle. Diese gehért 
selbst zu den Punkten des Intervalls. Damit haben wir den ,,circulus 
vitiosus“: Die betreffende reelle Zahl wird definiert unter Bezugnahme 
auf die Gesamtheit der reellen Zahlen (in einem Intervall), und wird dann 
selbst dieser Gesamtheit zugerechnet. 

Trotzdem wird man diese SchluBweise in der Analysis fiir richtig 
halten, und das etwa so begriinden: Die betreffende Zahl wird ja nicht 
neu geschaffen durch ihre angegebene Definition, sie ist vielmehr an sich 
schon vorhanden innerhalb der Gesamtheit von reellen Zahlen und wird 
nur durch eine allerdings auf die Gesamtheit bezogene Erklairung aus 
dieser herausgegriffen. 

Aber genau dasselbe kann man doch auch bei der oben angefiihrten 
Antinomie sagen: Die Menge MM sei an sich von vornherein in der (durch 
die Definition unter 1.3 erklirten) Gesamtheit aller Mengen schon vor- 
handen, und werde eben durch die (unter 1.2 gegebene) Erklarung aus 
dieser Gesamtheit herausgegriffen! 

GewiB bestehen trotzdem betriichtliche Unterschiede zwischen den 
bei der Antinomie und den bei dem Beweise aus der Analysis benutzten 
SchluBweisen. Es fragt sich nur, ob man diese fiir ausreichend halten 
darf, um die letzteren als sicher anzuschen — schlieBlich sind ja bisher 
in der Analysis noch keine Widerspriiche aufgetreten — oder ob man 
die Ahnlichkeit mit der Antinomie fiir hinreichend ansehen soll, um den 
entsprechenden Schlu8 in der Analysis als unzulissig zu erklaren. Hierin 
gehen die Mecinungen der Mathematiker, die sich mit diesen Fragen be- 
schaftigt haben, auseinander. 


1.8. Man kann noch andere in der Mathematik gebrauchliche Schlub- 
weisen auf Grund gewisser entfernterer Analogien zu den bei den Anti- 
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nomien auftretenden Schliissen anfechten. Besonders weit gehen hierin die 
,1ntuitionisten“’ (Brouwer), die sogar gegen SchluBweisen, die in der 
Zahlentheorie vorkommen, Einwendungen machen, nicht nur weil diese 
vielleicht zu Widerspriichen fiihren kénnten, sondern weil die mit ihrer 
Hilfe erhaltenen Siatze keinen sachlichen Sinn mehr hiatten, also wertlos 
waren. Ich werde hierauf ausfiihrlich zuriickkommen (§ 9—11 und 17. 3). 

Weniger weit gehen die ,,Logizisten“ (Russell). Sie ziehen eine Grenze 
zwischen erlaubten und unerlaubten SchluBweisen, wobei die Antinomien 
herausfallen, indem dabei ein unerlaubter circulus vitiosus verwendet wird. 
Der oben angegebene ahnliche Schlu8 in der Analysis wurde urspriinglich 
ebenfalls verboten (,,verzweigte Typentheorie“), spaiter aber wieder zugelassen. 

1.9. Insgesamt ergibt sich also folgendes Bild: 

Die in der Mengenlehre, einem Randgebiet der Mathematik, auftretenden 
Widerspriiche (Antinomien) gaben AnlaB, die Richtigkeit gewisser auch in 
der sonstigen Mathematik gebriuchlicher SchluBwesen anzuzweifeln. Ver- 
schiedene Versuche, eine Abgrenzung zwischen erlaubten und unerlaubten 
SchluBweisen vorzunehmen, haben zu verschiedenen Grenzziehungen geftihrt. 

Um diesem unbefriedigenden Zustand ein Ende zu machen, stellte 
Hilbert folgendes Programm auf: 

Die Widerspruchsfreiheit der gesamten Mathematik, soweit sich diese 
als widerspruchsfrei herausstellt, soll auf exakt mathematischem Wege be- 
wiesen werden. Dieser Beweis soll unter Verwendung von solchen Schlub- 
weisen gefiihrt werden, die von jeglicher Anfechtbarkeit frei sind (,,finite“ 
SchluBweisen). 

Wie ein solcher Widerspruchsfreiheitsbeweis iiberhaupt denkbar ist, 
werde ich in § 2 naher auseinandersetzen. 

Im weiteren Verlauf der Arbeit fiihre ich dann einen derartigen 
Widerspruchsfreiheitsbeweis fiir die reine Zahlentheorie durch. Diese ent- 
halt durchaus schon SchluBweisen, die bei scharfer Kritik zu Bedenken 
AnlaB geben. Naheres hieriiber im III. Abschnitt. Auf eines will ich 
schon hier hinweisen: Die SchluBweisen, die sich als allenfalls bedenklich 
herausstellen, kommen in den wirklichen zahlentheoretischen Beweisen kawm 
vor (11. 4); man darf also nicht auf Grund der groBen Evidenz dieser Beweise 
einen Widerspruchsfreiheitsnachweis fiir iiberfliissig halten. 


§ 2. 
Wie sind Widerspruchsfreiheitsheweise méglich? 
2.1. Allgemeines tiber Widerspruchsfreiheitsbeweise. 
2.11. Die Widerspruchsfreiheit von Geometrien pflegt man durch 
Zuriickfiihrung auf ein arithmetisches Modell zu beweisen. Die Wider- 
spruchsfreiheit der Arithmetik wird also hierbei vorausgesetzt. In ahnlicher 















498 G. Gentzen. 


Weise lassen sich einige Teile der Arithmetik auf andere abbilden, z. B. 
die Theorie der komplexen Zahlen auf die der reellen Zahlen. 


Es bleibt letztlich die Widerspruchsfreiheit der Theorie der natiirlichen 
Zahlen (reine Zahlentheorie) und der Theorie der reellen Zahlen (Analysis), 
die jene als Teil enthilt, zu beweisen; sowie schlieBlich der Mengenlehre, 
soweit diese widerspruchsfrei ist. 


2.12. Diese Aufgabe ist eine grundsdtzlich andere und schwierigere 
als die erwaihnten Zuriickfiihrungen durch Abbildung der Gegenstiinde 
einer Theorie auf die Gegenstiinde einer anderen Theorie. Betrachten wir 
die Verhiltnisse bei den natiirlichen Zahlen etwas niher: 

Diese lassen sich offenbar auf keinen einjacheren Gegenstandsbereich 
mehr abbilden. Es handelt sich aber auch gar nicht um die Widerspruchs- 
freiheit des Zahlenbereiches selbst, d. h. der durch die ,,Axiome“ (z. B. 
die ,,Peanoschen Axiome“ der Zahlentheorie) festgelegten Grundbeziehungen 
zwischen den Zahlen. Die Widerspruchsfreiheit dieser Axiome zu beweisen, 
obne dabei etwas ihnen gleichwertiges schon vorauszusetzen, erscheint un- 
denkbar. Es handelt sich vielmehr um die Widerspruchsfreiheit des logischen 
SchlieBens in seiner Anwendung auf die natiirlichen Zahlen (ausgchend 
von deren Aziomen), wie es in den Beweisen der Zahlentheorie stattfindet. 
Denn gerade das logische SchlieBen fiihrte ja in seiner weitestgehenden 
Anwendung zur Antinomie (1.4). So allgemeine Begriffsbildungen wie 
die der beliebigen Mengen von Mengen (1.3) rechnen wir freilich nicht zur 
Zahlentheorie. Zur reinen Zahlentheorie gehéren lediglich endliche Mengen 
(von natiirlichen Zahlen etwa). Nimmt man wunendliche Mengen von 
natiirlichen Zahlen hinzu, so gelangt man bereits zu den reellen Zahlen 
und damit zur Analysis. Das ist die grundsitzliche Abgrenzuwng zwischen 
reiner Zahlentheorie und Analysis. 

Von hier aus gelangt man dann zur Mengenlehre, indem man den Be- 
griff ,,.Menge“ noch weiter ausdehnt. 

Wie kann man nun die Widerspruchsfreiheit der Arithmetik beweisen? 

2.2. ,,Beweistheorie'*. 

2.21. Die Behauptung, daB eine mathematische Theorie widerspruchs- 
frei sei, stellt eine Aussage iiber die in der Theorie méglichen Beweise 
dar. Sie besagt ja, daB keiner dieser Beweise auf einen Widerspruch 
fiihrt. Will man also Widerspruchsfreiheit beweisen, so mu man die 
in einer Theorie miglichen Beweise selbst zu Gegenstdinden einer neuen 
,Meta-Theorie machen. Die Theorie beliebiger mathematischer Beweise 
als Gegenstinde wird ,,Beweistheorie“, oder ,,Metamathematik“, genannt. 

2.22. Kin Beispiel eines Lehrsatzes der Beweistheorie ist das ,,Dualitats- 
prinzvp“ in der projektiven Geometrie: 




















Widerspruchsfreiheit der Zahlentheorie. 499 


Dieses besagt (in der Ebene) ungefahr, da8 man aus einem Satz 
iiber Punkte und Geraden wieder einen richtigen Satz erhalt, wenn man 
in ihm das Wort ,,Punkt‘‘ durch ,,Gerade“ und das Wort ,,Gerade“ durch 
»Punkt“ ersetzt. Beispielsweise ergibt der Satz: ,,Zu zwei voneinander 
verschiedenen Geraden gibt es genau einen Punkt, der mit beiden Geraden 
inzidiert (d. h. auf ihnen liegt) als duales Gegenstiick den Satz: ,,Zu 
zwei voneinander verschiedenen Punkten gibt es genau eine Gerade, die 
mit beiden Punkten inzidiert (d. h. durch sie geht)“. 

Das Dualitatsprinzip wird so begriindet: Die Axiome der projektiven 
Geometrie der Ebene sind so beschaffen, da8 die duale Umformung eines 
Axioms jeweils wieder ein Axiom ergibt. Wenn nun irgendein Satz aus 
diesen Axiomen abgeleitet worden ist, so kann man in dem ganzen Beweis 
das Wort ,,Punkt‘‘ durch ,,Gerade‘, das Wort ,,Gerade‘‘ durch ,,Punkt“ 
ersetzen, und erhalt damit einen Beweis fiir den dualen Satz. 

Diese Begriindung ist offenbar der Beweistheorie zuzurechnen, sie hat 
ja den ,,Beweis eines Satzes‘ zum Gegenstand. 


(Dieses Beispiel zeigt auch, da die Beweistheorie die eigentliche 
Mathematik zu férdern vermag.) 


2.23. Die ,,Formalisierung“ der mathematischen Beweise. 


Gegenstande der Beweistheorie sollen die in der eigentlichen Mathe- 
matik gefiihrten Beweise sein. Nun pflegt man diese Beweise mit Worten 
der Sprache auszudriicken. Diese haben den Nachteil, daB es viele ver- 
schiedene Redewendungen fiir dieselbe Aussage gibt, daB Willkiir in der 
Anordnung der Worte besteht, manchmal auch Zweideutigkeit. Daher 
empfiehlt es sich, um eine exakte Behandlung der Beweise zu erméglichen, 
diesen zunichst eine einheitliche, eindeutig festgelegte Form zu geben. 
Das geschieht durch die ,,Formalisierung der Beweise: Die Worte der 
Sprache werden durch bestimmte Zeichen ersetzt, die logischen SchluB- 
weisen durch formale Regeln zur Bildung von neuen formal dargestellten 
Aussagen aus schon bewiesenen. 

Im II. Abschnitt werde ich eine solche Formalisierung fiir die reine 
Zahlentheorie durchfihren. 

Das Beispiel des Dualitatsprinzips (2.22) zeigte deutlich die Schwierig- 
keiten, die sich fiir die Beweistheorie ohne Formalisierung ergeben: Der 
sprachliche Ausdruck des Satzes ,,zu zwei voneinander verschiedenen Ge- 
raden gibt es genau einen Punkt, der mit beiden Geraden inzidiert‘‘ muBte 
kiinstlich so gewahlt werden, daB die Ersetzung von ,,Punkt durch 
,»Gerade und umgekehrt wieder einen verstindlichen Satz ergibt. Man 
hat auch bei dem Beweise des Dualitatsprinzips das Gefiihl, daB dieser 
kein richtig strenger Beweis sei. Um ihn dazu zu machen, ware eben 
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die exakte Formalisierung der Aussagen und Beweise (fiir den Bereich der 
projektiven Geometrie) notwendig. ° 

2.3. Die beim Widerspruchsfreiheitsbeweis zu benutzenden SchluBweisen; 
der Satz von Gédel. 

2.31. Wie ist nun ein Widerspruchsfreiheitsbeweis, etwa fiir die reine 
Zahlentheorie, mit Hilfe der Beweistheorie zu fiihren? 

Man wird zunichst genau angeben miissen, was unter einem forma- 
lisierten ,,zahlentheoretischen Beweis‘‘ zu verstehen ist. Alsdann hat man 
nachzuweisen, daB es unter allen méglichen solchen ,,Beweisen“ keinen 
geben kann, der auf einen ,,Widerspruch“ fiihrt. (Dies ist eine einfache, 
an jedem vorgelegten ,,Beweis sofort nachpriifbare Eigenschaft von ,,Be- 
weisen“.) 

Ein solcher Widerspruchsfreiheitsbeweis wire nun wieder ein mathe- 
matischer Beweis, in dem gewisse Schliisse und Begriffsbildungen verwendet 
wiirden. Diese miissen als sicher (insbesondere als widerspruchsfrei) be- 
reits vorausgesetzt werden. Ein ,,absoluter Widerspruchsfreiheitsbeweis ist 
also nicht méglich. Ein Widerspruchsfreiheitsbeweis kann lediglich die 
Richtigkeit gewisser SchluBweisen auf die Richtigkeit anderer SchluBweisen 
zuriickfiihren. 

Man wird also verlangen miissen, daB in einem Widerspruchsfreiheits- 
beweis nur solche SchluBweisen benutzt werden, die im Vergleich zu den 
SchluBweisen der Theorie, deren Widerspruchsfreiheit man beweist, als er- 
heblich sicherer gelten kénnen. 

2.32. Von gréBter Bedeutung fiir diesen Punkt ist der folgende, von 
K. Gédel bewiesene beweistheoretische Satz*): ,,Es ist nicht méglich, die 
Widerspruchsfreiheit einer forma! gegebenen (abgegrenzten) Theorie, welche 
die reine Zahlentheorie in sich enthalt (und bereits dieser selbst), mit den 
gesamten Hilfsmitteln der betreffenden Theorie selbst nachzuweisen (vor- 
ausgesetzt, daB diese Theorie wirklich widerspruchsfrei ist)“. 

Daraus folgt also, daB man, um die Widerspruchsfreiheit etwa der 
reinen Zahlentheorie zu beweisen, fiir diesen Beweis keineswegs mit einem 
Teil der in der reinen Zahlentheorie verwendbaren Beweismittel auskommt, 
ja nicht einmal mit allen diesen Beweismitteln. Ist dann aber iiberhaupt 
noch eine wirkliche Zuriickfiihrung méglich ? 

Nun, es bleibt ja durchaus denkbar, daB man die Widerspruchs- 
freiheit der reinen Zahlentheorie nachweisen kann mit Hilfsmitteln, die 
zum Teil nicht mehr der reinen Zahlentheorie angehéren, aber trotzdem 
als sicherer gelten kénnen als die bedenklichen Bestandteile der reinen 
Zahlentheorie selbst. 


8) K. Godel, Uber formal unentscheidbare Sétze der Principia Mathematica 
und verwandter Systeme I, Monatsh. f. Math. u. Phys. 88 (1931), 8S. 173—198. 
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2.4. Im folgenden (II.—IV. Abschnitt) werde ich einen Widerspruchs- 
freiheitsbeweis fiir die reine Zahlentheorie durchfiihren. Dabei werden in 
der Tat Hilfsmittel Anwendung finden, die nicht der reinen Zahlentheorie 
angehéren (16.2). Es gibt in der Literatur‘) bereits verschiedene Wider- 
spruchsfreiheitsbeweise, die alle im wesentlichen bis zu dem gleichen Punkte 
fiibren, nimlich zur Erledigung der reinen Zahlentheorie mit Ausnahme 
der SchluBweise der ,,vollstaéndigen Induktion‘, die bekanntlich eine in der 
Zahlentheorie sehr wichtige, hiufig angewandte SchluBweise ist. Die durch 
meinen Beweis geleistete Einbeziehung der vollstaindigen Induktion macht 
bestimmte Schwierigkeiten (16. 2). 


II. Abschnitt. 
Die Formalisierung der reinen Zahlentheorie. 


Wie ich-unter 2.23 auseinandergesetzt habe, empfiehlt es sich fiir 
die beweistheoretische Behandlung einer mathematischen Theorie, dieser 
eine genau formal festgelegte Gestalt zu geben. Um also die Widerspruchs- 
freiheit der reinen Zahlentheorie zu beweisen, fihre ich zuniichst eine 
solche Formalisierung der reinen Zahlentheorie durch’). 


Diese Aufgabe zerfallt in zwei Teile: 

1. Die Formhalisierung der in der reinen Zahlentheorie vorkommenden 
Aussagen (§ 3). 

2. Die Formalisierung der in der reinen Zahlentheorie verwendeten 
Beweismittel, d. hh. SchluBweisen und Begriffsbildungen (§ 4—6). 


§ 3. 
Die Formalisierung der in der reinen Zahlentheorie 


vorkommenden Aussagen. 


3.1. Vorbereitende Erldéuterungen. 


3.11. Eine Formalisierung der mathematischen Aussagen ist auch 
auBerhalb der Beweistheorie nichts grundsitzlich Neues. Vielmehr findet 
schon von jeher in der Mathematik eine fortschreitende Formalisierung, 
4) W. Ackermann, Begriindung des ,,tertium non datur“ mittels der Hilbertschen 
Theorie der Widerspruchsfreiheit, Math. Ann. 98 (1925), S. 1—36; J. von Neumann, 
Zur Hilbertschen Beweistheorie, Math. Zeitschr. 26 (1927), S. 1—46; J. Herbrand, 
Sur la non-contradiction de ]’Arithmétique, Journ. f. d. reine u. angew. Math. 166 
(1932), S. 1—8; G. Gentzen, Untersuchungen iiber das logische SchlieBen, Math. 
Zeitschr. 39 (1935), S. 176—210, 405—431. 

5) Es gibt schon verschiedene solche Formalisierungen, an die sich die hier 
vorgefiihrte mehr oder weniger anschlieBt. 
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d. h. Ersetzung der Sprache durch mathematische Symbole, statt. So 
gibt es Aussagen, die man ganz in Zeichen schreibt, z. B. (a + b)-(a — b) 
= a*— 6, in Worten etwa: ,,Das Produkt aus der Summe und der 
Differenz der Zahlen a und 6 ist gleich der Differenz der Quadrate beider 
Zablen“. Dagegen wird die Aussage ,,Wenn a = 6 ist, so ist 6 = a“ 
im allgemeinen noch unter Benutzung von Worten dargestellt. Véllig 
formalisiert, wird sie geschrieben: a = b> b = a. 

3.12. Die Wortverbindung ,,wenn & gilt, so gilt 8, formal ge- 
schrieben: &U> %, ist ein Beispiel einer Verkniipfung von Aussagen zur 
Bildung einer neuen Aussage. Weitere Aussagenverkniipfungen werden 
dargestellt durch die Zeichen & \v, 7, VW und 3 mit folgenden Be- 
deutungen: UM & B bedeutet ,,W gilt und B gilt’, AV B: ,,W gilt oder 
B gilt (d. h. mindestens eine der beiden Aussagen ist giiltig), 7 U: ,,W 
gilt nicht“, VxM(x): ,,W(x) gilt fiir alle x“, 3xU(x): ,,es gibt ein x, so- 
daB W(x) gilt“. 

3.13. Als Beispiel gebe ich den ,,Goldbachschen Satz“ (,,jede gerade 
natiirliche Zahl ist als Summe von zwei Primzahlen darstellbar“) in for- 
maler Gestalt an: 

Va(2|\2,3 y4iz[y+2= 2 &(Prim y & Prim z)]}. 

Dabei bedeute Prim a ,,a ist eine Primzahl“; a|6, wie iiblich, ,,a 
ist ein Teiler von 5b“. Alle Variablen sollen sich nur auf natiirliche 
(= positive ganze) Zahlen beziehen. 

3.14. Die Zeichen =, Prim und | sind ,,Pridikatzeichen“; ein solches 
Zeichen stellt, nach Einsetzen von Zahlen in seine ,,Argumentstellen“ eine 
Aussage dar. Das Zeichen +- ist ein ,,Funktionszeichen“; ein solches stellt, 
nach Einsetzen von Zahlen in seine Argumentstellen, wieder eine Zahl dar. 

Das formale Abbild einer Aussage nennen wir allgemein eine ,,Formel”. 
(Wie man ja auch in der Mathematik z. B. (a+ 6)-(a— 6b) =a’ —B 
eine ,,Formel“, freilich in speziellerem Sinne, nennt.) 

Nach diesen Erlauterungen gebe ich nun eine genaue Kennzeichnung 
derjenigen formalen Ausdriicke, die in der formalisierten Zahlentheorie zur 
Darstellung von Aussagen zugelassen sein sollen. 

3.2. Genaue abdgrenzung des Begriffs ,,Formel“*). 

3.21. Zur Bildung von Formeln dienen folgende Arten von Zeichen: 

®) Da die Bezeichnung ,,Formel“ ganz allgemein fir formalisierte Aussagen 
gelten soll, ware der hier erklarte Sonderfall richtiger etwa als ,zahlentheoretische 
Formel“ zu bezeichnen. Da in der vorliegenden Arbeit keine anderen ,,Formeln“ 


auftreten, kann dieser Zusatz unterbleiben. Entsprechendes gilt fair die Begriffe 
»lerm“, ,,Funktionszeichen“ usw. 
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3.211. Zeichen fiir bestimmte natiirliche Zahlen: 1, 2,3, 4,5, 6,7, 8, 9, 
10,11,12,..., kurz ,,Zahlzeichen‘‘ genannt. (Zeichen fiir andere Zahlen 
brauchen wir nicht.) 

3.212. Variable fiir natiirliche Zahlen: Diese teile ich ein in freie 
und gebundene Variable (s. u.). Als Variable kénnen beliebige noch nicht 
anders verwendete Zeichen dienen; es ist nur jeweils anzugeben, ob ein 
solches Zeichen eine freie oder gebundene Variable sein soll. 

3.213. Zeichen fiir bestimmte Funktionen, kurz ,,Funktionszeichen“ ge- 
nannt: +, - und weitere nach Bedarf (siehe 6. 1). 

3.214. Zeichen fiir bestimmte Pridikate, kurz ,,Pradikatzeichen“ ge- 
nannt: =, <, Prim, | und weitere nach Bedarf (siehe 6. 1). 

3.215. Zeichen zur Verkniipfung von Aussagen: & \V, >, 7, VW, 3. 

3.22. Abgrenzung des Begriffs Term (formaler Ausdruck fiir eine 
— bestimmte oder unbestimmte — Zahl): 

3.221. Zahlzeichen (3.211) und freie Variable (3.212) sind Terme. 

3.222. Sind s und t Terme, so sind auch s+t und s-t Terme; 
entsprechend lassen sich auch mit etwaigen weiterhin eingefiihrten Funk- 
tionszeichen (3.213) weitere Terme bilden. 

3.223. Keine weiteren Ausdriicke, als solche, die gemiB 3.221 und 
3.222 gebildet sind, sind Terme. 

3.224. Beispiel eines Terms: [(a + 2)*-b]+ 4; a@ und 6 seien freie 
Variable. 

Klammern dienen in bekannter Weise zur Vermeidung von Mehr- 
deutigkeiten beziiglich der Zusammenfassung der einzelnen Zeichen. 

3.23. Nunmehr grenze ich den Begriff Formel (formales Abbild einer 
zahlentheoretischen Aussage) ab: 

3.231. Ein Prédikatzeichen (3.214), dessen ,,Argumentstellen“ durch 
irgendwelche Terme (3.22) ausgefiillt sind, ergibt eine Formel. 

Beispiel: (2 + a)-4 < b. 

3.232. Ist U eine Formel, so ist auch 7 & eine Formel. Sind UW 
und % Formeln, so sind auch YU & BS, AVY B und ADB Formeln. 

3.233. Aus einer Formel entsteht wieder eine Formel, wenn man 
eine darin vorkommende freie Variable durchgingig durch eine noch nicht 
vorkommende gebundene Variable x ersetzt und zugleich Wx oder 3x vor 
die ganze Formel schreibt. 

3.234. Keine weiteren Ausdriicke, als solche, die gemaB8 3.231, 
3.232 und 3.233 gebildet sind, sind Formeln. 

3.24. Durch Klammern ist, genau wie bei den Termen, dafiir zu 
sorgen, daB der Aufbau der Formel gemaB 3.232, 3.233 eindeutig er- 
sichtlich ist. 

Beispiele von Formeln: Siehe 3.13, 3.11, 3.231. 
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Der inhaltliche Sinn einer Formel ergibt sich aus den Erlauterungen 
unter 3.1. Es sei noch hinzugefiigt, da8 eine Forme! mit freien Variablen 
eine ,,unbestimmte“ Aussage darstellt, welche erst zu einer ,,bestimmten“ 
wird, wenn man fiir die freien Variablen Terme ohne freie Variable, z. B. 
Zahlzeichen, einsetzt’). 

Minimalterm hei®t ein Term, der aus einem Funktionszeichen mit 
Zahlzeichen in den Argumentstellen besteht, z. B.: 1 + 3. 

Minimaljormel heiBt eine Formel, die aus einem Pridikatzeichen mit 
Zahizeichen in den Argumentstellen besteht, z. B.: 4 = 12. 

Transjinit heiBt eine Formel, in der mindestens ein V- oder 3-Zeichen 
vorkommt. 

3.25. Deutsche und griechische Buchstaben verwende ich als ,,Mitteilungs- 
zeichen, d. h. als Variable der beweistheoretischen Betrachtungen iiber 
die Zahlentheorie. 

3.3. Reicht nun unser Formelbegriff zur Darstellung aller in der reinen 
Zahlentheorie vorkommenden Aussagen aus? 

Streng genommen, ist diese Frage zu verneinen. Es kommen in der 
reinen Zahlentheorie durchaus Aussagen vor (Beispiele folgen), die mit 
den formulierten Mitteln nicht unmittelbar formal dargestellt werden 
kénnen. Wir diirfen diese jedoch ruhig unberiicksichtigt lassen, wenn es 
nur jeweils gleichwertige Aussagen gibt, die in unserem Formalismus dar- 
stellbar sind. 

Hierfiir ein paar wichtige Beispiele: 

3.31. Ich habe als Gegenstéinde der Zahlentheorie nur die natiirlichen 
Zahlen beriicksichtigt. Nun spielen aber auch die iibrigen ganzen Zahlen, 
sowie gelegentlich die Briiche, in der Zahlentheorie eine Rolle. Es ist 
aber nicht schwer, nach irgendeinem Schema alle Aussagen, die von ganzen 
Zahlen oder auch von Briichen handeln, in Aussagen iiber natiirliche 
Zahlen umzudeuten, indem man davon ausgeht, daB sich die negativen 
Zahlen den positiven, die Briiche den Paaren von ganzen Zahlen zwordnen 


lassen. (Ein Beispiel: " = 4 deutet man als a-d = c-b.) Nimmt man 


zu den Gegenstanden der Zahlentheorie ferner endliche Mengen von natiir- 
lichen Zahlen, ganzen Zahlen oder Briichen hinzu (z. B. die ,,vollstandigen 
Restsysteme“), so kann man ebenfalls durch geeignete, in diesem Falle 


7) Ich will nicht, wie es sonst in der formalen Logik tblich ist, eine solche 
Formel als ,,fiir beliebige eingesetzte Zahlen giiltig‘‘ deuten, da in mathematischen 
Beweisen die freien Variablen in allgemeinerem Sinne benutzt werden; siehe etwa 
4.53. Man sollte hier, wie auch bei gebundenen J -Variablen, sinngemaBer von 
»,Unbestimmten“ als von ,,Variablen“ sprechen, doch ist die Bezeichnung ,, Variable“ 
nun einmal allgemein iblich geworden. 
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freilich kompliziertere, Umdeutungen alle Aussagen auf Aussagen iiber 
natiirliche Zahlen zuriickfiihren. Das gleiche gilt fiir Aussagen iiber dio- 
phantische Gleichungen u. dg]. als Gegenstinde. 

Ich will diese Umdeutungsmethoden hier nicht naher auseinandersetzen ; 
es liegen keine grundsatzlichen Schwierigkeiten (iusbesondere fiir den Wider- 
spruchsfreiheitsbeweis) darin, und ihre Durchfiihrbarkeit ist von jedem, 
der sich etwas eingehender mit diesen Dingen beschaftigt hat, leicht ein- 
musehen (siehe auch 17. 2). 

LaBt man unendliche Mengen von natiirlichen, ganzen oder gebrochenen 
Zahlen zu, so ist eine solche Umdeutung i. allg. nicht mehr méglich; 
diese sind eben schon Gegenstiinde der Analysis (vgl. 2.12). So pflegt 
man ja die reellen Zahlen selbst als gewisse unendliche Mengen von 
rationalen Zahlen zu definieren. 


3.32. Funktionen und Priddikate kommen in der Zahlentheorie in 
mannigfacher Form vor. Dem habe ich bei der Formeldefinition Rechnung 
getragen, indem ich unter 3.213 und 3.214 ,,weitere Zeichen nach Be- 
darf* zulieB. Niheres iiber die Einfiihrung von beliebigen Funktionen 
und Pridikaten folgt in § 6. 

3.33. Was schlieBlich die Aussagenverkniipfungen anbetrifft, so gibt es 
da beispielsweise folgende gebriuchliche Redewendungen: 

Die Aussage YU gilt dann und nur dann, wenn die Aussage 8 gilt.“ 
Diese Verkniipfung stellen wir natiirlich so dar: (86 > A) & (UD B). 

Es gibt genau eine Zahl x, auf welche die Aussage U(x) zutrifft.‘ 
Dafiir schreiben wir: 3x[%M(z) & Vy(%U(y) > y = x)], was offenbar das- 
selbe besagt. (Fiir x und y sind geeignete gebundene Variable zu wihlen; 
%() sei der aus W(x) bei Ersetzung von x durch » entstehende Aus- 
druck.) 

Es gibt unendlich viele Zahlen x, auf welche die Aussage U(x) zu- 
trifft.* Das bedeutet nichts anderes als: ,,Zu jeder Zahl gibt es eine 
Zahl, die gréBer als sie ist, und auf die M zutrifft; und in dieser Ge- 
stalt ist die Aussage in unserem Formalismus darstellbar. 

Die Anzahl der Zahlen x, auf welche die Aussage U(x) zutrifft. ist 
n. Diese Aussage — mit unbestimmt gelassenem n — 1laBt sich in 
unserem Formalismus nur erheblich umschrieben darstellen, etwa so: Man 
nimmt die endlichen Mengen von natiirlichen Zablen als Gegenstiinde hin- 
zu, und sagt statt der genannten Aussage: ,,Es gibt eine Menge von 
natiirlichen Zahien, deren Elementezahl n ist, und fiir die weiter gilt: 
Auf jedes ihrer Elemente trifft die Aussage % zu, und jede Zahl, auf die 
Y zutrifft, gehért zu der Menge.‘ Dabei ist ,,Elementezah] eine Funk- 
tion, ,,zugehéren‘“ ein Prddikat, beide sind zuvor zu definieren. Der Be- 
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griff der endlichen Menge kann schlieBlich wieder gemi8 3.31 umschrieben 
werden. 

So gibt es noch vielerlei sprachliche Redewendungen, die sich alle auf 
unmittelbar formalisierbare Ausdrucksweisen zuriickfiihren lassen. 

3.34. Ich komme auf die Frage der Vollstandigkeit des Formalismus 
in ganz allgemeinem Sinne im Anschlu8 an den Widerspruchsfreiheitsbe- 
weis zuriick (17.1). 


§ 4. 
Beispiel eines Beweises aus der reinen Zahlentheorie. 

4.1. Ich schreite jetzt zur Formalisierung der in der reinen Zahlen- 
theorie verwendeten Beweismittel. D.h.: Ich habe méglichst vollstindig 
alle in den Beweisen der reinen Zahlentheorie verwendeten Schlufweisen 
und Begrif{sbildungsmethoden anzugeben, und zugleich fiir diese eine formal 
festgelegte Gestalt vorzuschreiben, die alle Verschiedenheiten der sprach- 
lichen Darstellung vermeidet. 

Erst wenn sich daraufhin eine genaue formale Definition dafiir geben 
laBt, was unter einem rein-zahlentheoretischen ,,Beweis‘‘ zu verstehen ist, 
kénnen wir mit der Beweistheorie der reinen Zahlentheorie beginnen. 

Ich werde zuniachst in diesem § ein Beispiel eines zahlentheoretischen 
Beweises angeben und die einzelnen Schlufweisen an Hand von Beispielen 
aus dem Beweis nach bestimmten Gesichtspunkten einteilen. In § 5 werde 
ich dieselben dann allgemein genau formulieren. 

In §6 behandle ich schlieBlich die Methoden der Begriffsbildung und 
die damit zusammenhangenden zahlentheoretischen ,,Axiome“. 

4.2. Als Beispiel eines Beweises aus der reinen Zahlentheorie wihle 
ich den allbekannten Euklidschen Beweis fiir den Satz: ,,Es gibt wnendlich 
viele Primzahlen.“ 

Ich gebe den Beweis zuniichst kurz in Worten an, in einer etwas fiir 
den vorliegenden Zweck zugeschnittenen Fassung. 

Im folgenden (im ganzen § 4) verwende ich die Buchstaben a, b,, 6,, 
c,d, l,m,n als freie Variable, die Buchstaben z, y als gebundene Variable 
(fiir natiirliche Zahlen). 

Der zu beweisende Satz lautet genauer: ,,Zu jeder natiirlichen Zahl 
gibt es eine gréBere, welche Primzahl ist.“ 

Sei nun a eine beliebige natiirliche Zahl. Dann ist zu zeigen, dab 
es eine Primzahl gibt, die gréBer als a ist. Wir betrachten die Zahl 
a!+1. Ist sie eine Primzahl, so erfiillt sie bereits die Behauptung. Ist 
sie keine Primzahl, so hat sie einen Teiler 6, (auBer 1 und sich selbst). 
Dieser ist gréBer als a, denn die Zahlen von 2 bis a kénnen in a! +1 
nicht aufgehen, da die Division stets den Rest 1 ergibt. Ist 6, eine 
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Primzah], so erfiillt sie die Behauptung. Ist sie keine Primzahl, so hat 
sie ebenfalls einen Teiler 6, auBer 1 und sich selbst. Dieser geht auch 
in a!-+1 auf, da 6, darin aufgeht. Also ist 6, ebenfalls gréBer als a. 
Durch dauernde Wiederholung dieses Gedankengangs erhalten wir eine 
Reihe von Zahlen: a! + 1,56,,5,,..., die immer kleiner werden. Die 
Reihe mu8 also irgendwann ein Ende nehmen, d. h. die letzte Zahl ist 
dann eine Primzahl, die Teiler von a! + 1 und gréBer als a ist. Damit 
ist die Existenz einer Primzahl, die gréBer als a ist, nachgewiesen. Da a 
eine ganz beliebige natiirliche Zahl war, so folgt: Zu jeder natiirlichen 
Zahl gibt es eine gréBere, welche Primzahl ist. Das war zu zeigen. 
4.3. Ich habe bei dem Beweis verschiedene einfache Satze als bereits 
bekannt vorausgesetzt. Diese kénnte man durch weitere Beweise auf noch 
einfachere Tatsachen zurtickfiihren, doch kommt es mir darauf jetzt nicht 
an, sondern vor allem auf die Schliisse, die in dem gezeigten Beweisgang 
selbst auftreten. 

Dabei ist zu beriicksichtigen, daB wir durch Ubung gewohnt sind, 
' ganze SchluBreihen auf einmal durchzufiihren, ohne da8 wir uns noch jedes 
einzelnen darin enthaltenen Schlusses bewuBt sind. Um also die eigent- 
lichen Elementarschliisse herauszufinden, will ich den Euklidschen Beweis 





. jetzt noch einmal durchgehen und bei einigen Teilen des Beweises alle 
: darin enthaltenen Einzelschliisse ans Licht bringen. Zugleich werde ich die 
. einzelnen nacheinander vorkommenden Aussagen gema8 § 3 formalisieren. 
4.4. Ausfiihrliche Zergliederung des Euklidschen Beweises. 

1 Der Beweis enthalt, etwas versteckt, eine ,,vollstandige Induktion“ 

(siehe die Stelle: ,,durch dauernde Wiederholung dieses Gedankengangs. . .“). 
2 Die iibliche Normalform der SchluBweise durch vollstindige Induktion ist 
h diese: Man beweist die Giiltigkeit einer Aussage fiir die Zahl 1; man 

zeigt ferner, daB die Aussage, wenn sie fiir eine beliebige natiirliche Zahl 
r n gilt, auch fiir n+ 1 giiltig ist; alsdann gilt diese Aussage fiir jede 


beliebige natiirliche Zahl. 
‘ Ich will auch die hier auftretende verkappte vollstandige Induktion 


e auf diese Normalform bringen; dazu wihle ich folgende Aussage als 
»Induktionsaussage“, fiir eine Zah] m ausgesprochen: ,,Entweder gibt es 
1 unter den Zahlen von 1 bis m eine Primzahl, die gréBer als a ist, oder 


alle diese Zahlen, auBer 1, gehen nicht in a! +1 auf.“ Formal: 

5 (A2[z < m& (Prim 2&z > a)]} V Vy[(y > 1&y Sm) >7 y|(a! +1). 
i! Der Beweis verliuft nun so: 

t 4.41. Zunachst ist die Induktionsaussage fiir m = 1 zu beweisen. 
) Hier ist ihr zweiter Teil ganz von selbst erfiillt, da es iiberhaupt keine 
1 Zahlen, die gréBer als 1 und kleiner oder gleich 1 sind, gibt. Ausfiihrlich: 
Fiir beliebiges ¢ gilt 7 (¢e > 1&c < 1); dies setzen wir als bekannt voraus. 











508 G. Gentzen. 


Dann gilt auch (ce > 1 &¢ <= 1) > 7 e|(a! + 1), sowie, da c beliebig war, 
Vyly>1l&ys 127 y\(a!+1)). Daraus folgt ferner, gema8 der 
Bedeutung des \/ (3. 1 2), die gesamte Induktionsaussage fiir m = 1, nimlich: 
{(az(2 51 & (Primz &2>a))} V Vy[(y>1&yS1)> 7 y\(a! + 1). 

4.42. Nun kommt der ,,/nduktionsschritt“ an die Reihe, d.h.: Wir 
nehmen an, die Induktionsaussage sei fiir eine beliebige Zahl n bereits 
bewiesen, es gelte also 
{az[z < n& (Primz&z > a))} V Vy[(ly>1l&y Sn) > 7 y| (a! +1); 
alsdann ist sie fiir n + 1 als giiltig zu erweisen. Das geschieht folgendermaBen: 

Auf Grund der Induktionsannahme sind zwei Fille méglich: 

l. az[z < n & (Primz & z > a)}, 
2. Vy[(y>l&y << n)> 7 y|(a! + 1). 

Im ersten Falle ergibt sich ohne weiteres, was ich nicht naher aus- 
fiihre, Jz[ze S n+1& (Primz&z>a)}. Damit ist in diesem Falle be- 
reits die Induktionsaussage fiir n + 1, namlich 

\az(z < n+ 1 & (Primz & z > a)}} 
VVyly>l&yson+))37 y\(a! +1), 
bewiesen. 
Behandeln wir nun den zweiten Fall: 
Vyl(y>l&ysn)> 7 y\(a! + 1)). 
Es gilt (n + 1)|(a!+1) V 7 (n+1)|(a!4 1). Demgema8 kénnen wir 
zwei Unterfalle unterscheiden: 

1. Unterjall: (n+ 1)\(a!+ 1). Alsdann ergibt sich Prim (n 4-1) & 
(n +1) > a, was ich nur kurz zeige, da hierbei nur solche SchluBweisen 
Anwendung finden, fiir die wir schon Beispiele in den iibrigen Teilen des 
Beweises haben: 

n-+-1 ist eine Primzahl; denn hatte sie einen Teiler auBer 1 und 
sich selbst, so wire dieser kleiner als n +-1 und teilte auch a! +1, das 
widersprache aber unserer Annahme V y[(y > l&y <)> 7 y| (a! + 1)). 
n-+- 1 ist ferner gréfer als a; denn die Zahlen von 2 bis a gehen in 
a! +1 nicht auf, da die Division stets den Rest 1 ergibt. Also gilt in 
der Tat Prim (n + 1) & (n +1) >a; ferner ist n+ 1< n +1, also gilt 
n+1lioion+1&(Primn+1&n+1 >a), folglich anch 

3z[z << n+1& (Primz & z > a). 
und damit 
{az[ze# =< n+1& (Primz &z > a))}} 
V Vyly>l&y Sa+1)57 y{(a! +1). 

2. Unterfall: 7 (n+ 1)|(a! +1). d sei eine beliebige Zahl, und zwar 
si d>1&d<=n+i. Aus d<n-+1 folgt, was als beksunt an- 
genommen werde, d< » \V d=n-+- 1. 
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Sei zunichst d < n; nun gilt Vy[(y > l&y < n) > 7 y|(a! + 1)], 
also insbesondere (d > 1 &d <= n)> 7 d\|(a!+ 1). Aus d > 1 zusammen 
mit d < n ergibt sich d > 1&d <= n, mit dem vorigen zusammen also 
7 d\(a! +1). 

Ist dagegen d = n+ 1, so folgt wegen 7 (nm + 1)|(a! + 1) ebenfalls 
7 d|(a! + 1). 

Somit gilt tiberhaupt 7 d|(a! + 1), als Folgerung aus der Annahme 
d>1&d<n+1. Also kénnen wir schreiben: (d >1&d < n+1) 
> 7 d|(a!+ 1), und weiter, da d eine beliebige Zahl war, 

Vyly>l&yson+))>7 y\(@!+ 1), 
somit wiederum 
{az(z < n+1& (Primz &z> a)}} 
V Vyly>l&éysont+l>7 y|(@! +1). 

Damit haben wir in allen Fallen die Induktionsaussage fiir n + 1 
erhalten, womit der Induktionsschritt beendet ist. 

4.43. Nunmehr lat sich der Beweis rasch zu Ende fiihren: 

Mittels vollstandiger Induktion ergibt sich die Giiltigkeit der Induktions- 
aussage fiir beliebige Zahlen. Wir bendtigen sie nur fiir die Zahl a! + 1: 

{az|z =< a! +1 & (Prim z & z > a)}} 
VVy¥ly>1l&y<al+>7 y\@!+)). 
Der zweite Fall ergibt insbesondere 
(a! +1>1&al+1<sal+l)x7(@!4 Vi(@l+). 
Nun gilt a! +1>1&a!+1< a!+1, was wir als bekannt an- 
nehmen; also ergibt sich 7 (a! + 1)|(a!+ 1). Andrerseits gilt natiirlich 
(a! + 1)|(a!+-1), wir erhalten also einen Widerspruch, d.h. der zweite 
Fall kann unméglich eintreten; formal: 
7Vyly>l&y Sa'+)57 yl! + 2D). 
Es bleibt nur der erste Fall iibrig, d.h.: Jz([z < a! + 1 & (Primz & z > a)). 
Sei | eine solche Zahl, gelte also 1 <= a! + 1 & (Prim/&1> a). Insheson- 
dere gilt dann Prim/&1 >a, daraus folgt 3z(Primz&z>a). Nun 
war a eine ganz beliebige natiirliche Zahl, daher gilt dies fiir alle natiir- 
lichen Zahlen, d.h. Wy3z(Primz&z> yy). Das ist das Endergebnis 
des Euklidschen Beweises. 

4.5. EBinteilung der einzelnen SchluBweisen an Hand von Beispielen 
aus dem Euklidschen Beweis. 

Wir wollen jetzt unser Augenmerk auf die einzelnen Schliisse lenken, 
die in dem vorgefiihrten Beweisgang vorkommen. Da ergibt sich fast 
von selbst die folgende EHinteilung derselben: 

Zu jeder der Aussagenverkniipfungen &, \/, >, 7, V und J gibt es 


gewisse ihr zugehdérige SchluBweisen. Diese lassen sich weiterhin einteilen 
Mathematische Annalen. 112. 34 
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in SchluBweisen, durch welche die betreffende Verkniipfung eingefiihrt 
wird, und solche SchluBweisen, durch welche dieselbe Verkniipfung aus 
einer Aussage beseitigt wird. Ich gebe als Beispiele fiir jeden einzelnen 
Fall einen SchluB aus dem Euklidschen Beweis an: 

4.51. Eine V-Einfiihrung liegt vor am Ende des Beweises, namlich: 
Nachdem fiir eine beliebige Zahl a bewiesen war 3z(Prim z & z > a), 
wurde gefolgert VyJ3z(Prim z & z > y). 

Eine V-Beseitigung fand statt unter 4.42, 2. Unterfall, indem aus 
Vyly>l&ysn> 7 y\(a!4+1)) auf(d >1&d <= n)>7dI\a!+4+1) 
geschlossen wurde. 

4.52. Eine &-Einfiihrung (aus 4.42, 2. Unterfall): Die beiden Aus- 
sagen d > 1 und d <= n ergaben zusammen die Aussage d > 1 &d < n. 

Eine &-Beseitigung (aus 4.43): Von 1 < a!+ 1 &(Priml &1 >a) 
wurde auf Prim / & 1 > a geschlossen. 

4.53. Eine 3-Einfiihrung (aus 4.43): Aus Prim/&l>a wurde 
gefolgert 3z (Prim z & z > a). 

Eine 3-Beseitigung (aus 4.43): Es galt die Aussage 

3z(z < a! +1& (Primz &z >a)}. 
Daraus wurde geschlossen 1 < a! + 1 & (Prim! & 1 >a), worin I irgend- 
eine der Zahlen, die es auf Grund der vorigen Aussage gibt, bedeuten sollte. 

4.54. Eine \/ -Einfiihrung (aus 4.41): Von 

Vyly>l&yso)o7yl@!+1)) 
wurde auf 
\az[z = 1& (Primz&z>a)j} V Vy[((y>l&yslr7 y\(a!+)) 
geschlossen. 

Eine \/ -Beseitigung (aus 4.42): Es galt 

\az([z< n & (Prim z & z > a)}} 
V Vy¥ly >1&y <Sn)>7 yl\(al +) 
Hieraus ergab sich die Fallunterscheidung: Erster Fall: 
dz(z< n& (Primz & z > a)], 
zweiter Fall: 
Vylly>1&y Sn)> 7 y/(@! + I). 
Die Fallunterscheidung wurde dadurch beendet, daB in beiden Fallen 
schlieBlich dieselbe Aussage 
\az([z n+ 1& (Primz & z > a)}} 
VVyly>l&yson+)57y\(a!+1)) 
gefolgert werden konnte. 

4.55. Eine >-EKinftihrung (aus 4.42, 2. Unterfall): Ausgehend von 
der Annahme d > 1 &d < n-+-1 waren wir zu dem Ergebnis gelangt: 
7 d\(a!+1). Also galt: (d>1l&don+1)> 7d\(a! + 1). 
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Eine >-Beseitigung (aus 4.42, 2. Unterfall): Aus d>1l&d<n 
und (d > 1&d <= n)> 7 d|(a! + 1) wurde auf 7 d|(a! + 1) geschlossen. 

4.56. Fiir die Negation (~) liegen die Verhiltnisse nicht so einfach: 
es gibt hier nimlich eine Reihe von verschiedenen SchluBweisen, die sich 
nicht klar in 7 -Einfiihrungen und ~ -Beseitigungen scheiden. Ich komme 
darauf noch zuriick (5.26). Nur ein wichtiges Beispiel aus dem Euklid- 
schen Beweis sei hier angefiihrt, namlich ein ,,Widerlegungs‘‘-SchluB (aus 
4.43): 7 Vy[(y>1&ysSa!+1)5 7 y{\(a!+1)] wurde daraus ge- 
schlossen, daB die Annahme Vy|(y>1&y = a!+1)> 7 y|(a! 4+ 1)) 
auf einen Widerspruch fiihrte, nimlich auf die Aussage 7 (a! + 1)| (a! + 1), 
wahrend andererseits (a! + 1)|(a! + 1) beweisbar ist. 


§ 5. 


Die Formalisierung der in der reinen Zablentheorie vorkommenden 
SchluB weisen. 


5.1. Vorbemerkungen. 
Meine nachste Aufgabe ist nun, die an Beispielen aufgezeigten ver- 


schiedenen Arten von SchluBweisen in ihrer allgemeinen Fassung zu 
formulieren. 


Die Feststellung der EinzelschluBweisen ist nicht ganz eindeutig. 
Doch scheint mir die von mir gewihlte, auf die Einteilung in Hinfiihrungen 
und Beseitigungen der einzelnen Aussagenverkniipfungen gegriindete Fest- 
setzung derselben besonders naheliegend und natiirlich zu sein. 

Wie sieht nun die allgemeine Fassung einer SchluBweise aus? 

Z. B. als allgemeine Form der &-Beseitigung wird man geneigt sein, 
einfach die folgende festzusetzen: Wenn eine Aussage der Form U& B 
bewiesen ist (M% und % seien beliebige Formeln), so ist auch M (bzw. B) 
giiltig. 

Da ist aber noch etwas zu beachten: Ein mathematischer Beweis 
ist im allgemeinen nicht so einfach gebaut, daB er von giiltigen Aus- 
sagen zu immer neuen giiltigen Aussagen, durch Anwendung der Schliisse, 
fortschreitet. Es kommt vielmehr auch vor, daB eine Aussage als giiltig 
angenommen wird und weitere Aussagen daraus gefolgert werden, deren 
Giiltigkeit also von der Giiltigkeit dieser Annahme abhdngt. Beispiele aus 
dem Euklidschen Beweis: Die ,,Widerlegung“ (4.56), die >-Kinfiihrung 
(4.55), der Induktionsschritt bei der vollstindigen Induktion (4. 4 2). 

Um die Bedeutung irgendeiner in einem Beweis vorkommenden Aus- 
sage vollstdindig zu bezeichnen, mu8 man also jeweils angeben, von welchen 
etwa gemachten Annahmen sie abhingig ist. 

34* 
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Dazu setze ich fest, daB im formalisierten Beweis zu jeder (formali- 
sierten) Aussage 8 die (formalisierten) Annahmen U,,...,U,, von denen 
sie abhingt, hinzugeschrieben werden sollen, und zwar in folgender Form: 

a, G,, .- + W,, —> 8; 
zu lesen: Unter den Annahmen %,, ... %, gilt 8. Einen solchen Ausdruck 
nenne ich-eine ,,Sequenz*). Wenn keine Annahmen vorliegen, schreibe 
man > 8%. 

Ein Beispiel aus dem Euklidschen Beweis: Die Aussage 7 d|(a! + 1) 
aus 4.42, 2. Unterfall, ist in ihrer Abhangigkeit von Annahmen durch 
folgende Sequenz darzustellen: 

Vyly>1&ySm)>7 yl@!+)), 7+ Yi@!+0, 
d>1l&dsn+1 + 7d\(a!+1). 

Da nun im formalisierten Beweis jede Aussage des urspriinglichen 
Beweises durch eine Sequenz dargestellt wird, kénnen die Schlufweisen 
auch gleich fiir Seguenzen formuliert werden. 

Unser obiges Beispiel, die &-Beseitigung, wire jetzt so zu fassen: 
» Wenn die Sequenz G,,..., 6, +> U& B bewiesen ist (u > 0), so ist 
auch ©,, ..-, 6, > U bzw. G,,... 6, > B giiltig.“ 

Im folgenden werde ich in gleicher Weise auch fiir die iibrigen 
SchluBweisen allgemeine Schemata angeben. 

5.2. Genaue allgemeine Forimulierung der einzelnen Schluweisen. 

5.21. Abgrenzung des Begriffs Sequenz*) (formaler Ausdruck fiir die 
Bedeutung einer Aussage in einem Beweis in ihrer Abhingigkeit von 
etwaigen Annahmen): 

Eine Sequenz ist ein Ausdruck von der Form 

W,, 4,,...,%. > B, 
wobei fiir U,, U,, ..., M, und B beliebige Formeln (3.23) stehen diirfen. 
Die Formeln 4,, ..., 4, nenne ich Vorderformeln, 8 die Hinterformel der 
%) Man kénnte hierfiir eine einzige Formel von der Gestalt 
(..((M, & Uy) &...)&M)IB 

schreiben. Dadurch wiirde aber die urspriingliche Struktur des mathematischen 
Beweises verwischt; in dem Beweis trat ja die durch diese Formel dargestellte 
Aussage ,,wenn U, und U,... und Wy gelten, so gilt SB, gar nicht ausdriicklich 
auf, sondern nur die einzelnen Aussagen U,... Un als Annahmen, die Aussage 8 
als eine Folgerung aus diesen Annahmen. 

%) In meiner Arbeit .,Untersuchungen iiber das logische SchlieBen‘‘ brauchte 
ich das Wort ,,Sequenz“ in einer allgemeineren Bedeutung, die ich aber hier nicht 
bendtige. Fiir Leser jener Arbeit sei ferner erwahnt, daB der hier entwickelte 
SchluBweisenf lismus im wesentlichen dem dortigen ,,Kalkiil NK‘ entspricht. 
Auch der ,,Kalkil LX“ eignet sich fiir den Widerspruchsfreiheitsbeweis. Dieser 
wird dann sogar teilweise einfacher, doch weniger ,,natiirlich“. 
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Sequenz. Es ist zulissig, daB iiberhaupt keine Vorderformeln da sind, 
dann hat die Sequenz die Gestalt: — 8. Eine Hinterformel soll aber 
immer vorhanden sein. 

5.22. Abgrenzung des Begriffs Herleitung (formales Abbild eines 
Beweises) : 

Eine Herleitung besteht aus einer Anzahl von aufeinanderfolgenden 
Sequenzen, von denen jede entweder eine ,,Grundsequenz“ ist oder aus 
irgendwelchen vorangehenden Sequenzen durch eine ,,Strukturdnderung“ 
oder durch Anwendung einer ,,SchluBregel“ hervorgeht. Die Erklirung 
der einzelnen Begriffe folgt gleich. 

Die letzte Sequenz einer Herleitung enthalt keine Vorderformeln, ihre 
Hinterformel heiBt die Endformel der Herleitung. (Diese stellt die durch 
den Beweis bewiesene Aussage dar.) 

5.23. Erklarung des Begriffs Grundsequenz: 

Ich unterscheide ,,logische“ und ,,mathematische“ Grundsequenzen. 

Eine logische Grundsequenz ist eine Sequenz von der Form D — D, 
wobei D eine beliebige Formel sein kann. (Eine solche tritt bei der 
Formalisierung eines Beweises dann auf, wenn in dem Beweis eine An- 
nahme D gemacht wird.) 

Eine mathematische Grundsequenz ist eine Sequenz von der Form > €, 
wobei die Formel € ein ,,mathematisches Axiom“ darstellt. Was ins- 
besondere unter einem zahlentheoretischen ,,Aziom“ zu verstehen ist, werde 
ich in § 6 erlaéutern. 

5.24. Erklarung des Begriffs Strukturdnderung: 


Folgende Arten von Umformungen einer Sequenz heiBen Struktur- 
dnderungen (weil sie nur die Struktur der Sequenz, unabhingig von der 
Bedeutung der einzelnen Formeln, betreffen): 

5.241. Vertauschen zweier Vorderformeln; 

5.242. Weglassen einer Vorderformel, die gleich einer anderen Vorder- 
forme] ist; 

5.243. Zuftigen einer beliebigen Formel zu den Vorderformeln; 

5.244. Ersetzung einer gebundenen Variablen innerhalb einer Formel 
im ganzen Wirkungsbereich eines V- oder 3-Zeichens durch eine andere, 
in der Forme] noch nicht vorkommende gebundene Variable. — 

Durch Anderangen gemaB 5.241, 5.242 und 5.244 wird offenbar 
die Bedeutung der betreffenden Sequenz nicht geandert; denn fiir diese 
macht es nichts aus, in welcher Reihenfolge man die Annahmen nennt 
und ob man ein und dieselbe Annahme mebrfach anfiihrt, sowie schlieBlich, 
was fiir Zeichen man als gebundene Variable verwendet. Alle diese 
Anderungsméglichkeiten sind also rein formaler Natur und inhaltlich be- 
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langlos; nur wegen der Besonderheiten der Formalisierung miissen sie 
ausdriicklich erwaihnt werden. 

Eine Strukturiinderung gemaS 5.243 bedeutet, daB man zu einer 
Aussage eine beliebige Annahme hinzufiigen darf, von der sie, neben 
etwaigen anderen Annahmen, abhiangen soll. Dies scheint zunichst etwas 
sonderbar; doch wird man z. B., wenn eine Aussage richtig ist, nicht 
umhin kénnen, zuzugeben, da8 sie dann auch unter der Voraussetzung 
einer beliebigen Annahme giiltig ist. (Wollte man etwa verlangen, daf 
dies nur im Falle einer ,,tatsichlichen Abhingigkeit behauptet werden 
diirfe, so wiirden sich erhebliche Schwierigkeiten durch die Méglichkeit 
von Beweisen, in denen eine Annahme nur scheinbar benutzt wird, ergeben.) 

5.25. Erklirung des Begriffs SchluBregel (formales Gegenstiick einer 
SchluBweise): 

Wir brauchen insgesamt dreizehn SchluBregeln. 

5.250. Die dabei verwendeten deutschen und griechischen Buchstaben 
haben folgende Bedeutungen: 

Fiir U, B und € diirfen beliebige Formeln stehen; fiir V x ¥ (x) bzw. 
3x (x) eine beliebige Formel von dieser Gestalt, alsdann bedeutet ¥ (a) 
bzw. %(t) diejenige Formel, die aus %§(zx) entsteht, wenn man die ge- 
bundene Variable x durch eine beliebige freie Variable a bzw. einen be- 
liebigen Term t ersetzt; fiir I, 4, O diirfen beliebige, evtl. leere Reihen 
von Formeln, durch Kommata getrennt, stehen (als Vorderformeln der 
betreffenden Sequenz). 

Nun die einzelnen Schlufregeln: 

5.251. SchluBregel der &-Einfiihrung: Aus den Sequenzen J" > YU 
und A + % ergibt sich die Sequenz J, A + “U& B. 

&-Beseitigung: Aus T > & & B ergibt sich [> U baw. J > B. 

\V -Binfiihrung: Aus I’ > & ergibt sich T+ UV B baw. > BY UW. 

\ -Beseitigung: Aus "7 > UV B und AU, A + € und BO > € er- 
gibt sich I’, 4,0 + €. 

V-Einfiihrung: Aus I’ > % (a) ergibt sich +> Vx (x), vorausgesetzt, 
daB die freie Variable a in [ und Vx (x) nicht vorkommt. 

V-Beseitigung: Aus I’ > Wx (x) ergibt sich I" > § (t). 

3-Einfiihrung: Aus [' +> §(t) ergibt sich J° + Ix F(z). 

3-Beseitiqung: Aus I’ 3x (x) und F(a), 4 + € ergibt sich 
I’, 4 + €, vorausgesetzt, daB die freie Variable a in J’, A, € und 4x F(z) 
nicht vorkommt. 

>-Einfiihrung: Aus U, I + B ergibt sich [> UDB. 

>-Beseitigung: Aus I’ + MU und 4 + UDB ergibt sich [',4 > B. 

5.252. SchluBregel der ,, Widerlegung“: Aus U, [> B und U, 4+ 7B 
ergibt sich T', A > 7 U. 
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,,Beseitigung der doppelten Verneinung‘: Aus [+ 7 7 YU ergibt 
sich [' > U. 
5.253. SchluBregel der ,,vollstdéndigen Induktion“’: Aus I + §(1) 
und §(a), 4 + §(a+ 1) ergibt sich I’, A + F(t), vorausgesetzt, daB die 
freie Variable a in J’, A, §(1) und F(t) nicht vorkommt. 
5.26. Einige Erlauterungen zu den SchluBregeln. 


Die Formulierung der einzelnen SchluBregeln diirfte im allgemeinen 
an Hand der zugehérigen Beispiele von Schliissen (4.5) verstandlich sein. 
Einige Punkte seien noch erlautert: 

Die I’, A und @ sind erforderlich, weil man im allgemeinsten Falle 
mit beliebig vielen Annahmen rechnen muB. 

Die Formulierung mit zugehérigen Annahmen, die bei >-Einfiihrung, 
,,Widerlegung‘ und vollstandiger Induktion ohne weiteres naheliegt, er- 
scheint vielleicht bei \- und 3-Beseitigung etwas kiinstlich, wenn man 
diese mit den entsprechenden SchluBbeispielen (4.5) vergleicht. Es ist 
jedoch fiir die Formulierung am bequemsten, bei der Fallunterscheidung 
(\y -Beseitigung) die beiden unterschiedenen Méglichkeiten einfach als An- 
nahmen aufzufassen, die dann, wenn man aus beiden dasselbe Ergebnis (C) 
erhalten hat, erledigt sind; und bei der 3-Beseitigung ist es ahnlich: Die 
aus 3x (x) gefolgerte Aussage (a) ist insofern nur eine Annahme, als 
von der in ihr vorkommenden Variablen a angenommen wird, daB sie 
irgendeine der gemaB 3x (x) vorhandenen Zahlen mit der Eigenschaft § 
darstelle. Diese Annahme ist dann erledigt, sobald man aus ihr eine 
Folgerung (€) gezogen hat, in der diese Variable a nicht mehr vorkommt. 

Damit komme ich zugleich auf einen weiteren Punkt, der einer kurzen 
Erlauterung bedarf: Das sind die Bedingungen fiir die freien Variablen, 
wie sie bei den SchluBregeln der V-Einfiihrung, 3-Beseitigung und der 
volistandigen Induktion gestellt sind. Die Bedingung besagt jeweils, daB 
die zur SchluBregel gehérige freie Variable a unter allen zur SchluBregel 
gehérigen Formeln (die Annahmeformeln eingeschlossen) lediglich in der 
Formel § (a) bzw. §%(a-+ 1) vorkommen darf. Man kann sich leicht an 
Beispielen klarmachen, daB diese Forderung i. allg. notwendig und eigent- 
lich selbstverstandlich ist; bei mathematischen Beweisen erfiillt man sie 
ganz von selbst. (In den iibrigen Formeln hat eben die Variable a auf 
Grund ihres Verwendungszweckes gar nichts zu suchen.) 

Zu den Schlufregeln fiir die Negation ist zu sagen: Wie schon unter 
4.56 erwahnt, ist hier die Auswahl der ElementarschluBweisen willkiir- 
licher als fiir die anderen Aussagenverkniipfungen. Ich méchte noch 
folgende dafiir in Betracht kommende einfache SchluBregeln erwihnen: 
Aus UI + B und 7 U, A > B ergibt sich [', 4 + B. 
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Aus F+UVS und 4+ 78 ergibt sich I, 4 + A (Beispiel 
unter 4. 43). 

Aus ’-> 7 8 und 4, A — 8 ergibt sich ',4 > 7 &. 

Aus + 7 & ergibt sich J. + MA > B (Beispiei unter 4.41). 

Aus + M% und 4 > 7 & ergibt sich [', A > B. 

Ferner kénnte man als logische Grundsequenzen fiir die 7 -Verkniipfung 
nehmen: 

> &V 74, ,,Satz vom ausgeschlossenen Dritten‘‘ 
(Beispiel unter 4. 42); 
+> 7(U& 7 YU), ,,Satz vom Widerspruch“. 

Die beiden von mir gewahlten SchluBregeln (5.252) sind aber aus- 
reichend; die iibrigen hier angegebenen SchluBregeln und Grundsequenzen 
sind in ihnen (mit Hinzunahme der SchluBregeln fiir die iibrigen Aus- 
sugenverkniipfungen) schon enthalten, wie sich ohne wesentliche Schwierig- 
keiten nachweisen laBt. 

5.3. Reichen nun unsere SchluBregeln zur Darstellung aller in der reinen 
Zahlentheorie vorkommenden Schliisse aus? 

5.31. Die Vollstandigkeit der rein logischen, d. h. der den Aussagen- 
verkniipfungen &, \/, >, 7, VW, 4 zugehdérigen SchluBregeln, in dem Sinne, 
daB alle richtigen Schliisse von gleicher Art bereits durch die angegebenen 
SchluBregein darstellbar sind, ist durch besondere Untersuchungen bewiesen 
worden "*). 

Zu diesen SchluBweisen kommt nun, fiir die reine Zahlentheorie, die 
»Vvollstandige Induktion“ hinzu. Hier wird die Frage nach der Voll- 
stindigkeit der SchluBregeln zu einem recht schwierigen Problem; ich 
werde im Anschlu8 an den Widerspruchsfreiheitsbeweis (17.1) darauf 
zuriickkommen. An dieser Stelle sei nur folgendes gesagt: 

Es ist als ziemlich sicher anzunehmen, da8 alle in den iiblichen 
zahlentheoretischen Beweisen, soweit diese nicht Hilfsmittel aus der Analysis 
benutzen, auftretenden Schliisse in unserem System darstellbar sind. Das 
gilt auch von den vielfach gebrauchten ,,anschaulichen“ Schliissen, auch 
wenn man es ihnen nicht unmittelbar ansieht. 

Um dies allgemein nachzuweisen, mii®te man freilich alle Beweise 
einzeln durchgehen, was natiirlich héchst langwierig wire. 


10) Siehe fir die ,,Aussagenlogik“ (&, \/, >, 7 ): Hilbert-Ackermann, Grundziige 
der theoretischen Logik, 8.33; fir die ,,Pridikatenlogik“ (YW, 3 dazu): K. Gédel, Die 
Volistandigkeit der Axiome des logischen Funktionenkalkiils, Monatsh. f. Math. u. 
Phys. 87 (1930), S.349—360. Die dort benutzten Formalisierungen der SchiuB- 
weisen lassen sich ohne besondere Schwierigkeiten als aquivalent mit der von mir 
gewahlten erweisen. (Vgl. die Aquivalenzbeweise im V. Abschnitt meiner Arbeit 
»»Untersuchungen iiber das logische Schliefen‘.) 
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5.32. Ich begniige mich mit einigen besonders wichtigen Beispielen: 

Die vollstindige Induktion tritt hiaufig in gewissen abgewandelten 
Formen auf, die folgendermaBen auf unsere Normalform zuriickfiihrbar sind: 

5.321. Zunachst die .,absteigende vollstindige Induktion, diese 
lautet formal: 

Aus I’ §(t) und F(a+1), 4->+ F(a) ergibt sich I, A > F(1). 
a soll wieder in J’, A, ¥(1) und §(t) nicht vorkommen. 

Sie wird so umgeformt: 7 § (a) - 7 §(a) ist Grundsequenz. Daraus 
folgt (5.243) ¥(a+ 1), 7 F(a) > 7 F(a), zusammen mit F(a + 1), 4 > F(a) 
ergibt sich durch ,,Widerlegung“ (5.252) A, 7 ¥(a) + 7 (a+ 1) gleich 
(5.241) 7 ¥(a), 4 + 7F(a+ 1). Nimmt man die Grundsequenz 
7 §(1) > 7 8(1) hinzu, so l48t sich nun die SchluBregel der voll- 
stindigen Induktion in der vorgeschriebenen Form (5.253), mit 7 § als 
Induktionsaussage, anwenden und ergibt: 7 §(1), 4 - 7 §(t). Mit 
Hinzunahme von J’ §(t), womit auch (5.243) 7§(1), > F(t) gilt, 
ergibt sich durch ,,Widerlegung“ I’, 4 — 77 §(1), und daraus durch 
,,Beseitigung der doppelten Verneinung“ (5.252): I’, 4 > §(1). 

5.322. Ein weiteres Beispiel bildet folgende abgewandelte vollstindige 
Induktion: 

Aus [> §(1) und V2i([x< a > §(x)], A> F(a+1) ergibt sich 
I, 4 +> &(t). a soll wieder in I’, A, ¥(1) und F(t) nicht vorkommen; 
x sei eine in %(1) nicht vorkommende gebundene Variable. 

Hieraus macht man leicht eine normale vollstandige Induktion (5. 2 5 3) 
mit der Induktionsaussage (fiir eine beliebige Zahl m _geschrieben): 
Vi(x <= m > §(z)), in Worten etwa: ,,fiir alle Zahlen von 1 bis m 
gilt ¥*. 

5.323. Die entsprechende ,,absteigende“ Form lautet: Aus J" §% (t) 
und F(a +1), 4 > 3z[x < a & F(x) ergibt sich [, 4 —~ F(1). Sie abt 
sich entsprechend den beiden vorigen Beispielen auf die Normalform der 
vollstindigen Induktion zuriickfiihren. 

Der Induktionsschlu8 in dem Euklidschen Beweis war urspriinglich 
von dieser Art (4.2) und wurde dann (4.4) auf die Normalform gebracht. 


§ 6 
Begriffsbildungen und Axiome in der reinen Zahlentheorie. 

6.1. In einem Beweis kénnen auBer den eigentlichen Schliissen auch 
»Begrif{sbildungen“’ vorkommen; das sind Einfiihrungen von neuen Gegen- 
stinden. Funktionen oder Pridikaten. 

Welcher Art sind nun die in der Zahlentheorie gebrauchlichen Begriffs- 
bildungen ? 
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Die Einfiihrung von neuen Gegenstinden, wie negativen Zahlen usw., 
wurde schon unter 3.31 besprochen, und es wurde darauf hingewiesen, 
da8B diese grundsitzlich entbehrt werden kénnen. 

Die Einfiihrung einer neuen Funktion oder eines Pridikats pflegt so 
zu geschehen, daS man mit Worten eine ,,Definition‘‘ desselben gibt. 

Beispiele: 

Die Funktion a’ wird definiert als ,,die Zah] a, 6 mal als Faktor ge- 
nommen*. 

Die Funktion a! wird definiert als ,,das Produkt der Zahlen von 
1 bis a“. 

Die Funktion (4,6) wird definiert als ,der gréBte gemeinsame Teiler 
von a und }“. 

Das Pridikat ,,a ist eine vollkommene Zahl“ bedeutet dasselbe wie 
die Zahl a ist gleich der Summe ihrer echten Teiler“. 

Das Pridikat a + 4 bedeutet dasselbe wie 7 (a = 5). 

Das Pridikat a |b bedeutet dasselbe wie 3z(a-z = 5). 


Die Funktion ( +); das ,,Legendresche Symbol‘, wird definiert nur 


fiir den Fall, da8 6 eine ungerade Primzahl ist, und zwar so: (+) <= 0, 


falls b\a gilt; gilt 7 b\a, so ist (+) = 1, wenn die Zahl a quadratischer 
Rest mod 6 ist, ( 5) = —1, wenn a quadratischer Nichtrest mod 6 ist. 


Die Funktion ak (a,b,c), ,,Ackermannsche Funktion“, eine fiir gewisse 
Fragen der Beweistheorie bedeutsame Funktion, laBt sich so definieren"') 
(,,rekursiv“): 

ak (a,b,0) =a+b6, ak(a,b,1)=a-b, ak(a,b,2) = a’, 
und weiter fiir c > 2: 

ak(a,0,c+-1) =a, ak(a,b6+ 1,¢+ 1) = ak[a, ak(a,b,c + 1), ¢]. 

Ich will keine allgemeinen formalen Schemata fiir diese und weitere 
Begriffsbildungemethoden aufstellen. Es wird sich zeigen, daB sie sich 
auch ohnedies in summarischer Weise in den Widerspruchsfreiheitsbeweis 
einbeziehen lassen. Das gleiche gilt von den ,,Axiomen“, iiber die ich 
jetzt einiges sagen will. 

6.2. Bei zahlentheoretischen Beweisen geht man aus von gewissen ein- 
fachen, unmittelbar einsichtigen Aussagen, die nicht weiter bewiesen werden. 
Das sind die ,,Aziome“. Sie stehen in naher Beziehung zu den Begriffs- 
bildungen, insofern als die Axiome Grundtatsachen iiber die in ihnen 
vorkommenden Pridikate und Funktionen angeben. Man kann geradezu 








11) Siehe W. Ackermann, Zum Hilbertschen Aufbau der reellen Zahlen, Math. 
Annalen 99 (1928), S. 118—133. 
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einen neuen Begriff formal dadurch einfiihren, daB man einige Axiome 
iiber ihn aufstellt (,,implizite Definition“). Ein Beispiel: Die Funktion (a, b) 
148t sich vollstindig charakterisieren durch die Axiome: 

Va Vy([(z,y)|2&(z,y)|y] und VaVy 732[(z|\c&2| y) &z>(z,y)). 


Die Wahl der Axiome ist nicht eindeutig bestimmt. Man kann das 
Ziel verfolgen, mit méglichst wenigen, einfachen Axiomen auszukommen "*). 
Fiir die Praxis der zahlentheoretischen Beweisfiihrungen legt man meist 
eine groBere Anzahl von Axiomen zugrunde, ohne sich um weitere Zuriick- 
fiihrbarkeit, gegenseitige Abhangigkeit und dergl. zu bekiimmern. Fiir 
meinen Widerspruchsfreiheitsbeweis ist es ziemlich gleichgiiltig, was man 
als Aziome nimmt. Ich begniige mich vorliufig, wie bei den Begriffs- 
bildungen, mit der Angabe einiger Beispiele, aus denen zu ersehen ist, 
was fiir Aussagen etwa als Axiome in Frage kommen: 

Kinige Axiome fiir das Pridikat = und die Funktion +-, formalisiert: 

Va(z = 2), ~ 
VzVy(x = yr y= 2), 
VeVyV2el(e = y&y=2)> 2 = 2], 
Vz7(z+1= 1), 
VaVy(r+y=y+2), 

Va Vy V2[(ce+ y)+2=2+4+ (y+ 2)]. 

6.3. Der Begriff ,,derjenige, welcher“. 

Erwihnenswert ist noch folgende besondere Art von Begriffsbildung: 

Wenn eine Aussage der Form 
Vz, Vx,... Wz, 39 (F(z,,2,,---, 2,0) & VW3(G(z,, 2, -- + 2,3) 23 = DI}; 
in Worten etwa: ,,zu jeder Zahlenkombination x,,..., x, gibt es eine 
und nur eine Zahl yn, so dab §(z,,..., %,, 9) zutrifft, bewiesen ist, so 
darf man eine Funktion einfiihren, welche eben diesen Wert (1) in seiner 
Abhangigkeit von der Zahlenkombination (z,, ..., x,) darstellt (,,derjenige, 
welcher). Formal: Fiir die Funktion benutzt man etwa den Ausdruck 
(fiir die Argumente a,,...,a, aufgeschrieben): t § (@,,---, 4,0); fiir 
diesen gilt dann: Wx,... Wx, (%,, ---, Xv» O(%,, «++» %,0)). Die x 
diirfen auch leer sein, dann stellt das «-Zeichen eine einzelne Zahl dar. 

Derartige Begriffsbildungen, die man in der praktischen reinen Zahlen- 
theorie i. allg. nicht benétigt, bzw. durch ,,Definitionen“ in der obigen 


12) Aus solchem Bestreben entstanden die ,, Peanoschen Axiome“ der natiirlichen 
Zahlen. (Siehe etwa E. Lindau. Grundlagen der Analysis, 1930.) Diese enthalten 
auch die vollstandige Induktion, die ich zu den SchluBweisen genommen habe. Ein 
grundsatzlicher Unterschied zwischen SchluBweisen und Axiomen besteht nicht, man 
kann auch logische SchluBweisen als ,,logische Axiome“ formulieren, etwa U& B +A 
fiir die &-Beseitigung, usw. 
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Art (6.1) ersetzen kann, sind fiir die Frage der Widerspruchsfreiheit 
belanglos, da sie aus einer Herleitung stets eliminiert werden kénnen “). 


Ill. Abschnitt. 


Bedenkliche und unbedenkliche SchluBweisen 
in der reinen Zahlentheorie “). 


Die Aufgabe des Widerspruchsfreiheitsbeweises soll sein (2.31), bedenk- 
liche SchluBweisen (Begriffsbildungen und Axiome eingeschlossen) unter 
Benutzung von unbedenklichen Schliissen zu begriinden. Zum richtigen 
Verstindnis meines im IV. Abschnitt folgenden Widerspruchsfreiheitsbeweises 
fiir die reine Zahlentheorie ist es daher erforderlich, daB man sich klar- 
macht, welche SchluBweisen und sonstigen Beweismittel aus der reinen 
Zahlentheorie iiberhaupt bedenklich sind und welche dagegen als sicher 
richtig gelten kénnen. Eine eindeutige Abgrenzung ist nicht médglich 
(vgl. 1.8); immerhin lassen sich Uberlegungen anstellen, welche die Zu- 
lassigkeit einiger Beweismittel sehr einleuchtend ergeben, wahrend fiir andere 
eine entsprechende Begriindung nicht gelingt und eine entfernte Analogie 
zu den bei den Antinomien der Mengenlehre auftretenden Trugschliissen 
besteht, wodurch sie bedenklich erscheinen kénnen. 

Solche Uberlegungen will ich jetzt durchfiihren; dazu gehe ich aus 
von der Betrachtung der mathematischen Theorie eines endlichen Gegen- 
standsbereiches (§ 7) und bespreche dann die durch die Verallgemeinerung 
auf einen unendlichen Gegenstandsbereich entstehenden Besonderheiten und 
Schwierigkeiten (§ 8—11). 


§ 7. 
Die Mathematik endlicher Gegenstandsbereiche, 


7.1. Die mathematische Behandlung eines endlichen Gegenstands- 
bereichs kann etwa so erfolgen: 

Die Gegenstdinde des Bereichs werden aufgezdhlt; dabei erhalt jeder 
eine bestimmte, ihm allein zukommende Bezeichnung. 

Eine Funktion oder ein Pridikat wird so definiert: Die Anzahl der 
Argumentstellen sei ». Fiir jede mégliche Aneinanderreihung von v Gegen- 
standen aus dem Gegenstandsbereich wird festgesetzt, welcher Gegenstand 
der zugehérige Funktionswert ist, bzw. fiir Pridikate: ob das Pridikat 
fiir diese Zusammenstellung von Gegenstainden gilt oder nicht gilt. 


18) Ein Beweis fir dieses ,,:-Eliminierbarkeitstheorem“ findet sich in dem 
Buche: Hilbert-Bernays, Grundlagen der Mathematik 1 (1934), S. 422—457. 
14) Vgl. die in Anm. *) und 2) zitierten Arbeiten von Hilbert und Weyl. 
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(Man kénnte auch zulassen, da8 Funktionen und Pridikate fiir einige 
Gegenstandskombinationen gar nicht definiert werden, das bedeutet eine 
unwesentliche Komplikation.) 

Da es immer nur endlich viele Aneinanderreihungen von v Gegen- 
stinden gibt, so laBt sich jede Funktion und jedes Priadikat durch eine 
solche ,,Definitionstabelle“ vollstdindig erkliren. 

7.2. Weiterhin la8t sich von jeder beliebigen bestimmten Aussage (3. 2 4), 
die gema8 3.22, 3.23 aus den gegebenen Gegenstinden, Funktionen und 
Pridikaten mitsamt den Aussagenverkniipfungen aufgebaut ist, nach der 
folgenden formalen Vorschrift ,,ausrechnen“, ob sie richtig oder falsch ist: 


Die Aussage wird durch eine Formel, ohne freie Variable, dargestellt. 
Kommt darin ein Zeichen VW vor, so ersetzt man den betreffenden Formel- 
teil Wx H(z) durch [..[¥(g,) & F(G,)] & F(g,)] & ...] & F(g,)], wobei 
G,--+Q, die simtilichen Gegenstiinde des Gegenstandsbereichs darstellen. 
Dies geschieht in gleicher Weise mit jedem vorkommenden YW, und jedes 
3 wird durch einen entsprechenden Ausdruck mit \ statt & ersetzt. 

Alsdann wird jeder vorkommende Term auf Grund der Definitions- 
tabellen der in ihm auftretenden Funktionen ,,ausgerechnet, d.h. durch 
das Gegenstandszeichen ersetzt, das seinen ,,Wert“ darstellt. Wo mehrere 
Funktionszeichen iibereinandergeschachtelt sind, geschieht dies schrittweise 
von innen her. 

Danach stellt man von jeder vorkommenden Minimalformel (3.24) 
auf Grund der Definitionstabelle des betreffenden Pradikates fest, ob sie 
eine richtige oder eine falsche Aussage darstellt. Weiterhin erfolgt die 
Feststellung der Richtigkeit oder Falschheit der durch beliebige Aussagen- 
verkniipfungszeichen zusammengesetzten Formelteile schrittweise von innen 
her nach den Anweisungen: 

WM & B ist richtig, wenn W und B beide richtig sind, andernfalls 
falsch. WU VY B ist richtig, wenn YW richtig ist, ferner auch, wenn % 
richtig ist; falsch nur dann, wenn YU und 8 beide falsch sind. UB 
ist falsch, wenn Y% richtig und % falsch ist; in jedem anderen Falle ist 
U> B richtig. 7 A ist richtig, wenn YW falsch ist, dagegen falsch, wenn 
U richtig ist. 

Das ganze Verfahren ergibt sich ohne weiteres aus dem tatsiichlichen 
Sinn, den wir mit den formalen Zeichen verbinden. Wesentlich ist daran 
fiir uns nur die Grundeinsicht, da8 in einer Theorie mit endlichem Gegen- 
standsbereich jede einschligige Aussage entscheidbar ist, d. h. daB durch 
ein bestimmtes Verfahren mit endlich vielen Schritten festgestellt werden 
kann, ob sie richtig ist oder falsch. 

7.3. Es laBt sich leicht beweisen, daB die logischen Schlupregeln (5. 2), 
auf diese Theorie angewandt, richtig sind in dem Sinne, daB jede mit 
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ihrer Hilfe, ausgehend von ,,richtigen‘‘ mathematischen Grundsequenzen 
herleitbare Sequenz ,,richtig“ ist. Dabei ist der Begriff der ,,Richtigkeit“ 
einer Sequenz wie folgt in Ubereinstimmung mit ihrem inhaltlichen Sion 
formal festzusetzen: Eine Sequenz ohne freie Variable ist falsch, wenn alle 
Vorderformeln richtig sind und die Hinterformel falsch ist; in jedem an- 
deren Falle ist sie richtig. Eine Sequenz mit freien Variablen ist richtig, 
wenn sie bei jeder beliebigen Einsetzung von Gegenstandszeichen richtig ist. 

Ein solcher Nachweis wiirde nichts weiter bedeuten als eine Bestdti- 
gung, daB wir unsere formalen SchluBregeln wirklich so gewahlt haben, da8 
sie mit dem inhaltlichen Sinn der Aussagenverkniipfungen im Finklang sind. 

7.4. Es sei noch bemerkt, daB man in der Prazis bei mathematischen 
Theorien endlicher Gegenstandsbereiche meist nicht nach obiger Methode 
der Einfiihrung von Gegenstinden, Funktionen und Pridikaten, und der 
,Ausrechnung“ der Aussagen, vorgeht; dies wiirde nimlich bei einer 
groBen Zahl von Gegenstinden zu langwierig sein. Man verfaihrt dann 
vielmehr nach ahnlichen Methoden, wie sie beim unendlichen Gegenstands- 
bereich Anwendung finden und im folgenden besprochen werden. 


§ 8. 
Entscheidbare Begriffsbildungen und Aussagen im unendlichen 
Gegenstandsbereich. 

8.1. Was fndert sich nun, wenn man die Theorie eines unendlichen 
Gegenstandsbereichs, wie etwa der natiirlichen Zahlen, entwickeln will? 

8.11. Eine Aufzdhlung der Gegenstiinde, um diese zu bezeichnen, ist 
jetzt nicht mehr méglich, da es unendlich viele sind. 

An deren Stelle tritt eine Konstruktionsvorschrift folgender Art: 1 be- 
zeichnet eine natiirliche Zahl. Weiter 1+ 1, 1+ 1+ 1, allgemein: aus 
einem Ausdruck, der eine natiirliche Zah] darstellt, erhalt man einen Aus- 
druck fiir eine weitere natiirliche Zahl, indem man -+-1 anfiigt. (Die 
Zeichen 2,3,4 usw. kann man nachtriiglich als Abkiirzungen fiir 1 + 1, 
1+1+1,1+1-+1-+1 usw. einfiihren; das ist nebensiachlich.) 

Diese mit endlich vielen Worten auszusprechende Vorschrift erzeugt 
die unendliche Zahlenreihe dadurch, daB sie die Méglichkeit immer neuer 
Weiterbildung nach einem gleichartigen Verfahren in sich schlieBt. (,,Po- 
tentielle Unendlichkeit™.) 

8.12. Die Definition von Funktionen und Pridikaten kann ebenfalls 
nicht wie beim endlichen Bereich durch Aufzahlung aller einzelnen Werte 
erfolgen. Wollte man eine Definitionstabelle etwa fiir eine zahlentheoretische 
Funktion mit einem Argument geben, so miiBte man der Reihe nach 
ihren Wert fiir das Argument 1, 2, 3, 4 usw., also wnendlich viele Werte, 
angeben. Das ist unméglich. Statt dessen gibt man eine Berechnungs- 
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vorschrift; z. B. fiir die Funktion 2-a: 2-1 ist 2; 2-(6+ 1) ist gleich 
(2-6) + 2. Diese Vorschrift ergibt die Méglichkeit, der Reihe nach fiir 
jede natiirliche Zahl den zugehérigen Funktionswert eindeutig auszurechnen. 

Allgemein gilt eine Funktion oder ein Pridikat als entscheidbar defi- 
miert, wenn eine Entscheidungsvorschrift dafiir vorliegt, d.h.: Fir jede 
vorgelegte Aneinanderreihung von natiirlichen Zahlen mu8 der zugehdérige 
Funktionswert auf Grund der Vorschrift eindeutig zu berechnen sein, bzw. 
mu8 eindeutig zu entscheiden sein, ob das Prddikat fiir diese Zusammen- 
stellung von Zahlen zutrifft oder nicht zutrifft. 

Fiir alle unter 6.1 angegebenen Beispiele von Funktions- und 
Pradikatdefinitionen lassen sich solche Entscheidungsvorschriften angeben. 
Fir Begriffsbildungen gemiS 6.3 trifft das unter Umstinden nicht mehr 
zu. Durch deren Eliminierung verschiebt sich die damit verbundene 
Bedenklichkeit auf die logischen SchluBweisen; diese behandle ich weiter 
unten (§ 9-- 11). 

8.2. Betrachten wir jetzt die Aussagen in der Theorie des unendlichen 
Gegenstandsbereiches der natiirlichen Zahlen. 

Von jeder vorgelegten bestimmten Aussage, in der die Verkniipfungen 
,,alle und ,,es gibt nicht vorkommen, kann man wie im endlichen Bereich 
entscheiden, ob sie richtig oder falsch ist. Das Verfahren ist das gleiche 
wie unter 7.2. Die Feststellung der Termwerte sowie der Richtigkeit oder 
Falschheit der Minimalformeln erfolgt jetzt statt nach einer Definitions- 
tabelle nach der Entscheidungsvorschrijt fiir die betreffenden Funktionen 
bzw. das betreffende Pridikat. 

Auch die Anwendung der logischen SchluBregeln auf derartige Aus- 
sagen laBt sich wie im endlichen Bereich als zulassig nachweisen. 

Es sei noch erwahnt, da Entsprechendes auch fiir soleche Aussagen 
gilt, in denen die Verkniipfungen ,,alle‘ und ,,es gibt nur auf endlich 
viele Zahlen bezogen vorkommen; diese lassen sich in derselben Weise ent- 
scheiden, wobei die WY und 3 wie unter 7.2 durch & und \ zu ersetzen 
sind, und es lassen sich auch die zugehérigen SchluBweisen, das sind die 
V- und 3-SchluBweisen (5.251), sowie die vollstandige Induktion (5. 25 3), 
in derselben Weise als zulassig nachweisen, sofern eben nur der Variabilitats- 


bereich der dabei vorkommenden — freien und gebundenen — Variablen 
etwa auf die Zahlen von 1 bis zu einer festen Zahl n eingeschrankt wird. 
§ 9. 


Die ,,an-sich*-Auffassung der transfiniten Aussagen “). 
9.1. Wenden wir uns nun den wesentlich transfiniten Aussagen zu, 
d.h. solchen Aussagen, in denen die Verkniipfung ,,alle“ oder ,,es gibt“ 





16) Vgl. D. Hilbert, Uber das Unendliche, Math. Annalen 95 (1926), S.161—190. 
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auf die Gesamtheit aller natiirlichen Zahlen bezogen vorkommt. Hier 
stehen wir vor einer grundséitzlich neuen Sachlage. 

Zunichst ist festzustellen, daB sich das im endlichen Bereich anwend- 
bare Entscheidungsverfahren (7,2, 8.2) auf solche transfiniten Aussagen nicht 
mehr iibernehmen /48t; man miiBte ja z. B. bei einer Aussage iiber alle 
natiirlichen Zahlen unendlich viele Kinzelfille nachpriifen, das ist unmég- 
lich. Auch sonst ist uns kein Entscheidungsverfahren fiir beliebige trans- 
finite Aussagen bekannt, und es ist zweifelhaft, ob man jemals ein solches 
wird angeben kénnen. Hitte man dieses, so kénnte man z. B. von dem 
bisher unbewiesenen groBen Fermatschen Satz (sowie dem Goldbachschen 
Satz usw.) nach bestimmtem Verfahren ausrechnen, ob er richtig oder 
falsch ist. 

Was fiir einen Sinn sollen wir nun mit einer Aussage verbinden, 
deren Richtigkeit wir nicht nachzupriifen vermégen ? 

9.2. Die herkémmliche Auffassung ist diese: Es sei ,,an sich“ be- 
stimmt, ob eine transfinite Aussage, wie z. B. der Fermatsche Satz, 
» richtig“ sei oder ,,falsch“, unabhingig davon, ob wir wissen oder jemals 
erfahren werden, welches von beiden der Fall ist. Jede transfinite Aus- 
sage habe einen bestimmten Sinn an sich; insbesondere sei der Sinn einer 
V-Aussage dieser: ,,Fiir jede einzelne der unendlich vielen natiirlichen 
Zahlen gilt die betreffende Aussage“, der Sinn einer 3-Aussage sei: ,,In 
der unendlichen Gesamtheit der natiirlichen Zahlen gibt es irgendwo eine 
Zahl, fiir welche die betreffende Aussage gilt.“ 

Aus dieser Auffassung wird weiterhin gefolgert, daB fiir transfinite 
Aussagen dieselben logischen SchluBweisen giiltig seien wie im Endlichen, 
da ja der ,,an-sich-Sinn der Aussagenverkniipfungen im Transfiniten voll- 
stiindig dem im Endlichen entspricht. 

9.3. An dieser Stelle besteht nun hinreichender AnlaB zu einer 
Kritik, sofern man sich einmal entschlossen hat, die dufersten Konse- 
quenzen aus den durch die Betrachtung der Antinomien der Mengenlehre 
gewonnenen Einsichten zu ziehen. Das will ich jetzt tun, und zwar will 
ich als Ergebnis der kritischen Betrachtung der Russellschen Antinomie 
(1.6) den folgenden Grundsatz aufstellen: 

Man darj eine unendliche Gesamtheit nicht als eine an sich vorhandene, 
abgeschlossene, betrachten (aktuale Unendlichkeit), sondern nur als etwas 
Werdendes, das vom Endlichen her konstruktiv immer weiter aufgebaut werden 
kann (potentielle Unendlichkeit ). 

9.4. Die in § 8 angegebenen konstruktiven Methoden zur Finjfiihrung 
von Gegenstiinden, Funktionen und Pridikaten entsprechen diesem Grund- 
satz. Dort wurde ja ausdriicklich der Gedanke des allmihlichen Fort- 
schreitens in der Zahlenreihe, vom Anfang ausgehend, zugrundegelegt, 
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nicht die Vorstellung einer vollendeten Gesamtheit aller natiirlichen Zahlen. 
Dasselbe gilt von den unter 8.2 behandelten Aussagen; diese sagen ja 
nur etwas iiber endlich viele Gegenstande aus, noch nicht iiber eine un- 
endliche Gesamtheit. ’ 

9.5. Dagegen kann die unter 9. 2 wiedergegebene ,,an-sich“‘-Auffassung 
der transfiniten Aussagen vor diesem Grundsatz nicht bestehen. Denn ihr 
liegt die Vorstellung der abgeschlossenen unendlichen Zahlenreihe zugrunde. 

Zugleich mu8 die Auffassung, daB die logischen Schluweisen ohne 
weiteres von endlichen auf unendliche Gegenstandsbereiche iibernommen 
werden diirfen, abgelehnt werden. 

Ich erinnere an einen dhnlichen, freilich trivialeren Fall einer un- 
zulassigen Verallgemeinerung vom Endlichen aufs Unendliche, namlich den 
bekannten TrugschluB: ,,Jede (endliche) Menge von natiirlichen Zahlen 
enthalt eine gréBte Zahl; also enthalt auch die (unendliche) Menge aller 
natiirlichen Zahlen eine gréBte Zahl.“ Hieraus ergeben sich Widerspriiche, 
da dies eben nicht zutrifft. 

9.6. Nach dieser Ablehnung der an-sich-Auffassung der transfiniten 
Aussagen bleibt uns nun aber die Méglichkeit, ihnen einen ,,finiten“ Sinn 
beizulegen, d. h. eine derartige Aussage jeweils als Ausdruck fiir einen be- 
stimmten endlich darstellbaren Sachverhalt zu deuten. 

Alsdann haben wir jeweils die zugehérigen logischen SchluBweisen 
daraufhin zu priifen, ob sie mit dieser Deutung der Aussagen im Ein- 
kiang sind. 

Das soll im folgenden § 10 fiir einen betrachtlichen Teil der trans- 
finiten Aussagen und der zugehérigen SchluBweisen durchgefiihrt werden. 
In § 11 behandle ich dann die restlichen Aussageformen und SchluBweisen; 
dabei stéBt die Methode auf Schwierigkeiten, und es zeigt sich die Be- 
deutung der intwitionistischen (1.8) Grenzziehung zwischen erlaubten und 
unerlaubten SchluBweisen innerhalb der Zahlentheorie; ferner ergibt sich 
eine andere, noch engere Grenzziehung als ebenfalls verfechtbar. 


§ 10. 
Finite Deutung der Verkniiplungszeichen V, &, 3 und \ 
in transfiniten Aussagen. 


Ich denke mir zunichst eine Zahlentheorie, die nur Aussagen iiber 
endlich viele Zahlen macht. Nun will ich schrittweise gewisse Typen von 
transfiniten Aussagen hinzunehmen. 

10.1. Die W-Verkniipfung. 

10.11. Beginnen wir mit der einfachsten Form einer transfiniten 
Aussage: Vx} (x), wobei § noch kein V oder 3 enthalte, so daB die 
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Richtigkeit von (x) fiir jede Dbestimmte fiir x eingesetzte Zahl nach- 
priifbar ist (8. 2). 
Richtige Aussagen von dieser Gestalt sind z. B.: 


V2(2|z VV 7 2|2); Va(z = 2). 


Man wird solche Aussagen als unbezweifelbar sinnvoll und richtig an- 
sehen. Man braucht eben mit diesem WY gar nicht die Vorstellung einer 
abgeschlossenen unendlichen Anzahl von Einzelaussagen zu verbinden, son- 
dern man kann dessen Sinn wie folgt ,,finit auffassen: ,,.Wenn man, mit 
1 beginnend, der Reihe nach immer weitere Zahlen fiir x einsetzt, so ent- 
steht, wie weit man auch in der Bildung von Zahlen fortschreitet, jeweils 
eine richtige Aussage.“ 

10.12. Diese Auffassung li8t sich verallgemeinern auf den Fall, 
daB § eine beliebige Aussage ist, die nur bereits mit finitem Sinn ver- 
sehen sein mu8: Wx (x) kann dann sinnvoll ausgesagt werden, wenn 
%(x) fiir beliebige fiir x der Reihe nach eingesetzte Zahlen stets eine 
sinnvolle und richtige Aussage darstellt. 


10.13. Die der YW-Verkniipfung zugehérigen SchluBweisen, V-Ein- 
fiihrung und Y-Beseitigung (5.251), sind mit dieser Auffassung im Ein- 
klang: Bei der W-Einfiihrung liegt ein Beweis dafiir vor, daB, unter der 
Voraussetzung gewisser Annahmen (J") — transfinite Annahmen sind zu- 
nachst véllig sinnlos und kommen vorliufig nicht in Frage — § (a) richtig 
ist, und es wird daraus gefolgert, daB unter den gleichen Annahmen 
Vxi¥(x) gilt. Das ist in Ordnung, denn wenn eine beliebige Zahl n ge- 
geben ist, so kann man diese — im ganzen Beweis — fiir a einsetzen 
und lat einen Beweis fiir %(n) (unter denselben Annahmen J’, die ja, 
auf Grund der Variablen-Bedingung , fiir die V-Einfiihrung, a nicht ent- 
halten, also durch die Einsetzung nicht etwa geindert werden). Bei der 
V-Beseitigung wird von [’+Wx (x) auf [+ %(t) geschlossen. Der 
Term t stellt, nach Einsetzen irgendwelcher Zahlen fiir etwaige darin vor- 
kommende freie Variable, eine bestimmte Zahl n dar; die Aussage Wx (2) 
schlieBt ihrem finiten Sinn gemi8 in sich, daB auch F(n) gilt; also ist 
auch diese Schlu8weise in Ordnung. 

10.14. Die iiblichen zahlentheoretischen Axiome lassen sich so formu- 
lieren, da® sie aus Aussagen, die kein V oder 3 enthalten, durch mehrere 
iiber die ganze Aussage erstreckte V-Verkniipfungen hervorgehen (vgl. 6. 2). 
Die Einsicht, daB diese Axiome im Sinne der finiten Auffassung des V 
und auf Grund der entscheidbaren Definitionen der in ihnen vorkommen- 
den Funktionen und Pridikate richtig sind, ist von solcher Evidenz, da8 
sie keiner weiteren Untersuchung bedarf. Es diirfte auch kaum méglich 
sein, diese Einsicht auf etwas grundsitzlich einfacheres zuriickzufiihren. 
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10.2. Die &-Verkniipfung. 

Kine transfinite Aussage der Form & & % ist sinnvoll und darf be- 
hauptet werden, wenn & und % bereits als sinnvoll und giiltig erkannte 
Aussagen sind. Mit dieser Auffassung sind die SchluBregeln der &-Ein- 
fihrung und &-Beseitigung offenkundig im Einklang, wobei vorliufig, wie 
oben, transfinite Annahmen (J, 4) ausgeschlossen sein sollen. 

10.3. Die 3-Verkniipfung. 

Der Leser wird bisher den Eindruck haben, da8 die ,,finite Deutung“ 
den transfiniten Aussagen eigentlich nur denselben Sinn beilegt, den man 
auch sonst damit verbindet. Da® dies doch nicht ganz der Fall ist, 
wird sich bei der jetzt folgenden Behandlung des 3 und \ zeigen (siehe 
10. 6). 


Welchen Sinn wollen wir einer Aussage der Form 3 x § (x) zuerkennen ? 
Die an-sich-Auffassung: ,,es gibt irgendwo in der unendlichen Zahlenreihe 
eine Zahl mit der Eigenschaft %‘‘ gilt uns als sinnlos. Wenn aber die 
Aussage §(n), mit einer bestimmten Zahl n, sinnvoll und als giiltig erkannt 
ist, so wollen wir daraus schlieBen diirfen (3-Einfiihrung): 3x (zx). Da- 
gegen ist nichts einzuwenden; die Aussage 3 x (x) stellt jetzt nur eine 
Abschwiichung der Aussage %(n) dar (,,Partialaussage“ bei Hilbert, ,,Urteils- 
abstrakt‘‘ bei Weyl), indem sie namlich nur noch bezeugt, da8 wir eine 
Zahl n mit der Eigenschaft § gefunden hatten, diese Zahl selbst jedoch 
nicht mehr angibt. Damit hat 3x (x) einen finiten Sinn. 

Wenn bei der 3-Einfiihrung statt %(n) eine Aussage §(t) mit einem 
beliebigen Term t steht, so andert sich nichts Wesentliches. Setzt man 
nimlich fiir die darin vorkommenden freien Variablen bestimmte Zahlen 
ein (fiir solche stehen ja die freien Variablen), so wird t, auf Grund der 
entscheidbaren Funktionsdefinitionen, zu einer bestimmten ausrechenbaren 
Zahl n. Auch das Vorkommen von nicht transfiniten Annahmen (J°) bei 
einer 3-Kinfiihrung bedeutet keine wesentliche Anderung der Sachlage. 


Wie kann man nun aus einer bewiesenen Aussage der Form 3 x § (2), 
auf Grund ihres finiten Sinnes, mit Beseitigung des 3 weitere Aussagen 
schlieBen? Es ist, anders als bei VY und &, offenbar nicht méglich, aus 
3x (zx) die Aussage (n), welche die Berechtigung zur Behauptung von 
3x (x) gegeben hatte, zuriickzugewinnen, weil eben aus 3 x § (x) der Wert 
von n gar nicht mebr ersichtlich ist. Wohl aber kann man so vorgehen: 
Man schlieBt auf %(a), wobei a eine freie Variable ist, welche die Zahl n, 
ohne daB deren Wert im Augenblick bekannt zu sein braucht, vertritt. 
Gelingt es dann, hieraus irgendeine Aussage ©, die a nicht mehr enthilt, 
zu folgern, so ist diese Aussage giiltig, Damit haben wir die 3-Beseiti- 
gung gemaB 5.251. 

35* 
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Bei dieser SchluBregel tritt erstmalig eine zugehérige Annahme, 
namlich § (a), auf. Diese kann transfinit sein. Wahrend wir bisher trans- 
finiten Aussagen als Annahmen keinen Sinn beigelegt haben, sondern nur 
als bewiesenen Aussagen, kénnen wir hier sagen: Indem 3 x § (x) bewiesen 
und sinnvoll ist, mu8 eine Zahl n bekannt gewesen und auf Grund des 
Beweises von 3 x (x) rekonstruierbar sein, derart daB %(n) ebenfalls eine 
sinnvolle, richtige Aussage darstellt. Nun betrachten wir die Annahme § (a) 
gar nicht als eine willkiirliche Annahme, sondern als die richtige Aus- 
sage §(n), a bedeute nichts anderes als die Zahl n. Alsdann erscheint 
der Beweis von € aus der Annahme (a) nicht mehr als hypothetisch, 
sondern als ein gewdhnlicher direkter Beweis; und genau dies ist sein 
Sinn. 

10.4. Die \/ -Verkniipfung la8t sich leicht analog zu 3, wie & analog 
zu W, behandeln: Eine transfinite Aussage der Form U\ B ist sinnvoll 
und darf behauptet werden, wenn eine der beiden Aussagen UM und $ 
bereits als sinnvoll und giiltig erkannt ist. Die SchluBregel der \ -Zin- 
fiithrung entspricht vollkommen dieser Auffassung. Eine \/ -Beseitigung 
geschieht so: Man hat &\/ %, und folgert sowohl aus der Annahme % als 
auch aus der Annahme % dieselbe Aussage €, dann gilt €. Dies ist in 
Ordnung, denn &\B schlieBt in sich, daB entweder UA oder B irgend- 
wann als giiltig erkannt worden ist. Damit liBt sich dann, wie bei der 
3-Beseitigung, entweder der Beweis fiir € aus U oder der Beweis fiir € 
aus 8 von der Annahme & bzw. B frei machen und wird zu einem 
direkten Beweis, waihrend der andere der beiden Beweise jeweils iiber- 
fliissig wird und als sinnlos gelten kann. 


10.5. An dieser Stelle sei kurz dargetan, wie sich die SchluBregel 
der vollstdindigen Induktion ohne weiteres als der finiten Auffassung an- 
gemessen erweist: (1) sei eine sinnvolle, giiltige Aussage. Der Term t 
in dem Endergebnis (t) stellt, nach Einsetzen von Zahlen fiir etwaige 
freie Variable, eine bestimmte Zahl n dar. Alsdann kann man in dem 
Beweis von %(a-+ 1) aus §(a) fiir a der Reihe nach die Zahlen 1, 2, 3 
bis n — 1 einsetzen und bildet daraus einen direkten Beweis, ausgehend 
von der giiltigen Aussage (1) iiber §(2), (3) usw. bis schlieBlich zu 
#(n), so daB nun auch §(n) eine giiltige, sinnvolle Aussage ist. 

Dies klingt trivial; wesentlich ist daran, dab die zundchst sinnlose 
(sofern sie transfinit ist) Annahme (a) durch die Méglichkeit der Um- 
wandlung des betreffenden Beweisteils in einen direkten, worin sie nicht 
mehr als Annahme fungiert, einen Sinn erhiilt. 

10.6. Die angegebene finite Deutung der Verkniipfungszeichen 3 
und \ ist von deren an-sich-Auffassung nicht nur begrifflich, sondern auch 
in der praktischen Auswirkung verschieden, wie folgende Beispiele zeigen: 
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Die Aussage ,,der groBe Fermatsche Satz ist entweder richtig oder 
nicht richtig“ ist nach der an-sich-Auffassung richtig. Nach der finiten 
Auffassung des \/ kann sie jedoch nicht behauptet werden. Denn hierzu 
wiirde verlangt, daB eine der beiden Aussagen bereits als giiltig erkannt 
sei. Das ist aber bisher nicht der Fall. 

Ein entsprechendes Beispiel mit 3 ist die Aussage 

Jez{[(VyVzVuVv(u>20y4+2+v)) 

V Byazdau(e¢>2&y*7+2 = u*)]}, 
in Worten etwa: ,,es gibt eine Zahl z, so daB entweder der Fermatsche 
Satz richtig ist oder ein Gegenbeispiel mit dem Exponenten z existiert“. 
Diese Aussage ist nach der an-sich-Auffassung richtig, kann aber nach 
der finiten Auffassung des 3 nicht behauptet werden, da man eine solche 
Zahl x zur Zeit nicht kennt. 

Diese beiden Aussagen lassen sich auch nicht mit den bisher be- 
sprochenen Schlufweisen, die wir ja als iibereinstimmend mit der finiten 
Sinngebung erkannt haben, beweisen, sondern man braucht dazu auBerdem 
die zu 7 gehérigen SchluBweisen (vgl. 11. 2). 

10.7. Die in diesem Paragraphen versuchte finite Deutung von trans- 
finiten Aussagen mit den Verkniipfungszeichen VY, &, 3 und \ und die 
damit verbundene Begriindung der zugehérigen SchluBweisen ist in man- 
cher Beziehung unvollstdéndig; insbesondere miiBte man auf die Bedeutung 
von Aussagen, in denen eine Reihe von solchen Verkniipfungen iiber- 
einandergeschachtelt vorkommt, noch niher eingehen. Ich tue dies nicht, 
da es mir hier nur auf die Grundgedanken ankommt. 

Man kénnte dann, von diesen Uberlegungen ausgehend, einen rein 
formalen Widerspruchsfretheitsbeweis fiir diesen Teil der Zahlentheorie ent- 
wickeln. Ein solcher hatte aber nicht vie] Wert, denn man miiBte in 
dem Beweis selbst transfinite Aussagen und dieselben zugehérigen SchluB- 
weisen benutzen, die man durch ihn ,,begriinden“ will. Der Beweis wiirde 
also keine eigentliche Zuriickfiihrung bedeuten, wohl aber immerhin eine 
Bestitigung des finiten Charakters der formalisierten SchluBregeln. Was 
aber finit ist, dariiber miiBte man sich zwvor im klaren sein (um dann 
den Widerspruchsfreiheitsbeweis selbst mit finiten Beweismitteln fiihren 
zu kénnen). 


§ 11. 
Die Verkniipfungszeichen > und ~ in transfiniten Aussagen; 
die intuitionistische Grenzziehung. 
11.1. Die >-Verkniipfung. __ 
Wir wollen jetzt transfinite Aussagen mit der >-Verkniipfung hinzu- 
nehmen. 
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Was bedeutet U> B? Es liege etwa ein Beweis vor, in dem, unter 
Verwendung von schon als zulissig erkannten Schliissen, von der An- 
nahme YW ausgehend die Aussage 8 bewiesen wird. Hieraus schlieBt man 
durch >-Einfiihrung: A> B. Diese Aussage soll nichts anderes besagen, 
als daB wir einen Beweis zur Verfiigung haben, welcher gestattet, wenn 
einmal die Aussage UM bewiesen ist, daraus weiterhin die Aussage 8 zu 
beweisen. Im Einklang mit dieser Auffassung ist die SchluBweise der 
>-Beseitigung: Bei dieser schlieBt man aus MU und ADB auf B, das ist 
in Ordnung, denn U> B besagt ja gerade das Vorhandensein eines Be- 
weises fiir 8, sofern UW bereits bewiesen ist. 

Bei dieser Deutung von & > B habe ich vorausgesetzt, daB der vor- 
liegende Beweis von 8 aus der Annahme & nur schon als zuléssig er- 
kannte Schliisse enthalt. Nun kénnte aber ein solcher Beweis auch wieder 
>-Schliisse enthalten, und dann versagt unsere Deutung. Denn es wire 
zirkelhajt, die >-SchluBweisen auf Grund einer >-Deutung zu begriinden, 
in welche die Voraussetzung der Zulassigkeit derselben SchluBweisen bereits 
eingeht. Man miiBte denn schon die in dem Beweis vorkommenden 
>-Schliisse zuvor begriinden; dies hat aber seine Schwierigkeiten, vor 
allem wenn die Annahme & selbst die Form € > D hat; dann liegt ja gar 
kein Beweis fiir D aus € vor, auf Grund dessen € > D einen Sinn er- 
halten kénnte. 

Um dieser Schwierigkeit Herr zu werden, miiBte man schon eine 
kompliziertere Deutungsvorschrift aufstellen. Hierin liegt eine Haupt- 
aufgabe des im IV. Abschnitt folgenden Widerspruchsfreiheusbeweises. 


11.2. Die 7-Verkniipjung stellt einer finiten Deutung noch mehr 
Hindernisse in den Weg als >. Die finite Deutung geschah ja immer 
in der Weise, daS eine transfinite Aussage jeweils als neuer Ausdruck 
fiir etwas zuvor als giiltig Erkanntes ausgesprochen werden durfte. 
7% besagt nun nach der an-sich-Auffassung nicht, da8 irgendetwas gilt, 
sondern rein negativ, daB etwas, niimlich die Aussage U, nicht gilt. 

Immerhin erscheint folgende positive Deutung méglich: 7 U% soll dann 
sinnvoll und richtig sein, wenn ein Beweis dafiir vorliegt, daB aus der 
Annahme der Giiltigkeit von U etwas, was sicher falsch ist, folgt. Durch 
diese Deutung ware die 7-Verkniipfung auf die >-Verkniipfung zuriick- 
gefiihrt, man kann geradezu 7 Y als gleichbedeutend etwa mit M1 = 2 
erklaren. Mit dieser Auffassung ist die SchluBweise der ,,Widerlegung’ 
im Einklang, wie sich ganz formal zeigen laBt: Aus U, [+B und 
UY A+8S>1=2 ist lr, 4+AD1=2 abzuleiten. Das geschieht so: 
Durch ~>-Beseitigung erhalt man UA, 7, U, A +1 = 2, also (5. 2 4 2) 
a, I’, 4+1=2, und daraus durch ~>-Einfiihrung J’, 4 > UD1 =2. 
Damit wire die ,,Widerlegung auf die >-SchluBweisen zuriickgefiihrt. 
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Es bleibt zu beachten, daB bei dieser Zuriickfiihrung von 7 auf > 
natiirlich die bei > bestehenden Bedenken sich auf die 7 -Verkniipfung in 
entsprechender Weise iibertragen. 


Nun kommt aber als weitere Schwierigkeit hinzu: Die ,, Beseitigung 
der doppelten Verneinung laBt sich durchaus nicht als iibereinstimmend 
mit der angegebenen ~-Deutung nachweisen. Es ist gar nicht einzu- 
sehen, wieso aus der Giiltigkeit von (421 = 2)>1=2 die Giiltigkeit 
von U hervorgehen soll. 

Uberhaupt fallt diese Schlu8weise erheblich aus dem Rahmen der 
iibrigen SchluBweisen heraus. Bei den Aussagenverkniipfungszeichen V, &, 
3, VY und > hatten wir stets eine Finfiihrungs- und eine Beseitigungs- 
SchluBweise, die einander in gewisser Weise entsprachen. (Siehe die Behand- 
lung in §10 und 11.1.) Fiir die 7-Verkniipfung kann die ,, Widerlegungs‘‘- 
SchluBweise als Einfiihrung (des 7 in 7 YM) und Beseitigung (des ~ in 7 8) 
zugleich angesehen werden; dagegen stellt die SchluBweise der ,,Beseiti- 
gung der doppelten Verneinung‘ eine zusdtzliche 7 -Beseitigung dar, die 
nicht der 7 -Einfiihrung durch ,,Widerlegung“ entspricht. Sie erméglicht 
positive Aussagen (U) durch Widerlegung des Gegenteils indirekt zu beweisen, 
wobei es sein kann, da8 ein positiver Beweis derselben Aussage gar nicht 
zu erhalten ist. Auf diese Art lassen sich beispielsweise die beiden unter 
10.6 als Beispiele genannten Aussagen mit \/ und 3 beweisen, die nach 
der finiten Deutung von \/ und 3 gar nicht behauptet werden diirfen. 

Daraus geht hervor, daB sich die SchluBweise der ,,Beseitigung der 
doppelten Verneinung“ in eine solche finite Deutung, wie wir sie fiir V 
und 3 gewahlt haben, iiberhaupt auf keine Weise einbeziehen laBt. 


11.3. Die intuitionistische Grenzziehung in der Zahlentheorie bestebt in 
dem Verbot der SchluBweise ,,Beseitigung der doppelten Verneinung* fiir 
transfinite Aussagen &. Sie wird oft auch als Verbot des ,,Satzes vom aus- 
geschlossenen Dritten‘*, U \y 7 YU, fiir transfinite U, ausgesprochen, was auf 
dasselbe hinauskommt "*). 

Die in § 10 dargestellte ,,finite Auffassung‘‘ der Aussagenverkniipfungs- 
zeichen V, &, 3 und \ in transfiniten Aussagen stimmt im wesentlichen mit 
der Auffassung der Intuitionisten iiberein. Die >-Verkniipfung jedoch wird 
von diesen in allgemeinster Verwendung zugelassen; die 7 -Verkniipfung wird 
wie unter 11.2 angegeben durch Zuriickfiihrung auf > gedeutet, dem ent- 
spricht die Ausdrucksweise ,,% ist absurd“ statt ,,W gilt nicht“ fiir 7 U. 

Die ,,Beseitigung der doppelten Verneinung* hebt sich zweifellos ganz 
besonders von den iibrigen SchluBweisen ab, und zwar in einer Weise, die 





16) Vgl. A. Heyting, Die formalen Regeln der intuitionistischen Logik, Sitzungs- 
berichte d. PreuB. Akad. d. Wiss., phys.-math. KI. (1930), S. 42—56. 











532 G. Gentzen. 


ihre Ablehnung nahelegt. Ich halte jedoch noch weiter gehende Bedenken, 
die sich insbesondere gegen die allgemeine Verwendung des > richten 
kénnen (11.1), fiir mit nicht geringerem Rechte verfechtbar. 

Ein Satz von Gédel iiber die Gleichwertigkeit der intuitionistischen mit 
der gesamten reinen Zahlentheorie. 

Wie zuerst von K. Gédel bewiesen wurde"), kann man durch eine 
besondere Deutung der transfiniten Aussagen erreichen, daB die Schlub- 
weise ,,Beseitigung der doppelten Verneinung* mit transfinitem U aus jedem 
beliebigen rein zahlentheoretischen Beweis eliminiert werden kann, so da 
jeder derartige Beweis zu einem intuitionistisch zulassigen wird. 

Dadurch ist die gesamte an-sich-Zahlentheorie auf die intuitionistische 
Zahlentheorie zuriickgefiihrt. Insbesondere ist jene widerspruchsfrei, wenn 
diese es ist. 

Die betreffende Deutung erfolgt so: Die Verkniipfungszeichen &, V, > 
und 7 erhalten ihren intwitionistischen Sinn. Anders mit \/ und 3; &\/ B wird 
gedeutet als 7 [(7 MU) & 7 B), 3x F(x) als 7 Wx 7 F(x). V und J kénnen 
ja nicht ibre intuitionistische Bedeutung erhalten, da die unter 10. 6 ge- 
nannten Aussagenbeispiele in der an-sich-Zahlentheorie beweisbar sind, in 
der intuitionistischen Zahlentheorie jedoch nicht. Ersetzt man in diesen 
Beispielen \/ und 3 in der angegebenen Weise durch &, V und 7, so ent- 
stehen Aussagen, die auch intuitionistisch beweisbar sind. 

Bei meinem Widerspruchsfretheitsbeweis macht die ,,Beseitigung der 
doppelten Verneinung* auch keine wesentlichen Schwierigkeiten (13. 9 3). 

11.4. In den in der praktischen Zahlentheorie stattfindenden Beweisen 
kommen die SchluBweisen, die wir bisher durch finite Deutung nicht zu 
begriinden vermochten und die daher zunichst bedenklich sind, so gut wie 
gar nicht vor. .Es sind dies, gemaéS unseren Betrachtungen, vor allem 
die ,,Beseitigung der doppelten Verneinung (und der ,,Satz vom aus- 
geschlossenen Dritten“), auf transfinite Aussagen angewandt, sowie die Ver- 
wendung von transfiniten Aussagen mit iibereinandergeschachtelten >- und 
7 -Verkniipfungen. 

Transfinite Aussagen komplizierter Bauart kommen iiberhaupt praktisch 
kaum vor. In dem in §4 vorgefiihrten Euklidschen Beweis z.B. sind die 
einzigen wesentlich transfiniten Aussagen die beiden am Schlu8 auf- 
tretenden: Jz (Prim z&z >a) und VyJz (Prim z&z>y). Der ganze 
Beweis ist vdllig finit. Die sonst darin vorkommen¢en transfiniten, d. h. 

17) K. Gédel, Zur intuitionistischen Arithmetik und Zahlentheorie, Ergebnisse 
eines math. Koll., Heft 4 (1933), S. 34—38. — Das im Text genannte Ergebnis wurde 
etwas spiter, unabhangig von Gédel, auch von P. Bernays und mir gefunden. — 
Gédel ersetzt noch UA > B durch 7 (U& 7 B), dies ist bei meinem SchluBregeln- 
system nicht notwendig, weil ich keine Aussagenvariablen verwende. 
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Vv oder 3 enthaltenden Aussagen, sind alle so beschaffen, daB die gebun- 
denen Variablen auf einen endlichen Teil der Zahlenreihe beschrinkt sind. 

Als Beispiel eines schwierigeren Beweises habe ich den Beweis von 
Pfarrer Zeller fiir das ,,quadratische Reziprozitatsgesetz‘‘!*) durchgesehen 
und auch hierin keinen ,,bedenklichen SchluB‘‘ vorgefunden. 

Es ist durchaus berechtigt, wenn man bei diesen und dAhnlichen 
Beweisen den Hindruck unanzweifelbarer Richtigkeit hat. Man hat bei 
ihnen auch ganz von selbst mehr eine finite als eine an-sich-Auffassung 
der transfiniten Aussagen im Auge. 

Die Aufgabe des Widerspruchsfretheitsbeweises fiir die reine Zahlen- 
theorie ist also mehr eine Begriindung von an sich méglichen, als von wirklich 
vorkommenden Schliissen. 


IV. Abschnitt. 
Der Widerspruchsfreiheitsbeweis. 


Ich will nun die Widerspruchsfreiheit der gesamten, im II. Abschnitt 
formal angegebenen, reinen Zahlentheorie beweisen. 

Gema8 2.31 ist darauf zu achten, daB die beim Widerspruchsfreiheits- 
beweis selbst benutzten Schliisse und Begriffsbildungen wnbedenklich sind 
oder doch wenigstens wesentlich sicherer als die bedenklichen SchluBweisen 
der reinen Zahlentheorie. Nach den im III. Abschnitt angestellten Erwa- 
gungen kann diese Forderung als erfiillt gelten, wenn die benutzten Be- 
weismittel ,,finit“ (im Sinne von §9—11) sind. Wieweit dies zutrifft, soll 
im V. Abschnitt noch naher untersucht werden (16. 1). 

§ 13—15 enthilt das Kernstiick des Widerspruchsfreiheitsbeweises, 
waihrend §12 einer verhaltnismaBig einfachen Vorbereitung gewidmet ist. 


§ 12. 


Wegschaffung der Zeichen \/ , 3 und > aus einer vorgelegten Herleitung. 

Es liege irgendeine zahlentheoretische Herleitung (5.22) vor. Es ist 
zu zeigen, daB sie widerspruchsfrei ist, d.h., daB ihre Endformel nicht 
die Gestalt && 7 UM haben kann. 

Ich beginne mit einer Vorschrift zu einer Umformung der vorgelegten 
Herleitung. Durch die Umformung wird erreicht, daB die Aussagenver- 
kniipfungszeichen \/, 3 und > in der Herleitung nicht mehr vorkommen. 

12.1. In der an-sich-Logik, mit der wir es ja in der uneingeschrankten 
Zahlentheorie zu tun haben, kénnen die einzelnen Aussagenverkniipfungen 
auf verschiedene Weise durch andere dargestellt werden. Man kann mit 





18) Siehe etwa P. Bachmann, Die Elemente der Zahlentheorie, III, 10. 
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Hilfe von drei Verkniipfungszeichen, nimlich 7, einem beliebigen der drei 
Verkniipfungszeichen &, \, >, sowie einem beliebigen der beiden Ver- 
kniipfungszeichen V und 3, alle iibrigen ausdriicken. Davon will ich zur 
Erleichterung des Widerspruchsfreiheitsbeweises Gebrauch machen, und 
zwar will ich die Zeichen &, V und 7 beibehalten und \/ , 3 und > durch 
diese ersetzen. 

Die dem > anhaftenden Bedenklichkeiten(11.1) werden dadurch nicht etwa 
weggezaubert, sondern bleiben in dem 7 in gleichwertiger Weise bestehen. 

Die Ersetzung erfolgt so: 

Fir Uy B tritt 7 ((7 U& 7 BH); 

fir U> B tritt 7 (Ak 7 B); 

fir Ax (x) tritt 7 Vx 7 F(z). 

Alle in der Herleitung vorkommenden \y -, 3- und >-Zeichen werden 
in dieser Weise ersetzt. In welcher Reihenfolye das geschieht, ist offen- 
bar belanglos. 

12.2. Jetzt haben wir zu untersuchen, wieweit die vorgelegte Herleitung 
bei diesen Ersetzungen korrekt geblieben ist, und wo das nicht der Fall 
ist, sie entsprechend umzuwandeln. DaB dies méglich ist, ist sehr plausibel, 
da ja die fiir Y, 3 und > getretenen anderen Schreibweisen bei der 
an-sich-Auffassung mit den urspriinglichen gleichwertig sind. Der genaue 
formale Nachweis ist daher auch nicht schwierig: 

Logische Grundsequenzen (5.23) sind in ebensolche iibergegangen. 


Fiir mathematische Grundsequenzen gilt das gleiche, sofern wir voraus- 
setzen, daB ein mathematisches Axiom, in dem \/-, 3- und >-Ver- 
kniipfungen vorkommen, bei der Ersetzung dieser durch 7-, &- und 
V-Verkniipfungen wieder in ein mathematisches Axiom iibergeht. Das ist 
leicht zu erfiillen; das einfachste ist, man formuliert alle Axiome von 
vorpherein ohne Verwendung von \. 3 und >. 

Strukturdénderungen (5.24) und Anwendungsstellen der SchluBregeln 
(5.25) sind offenbar korrekt geblieben. soweit es sich nicht um eine der 
den Verkniipfungszeichen \, 3 und > zugehdrigen Schlufregeln handelte. 
Diese sind durch Anwendungen anderer SchluBregeln zu ersetzen, nach 
folgenden Vorschriften : 

Eine \/ -Einfiihrung ,,aus I~ U ergibt sich J’. > UV B* lautet nach 
der Ersetzung: ,,Aus * — U* ergibt sich [* — 7 ((7 U*) & 7 B*)*. 
U* sei die aus UM durch die Ersetzung entstandene Formel; entsprechend 
sind $* und /™* aufzufassen. 

In Worten lautet die neue Fassung mittels der SchluBweisen fiir & und 7 
wie folgt: Unter den Annahmen /* gilt U*. Wiirde nun (7 UA*) & 7 B* 
gelten, so insbesondere 7 U*, das widerspriche U*, kann also nicht stimmen, 
d. h. es gilt 7 ((7 &*) & > B*), unter den Annahmen J. 
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Dem entspricht folgende formale Vorschrift: Die Herleitungsstelle wird 
so abgeindert: (7 U*) & 7 B* — (7 A*) & 7 B* ist Grundsequenz; durch 
&-Beseitigung entsteht (7 U*) & 7 B* — 7 U*, dies ergibt zusammen mit 
der aus ** + U* gemiB 5. 2 43 erhaltenen Sequenz (— A*) & 7 B*, * ~ A* 
durch ,,Widerlegung* ['* + 7 ((7 U*) & ~ B*). 

Mit der anderen Form von \ -Einfiihrung verfahrt man ganz ent- 
sprechend. 

Eine V - Beseitigung lautet nach der Ersetzung: ,,Aus [> 7 ((7 U*) & 7 B*) 
und U*, A* + C€* und B*, O* — C* ergibt sich ["*, A*, O* -- €*.“ Man 
aindert dies so ab: 7 €* — 7 €* ergibt U*, 7 C* — 7 C*, dies gibt zu- 
sammen mit U*, 4* — €* durch ,,Widerlegung“ A*, 7 C* -- 7 UA*; ebenso 
ergibt 8*, 7€*-— 7 €* zusammen mit 8*, O* —€* die Sequenz 
@*, 7 €*-- 7 B*; aus beiden Ergebnissen zusammen erhilt man durch 
&-Einfiihrung 4*, 7 €*, O*, 7 C* — (7 U*) & 7 B*, also (5.242, 5.241) 
7€*, A*, OF + (7 A*)/K 7 B*; aus [* —- 7((7 A*)& 7 B*) ergibt 
sich 7 €*,* + 7 ((7 U*)& 7 B*), somit erhalt man durch ,,Wider- 
legung* 4*, O*, ['* + 7 7 €*, durch ,,Beseitigung der doppelten Ver- 
neinung’ endlich A*, O*, '* — €*, also (5.241) ['*, A*, O* --C*. 

Eine 3-Einfiihrung oder 3-Beseitigqung wird ganz entsprechend der 
\ -Einfiihrung -bzw. \ -Beseitigung behandelt; es tritt dann bei der Ab- 
anderung der Herleitungsstelle eine V-Beseitigung statt einer &-Beseitigung 
bzw. eine W-Einfiihrung statt einer &-Einfiihrung auf. Dies ist leicht durch- 
zufiihren. 


Eine >-Einjiihrung lautet nach der Ersetzung: ,,Aus U*, /'* — B* 
ergibt sich J** + 7 (U* & 7 B*).“* Man dndert dies so ab: U*& 7 B* 
>U* & 7 B* ergibt U*& 7B—-A* sowie A*& 7 BF — 7 B*, also 
auch U*, U*& 7 B* -- 7 BF; dies mit U*, /* + B* zusammen ergibt 
r*, U* & 7 B* + 7 U*, also U* & 7 B*, * > 7AU*. Mit A*& 7 B* — 4* 
dazu entsteht [* + 7 (U*& 7 B*). 

Eine >-Beseitigung lautet nach der Ersetzung: ,,Aus J"* + U* und 
A* + 7 (U* & 7 B*) ergibt sich ['*, A* + B**. Man dndert dies so ab: 
r+%* und 78* + 7 B* ergibt [*, 7 B* + U*& 7 B*, also 
7 Bt, ’* + Uu*& 7 Bt; mit 7 Bt, A* > 7 (U* & 7 B*) dazu entsteht 
I'*, A* + 7 7 B*, daraus ["*, 4* — B*. 

12.3. Somit ist es gelungen, die vorgelegte Herleitung in eine Her- 
leitung umzuwandeln, in der die Zeichen \, 3 und > nicht mehr vor- 
kommen. Man beachte, daB die Endformel der Herleitung nur dann geandert 
worden ist, wenn sie ein \/, 3 oder > enthielt. 


12.4. Bemerkenswert ist, daB nach dem unter 11.3 erwahnten Satze 
die vorgelegte Herleitung nunmehr bereits im wesentlichen eine intuitio- 
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nistisch zulassige zahlentheoretische Herleitung ist; die ,,Beseitigung der 
doppelten Verneinung“ lieBe sich nimlich, wo sie noch benutzt wird, durch 
andere SchluBregeln ersetzen. 


§ 13. 

Das Reduzieren von Sequenzen. 

Der im folgenden zu erklirende Begriff der ,,Angebbarkeit einer 
Reduziervorschrift fiir eine Sequenz dient uns als formaler Ersatz des 
inhaltlichen Richtigkeitsbegriffs; er gibt eine besondere finite Deutung der 
Aussagen, die an Stelle der an-sich-Auffassung derselben tritt, an (vg]. §9— 11). 

Ein einzelner Reduktionsschritt an einer Sequenz, in der die Ver- 
kniipfungszeichen \/, 3 und > nicht mehr vorkommen, kann auf folgende 
Arten ausgefiihrt werden (13.11 bis 13.53): 

13.11. Die Sequenz enthalte mindestens eine freie Variable. Dann 
ersetzt man eine freie Variable, iiberall wo sie in der Sequenz vorkommt, 
durch ein und dasselbe, beliebig zu wihlende Zahlzeichen. 

13.12. Die Sequenz enthalte keine freien Variablen. In irgendeiner 
ihrer Formeln komme an einer Stelle ein Minimalterm (3.24) vor (z. B. 
als Teil eines lingeren Terms). Dann setzt man den zugehdrigen ,,Funktions- 
wert’ dafiir ein, d. h. dasjenige Zahlzeichen, das auf Grund der Definition 
der betreffenden Funktion (siehe 8. 12) deren Wert fiir die vorliegenden 
Zahlen als Argumente darstellt. 

An dieser Stelle setze ich also von den Funktionen voraus, daB sie 
im Sinne von 8.12 entscheidbar definiert seien. 

13.21. Die Sequenz enthalte keine freien Variablen und keine Mini- 
malterme; ihre Hinterformel (5.21) habe die Gestalt Y x (zx). Dann er- 
setzt man diese durch eine Formel §(n), d.h. durch eine Formel, die 
aus (x) durch Einsetzen eines beliebig zu wéihlenden Zahlzeichens w fiir 
die Variable z hervorgeht. 

13.22. Die Sequenz enthalte keine freien Variablen und keine 
Minimalterme; ihre Hinterformel habe die Gestalt U&B. Dann ersetzt 
man diese, nach Wahl, durch die Formel & oder durch die Formel 8. 

13.23. Die Sequenz enthalte keine freien Variablen und keine 
Minimalterme; ihre Hinterformel habe die Gestalt 7 &. Dann ersetzt 
man diese durch die Formel 1 = 2"), und fiigt zugleich zu den Vorder- 
formeln der Sequenz die Formel & (als letzte) hinzu (vgl. 11. 2). 

13.3. Wenn keiner der bisher genannten Fille vorliegt, so muB die 
Hinterformel der Sequenz eine Minimaljormel (3.24) sein. 

Ich setze nunmehr von den Prddikaten, wie oben von den Funktionen, 
voraus, daB sie im Sinne von 8.12 entscheidbar definiert seien. 


19) Ich kénnte hier auch eine beliebige andere falsche Minimalformel verwenden. 
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Demnach kann man von einer vorliegenden Minimalformel auf Grund 
der Definition des zugehérigen Pridikates feststellen, ob sie eine richtige 
oder falsche Aussage darstellt. 

13.4. Die Sequenz enthalte keine freien Variablen und keine Mini- 
malterme. Ihre Hinterformel sei eine richtige Minimaljormel; oder: die 
Hinterformel sei eine falsche Minimalformel (z. B. 1 = 2), und eine der 
Vorderformeln sei ebenfalls eine falsche Minimalformel. 

Fiir eine solche offenbar richtige Sequenz (vgl. 7.3) wird kein Reduk- 
tionsschritt definiert. 

13.5. Die Sequenz enthalte keine freien Variablen und keine Mini- 
malterme; ihre Hinterformel sei eine falsche Minimalformel; keine der 
Vorderformeln sei eine falsche Minimalformel. Alsdann sind folgende drei 
verschiedenen Arten von Reduktionsschritten zulissig (Gegenstiicke zu 13. 2) : 

13.51. Eine Vorderformel habe die Gestalt V x § (x). Man fiigt hinter 
dieser eine Vorderformel §(n) hinzu, d. h. eine Formel, die aus % (xz) 
durch Einsetzung eines Zahlzeichens n fiir die Variable x hervorgeht. 
Dabei darf man die Formel WV x (x) weglassen oder auch stehen lassen. 

13.52. Eine Vorderformel habe die Gestalt U&B. Man fiigt hinter 
ihr entweder die Formel & oder die Formel 8 hinzu. Dabei darf man 
die Formel & & B weglassen oder auch stehenlassen. 

13.53. Eine Vorderformel habe die Gestalt 7%. Man ersetzt die 
Hinterformel durch U. Dabei darf man die Formel 7 U weglassen oder 
auch stehenlassen. — 

13.6. Eine Reduziervorschrift fiir eine Sequenz, in der die Verkniipfungs- 
zeichen \/ , 3 und > nicht vorkommen, ist eine Vorschrift, auf Grund deren 
die Sequenz stets durch endlich viele einzelne Reduktionsschritte (gemiB 
13.11 bis 13.53) auf eine der richtigen Endformen (13.4) ,,reduziert“ 
werden kann, wie man auch immer, so oft ein Reduktionsschritt mit 
, Wahlfreiheit‘ stattfindet, d.h. einer der unter 13.11, 13.21 und 13.22 
beschriebenen Schritte, das dabei zu verwendende Zahlzeichen n wdhlen 
mag, bzw. welche der beiden Formeln & und 8 (im Falle 13.22) man 
auch wihlen mag. 

13.7. Wo bei sonstigen Reduktionsschritten mehrere Méglichkeiten zur 
Verfiigung stehen (z. B. im Falle 13.5), da besteht keine Wahlfretheit, 
sondern da soll durch die Vorschrift bestimmt sein, welche Art von 
Reduktionsschritt stattzufinden hat. Auch z. B., welches Zahlzeichen n 
bei der Zufiigung einer Vorderformel (mn) zu verwenden ist, und ob man 
dabei die Formel Wx (x) weglassen soll oder nicht. 

13.8. Erléiuterungen zum Begriff des Reduzierens. 

13.81. Das Reduzieren von richtigen Sequenzen, die keine Variablen 
enthalten. 
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Zur Erlauterung des Reduzierbegriffs zeige ich zunichst, da8 fiir 
Sequenzen ohne Variable, und ohne die Zeichen VY, 3 und >, der Begriff 
der Angebbarkeit einer Reduziervorschrift mit dem Begriff der Richtigkeit 
gemiB dem Ausrechnungsverfahren (7.2, 7.3) tibereinstimmt: 

Eine solche ,,richtige‘‘ Sequenz ist nach folgender Vorschrift zur 
Endform zu reduzieren: Man ersetze zunichst die etwa vorkommenden 
Terme durch ihre ,,Zahlenwerte“ (13.12). Alsdann fiihre man, sofern nicht 
schon Endform (13.4) vorliegt, einen Reduktionsschritt aus, durch den die 
Sequenz in eine ebenfalls ,,richtige‘‘ Sequenz iibergeht, in der jedoch weniger 
Aussagenverkniipfungszeichen auftreten als zuvor. Das ist stets méglich. 
Namlich bei Reduktionen gema8 13.22 und 13.23 ist die Forderung jeden- 
falls erfiillt. Liegt der Fall 13.5 vor, so wendet man von den verschiedenen 
in Frage kommenden Reduktionsschritten den folgenden an: 

Wenn eine falsche Vorderformel der Form & & B vorhanden ist, so 
mu8 entweder UM oder B falsch sein; man ersetzt alsdann die Formel 
durch %& bzw. 8. Ist eine falsche Vorderformel der Form 7 & vorhanden, 
so l4Bt man sie weg und ersetzt die Hinterformel durch 4%. 

Bei jedem der angegebenen Reduktionsschritte entsteht offenbar wieder 
eine richtige Sequenz, und zwar mit weniger Aussagenverkniipfungszeichen 
als zuvor. Folglich gelangt man durch Fortsetzung dieses Verfahrens stets 
in endlich vielen Schritten zur Endform. 

Da8 umgekehrt jede variablenfreie Sequenz, fiir die eine Reduzier- 
vorschrift vorliegt, richtig ist, geht daraus hervor, daB eine falsche Sequenz, 
wie leicht festzustellen, durch jeden zulassigen Reduktionsschritt immer 
wieder in eine falsche Sequenz iibergehen wiirde, bzw. daB im Falle eines 
Reduktionsschrittes gemiB 13.22 die Wahl von UM oder B so getroffen 
werden kénnte, daB dies eintrite. 

13.82. Diese Uberlegungen lassen sich ohne weiteres auf den Fall 
ausdehnen, daB die betrachteten Sequenzen V-Zeichen, die sich nur auf 
endlich viele Zahlen beziehen, enthalten. Dann wird das V entsprechend 
dem & behandelt. 

13.83. Geht man zum unendlichen Gegenstandsbereich aller natiirlichen 
Zahlen iiber, so ist die Angabe einer Reduziervorschrift fiir irgendeine 
herleitbare Sequenz im allgemeinen nicht mehr so einfach. Dadurch, daB 
hier nicht mehr alle Formeln entscheidbar sind, ist man z. B. unter Um- 
stinden gendtigt, bei Reduktionsschritten gema8 13.51 bis 13.53 von der 
Erlaubnis, die geainderte Vorderformel stehenzulassen, Gebrauch zu machen, 
wahrend im endlichen Bereich (13.81, 13.82) in solchem Falle diese Formel 
stets weggelassen werden konnte. 

Als Beispiel gebe ich eine Reduziervorschrift fiir die unter 10.6 ge- 
nannte, nach der damaligen finiten Deutung nicht richtige Aussage ,,der 
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groBe Fermatsche Satz ist entweder richtig oder nicht richtig‘ an: Diese 
lautet, nach Ersetzung des \/, und als Sequenz geschrieben, formal: 

> 7 [7 VaVyV2zVur7 (u>2&ar4+ Y= 2")) 

& (77 VcVyV2zVunw (u> 2&2" + y" = 2%))}. 

Man reduziere wie folgt: Zunichst entsteht (13. 23): 

[7 VaVyV2zVu7 (u>2&s"4+ y" = 2")) 

&(77VcVyVz2Vue7(u>2&aet4+ y=) > 1=2. 
Durch zwei Reduktionen gemi8 13.52 erhilt man 
7VacVyVeVur7 (u>2& a+ y" = 2"), 
F7WcVyV2eVu7(ud>2&r+ y* =) + 1 =2; 
weiter (13.53): 
7VeVyVz2Vur7(u>2&sa*+y" = 2) 
>7VcVyVzVurv (u>2& 2+ y" = 2"). 
Diese logische Grundsequenz ist nun, wie unter 13.92 allgemein beschrieben, 
zu Ende zu reduzieren. 

13.90. Im folgenden will ich beweisen, daB sich zu einer beliebig 
vorgelegten, gem&B $12 umgeformten Herleitung fiir alle darin vor- 
kommenden Sequenzen Reduziervorschriften angeben lassen. 

Daraus folgt dann ohne weiteres die Widerspruchsfretheit: 

Ware namlich eine Sequenz der Form + & & 7 U herleitbar, so wire 
auch z.B. + 1 =2 herleitbar. Denn aus + && 7 UY ergibt sich durch 
&-Beseitigung + UM sowie > 7 UW, also auch (5.243) 71 = 2+ und 
71=2--—- 74%; durch ,,Widerlegung* entsteht + 77 1 = 2, durch 
»Beseitigung der doppelten Verneinung‘ + 1 = 2. (Auf dieselbe Weise 
kann man aus einem Widerspruch jede beliebige Aussage ableiten.) Fiir 
die Sequenz - 1 = 2 kann es aber keine Reduziervorschrift geben, es 
gibt ja gar keinen Reduktionsschritt, der auf sie anwendbar wire, und 
die Endform (13.4) hat sie auch nicht, denn 1 = 2 ist ja falsch. 

13.91. Von den mathematischen Grundsequenzen setze ich voraus, daB 
Reduziervorschriften fiir dieselben gegeben seien, und zwar insbesondere 
solche, die von der bei Reduktionsschritten gemiB 13.5 bestehenden Er- 
laubnis, die geianderte Vorderformel stehen zu lassen, keinen Gebrauch 
machen. 

Fiir alle tiblichen zahlentheoretischen Axiome sind solche leicht an- 
zugeben. Betrachten wir etwa die unter 6.2 genannten Beispiele; diese 
waren als Sequenzen zu schreiben, das > durch & und ~ zu ersetzen; 
alsdann lassen sie sich reduzieren, indem man zunichst gemiB 13.21 die 
V-Zeichen wegschafft und die zugehérigen Variablen durch beliebige Zahl- 
zeichen ersetzt, und dann wie unter 13.81 beschrieben fortfahrt. Denn 
die entstehenden Formeln sind ja ,,richtig“. 
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13.92. Logische Grundsequenzen sind nach folgender einfachen Vor- 
schrift zu reduzieren: 

Eine Sequenz &-» WM liege vor. Man ersetze zuniachst die freien 
Variablen durch beliebige Zahlzeichen (13.11), alsdann die Minimalterme 
durch die Zahlzeichen, die deren Werte darstellen (13.12). Letzteres ist 
solange zu wiederholen — es kénnen ja beim Ausrechnen Minimalterme 
neu entstehen — bis kein Minimalterm mehr vorkommt. Die Sequenz 
laute danach U* — A*. 

Nun fiihre man an der Hinterformel U* Reduktionsschritte gemaf 
13.21, 13.22 und, falls nétig, 13.12 solange aus, bis die Hinterformel 
die Gestalt 7 € hat oder eine Minimalformel ist. Bei Reduktionen ge- 
maB8 13.21 bzw. 13.22 darf man das einzusetzende Zahlzeichen bzw. die 
Forme! beliebig wihlen. 

Ist nun aus der Hinterformel eine richtige Minimalformel geworden, 
so ist das Reduktionsverfahren bereits beendet (13. 4). 

Ist es eine falsche Minimalformel, so fihrt man nun gema$ 13.51, 
13,52 und 13.12 solche Reduktionsschritte aus, bei denen die Vorder- 
formel U* genau die gleichen Verinderungen erleidet, wie sie zuvor an der 
Hinterformel U*, in gleicher Reihenfolge, stattfanden. Beispielsweise hat 
man, wenn die Vorderformel die Gestalt Vx (x) angenommen hat, sie 
durch eine Formel %(n) zu ersetzen und dabei das einzusetzende Zahl- 
zeichen n als dasselbe zu bestimmen, welches man bei der entsprechenden 
Reduktion der Hinterformel gewéhlt hatte. Entsprechend verfaihrt man 
bei Reduktionsschritten gemi8 13.52. So wird schlieBlich die Vorder- 
formel gleich der Hinterformel, und das Verfahren ist wiederum beendet, 
indem die Endform (13.4) erreicht ist. 

Hatte jedoch die Hinterformel die Gestalt 7 € angenommen, so muf 
man zunichst gemiB 13.23 reduzieren. Dann lautet die Sequenz: 
u*,€ - 1= 2. Diese reduziert man nun, genau wie im vorigen Falle, 
derart, daB die Vorderformel U* ebenso geindert wird wie zuvor die Hinter- 
formel U*, so daB schlieBlich an ihrer Stelle auch 7 € steht. Nun lautet 
die Sequenz 7 €,€ + 1 = 2. Man reduziert sie gemaB 13.53 zu € > €. 
Dies ist wieder eine logische Grundsequenz; die Formel € enthalt mindestens 
ein Aussagenverkniipfungszeichen weniger als U*, folglich kommt man bei 
Fortsetzung dieses Verfahrens in endlich vielen Schritten zum Ende. 
Damit ist eine Reduziervorschrift fiir beliebige logische Grundsequenzen 
gegeben. 

13.93. In dhnlicher Weise lassen sich auch beliebige Sequenzen 
der Form A&E B-A oder AK B-B oder AB+-AKSB oder 
VW x(x) —> F(t) oder A 7U-—-1=—2 oder 7T7A-A reduzieren, 
wovon ich nachher Gebrauch machen werde: 
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Man ersetze namlich zunichst wiederum die freien Variablen und 
Minimalterme gemi8 13.11 und 13.12. Alsdann hat die Sequenz 
U* & B* + A* eine Gestalt, die beim Reduzieren der logischen Grund- 
sequenz U* & B* — A* & B* nach 13.92 ebenfalls auftrat; sie kann also 
weiterhin genau wie dort zu Ende reduziert werden. Das Gleiche gilt 
fir U* & B* — B* und entsprechend fiir (Vv x (x))* > (F(t))*, hier ist 
die Grundsequenz (WV x § (x))* ~ (Wx (x))* heranzuziehen. Bei A*, B* 
+ U* & B* ist ein Reduktionsschritt gemiB 13.22 durchzufiihren; man 
erhalt, nach Wahl, U*, B* — A* oder A*, B* — B*. Die weitere Re- 
duktion erfolgt nun genau wie die der Grundsequenz U* + A* bzw. 
$* -- B*; die zusitzliche Vorderformel bleibt unbeachtet und stért 
nirgends. Bei U*, 7 U* +1 = 2 ergibt ein Reduktionsschritt gemaiB 
13.53 U* + U*, also wiederum eine Grundsequenz. 

Bei 7 7 U* ~ U* fiihre man an der Hinterformel Reduktionsschritte 
gemaB 13.21, 13.22 und 13.12 solange aus, bis sie die Gestalt 7 © hat 
oder eine Minimalformel ist. Ist sie eine richtige Minimalformel geworden, 
so ist die Reduktion beendet. Hat sie die Gestalt ~ € angenommen, so 
reduziert man gemaé8 13.23 zu 7 7 U*,€ + 1 = 2, weiter (13.53) zu 
€ + 7 U*, dann (13.23) zu €,U* + 1 =2. Ebenso verfahrt man in 
dem Falle, wo die Hinterformel zu einer falschen Minimalformel geworden 
ist; man erhalt dann erst — 7 YA*, danach A* — 1 = 2. 

Nun haben wir in beiden Fallen eine Sequenz erhalten, die bei der 
Reduktion der logischen Grundsequenz U* + U* nach dem unter 13.92 
angegebenen Verfahren ebenfalls auftritt (bzw. eine nicht wesentlich ver- 
schiedene). Man braucht also wiederum nur das dort angegebene Ver- 
fahren zu befolgen, um die Sequenz zu Ende zu reduzieren. 

Man beachte, daf bei allen Reduktionsverfahren unter 13.92 und 
13.93 niemals bei Reduktionsschritten gemi8 13.5 die betroffene Vorder- 
formel stehengelassen wird. 


§ 14. 


Reduktionsschritte an Herleitungen *°). 


Um beliebige hergeleitete Sequenzen zu reduzieren, soll ein Verfahren 
angegeben werden, wobei an der gesamten Herleitung fiir die betreffende 
Sequenz gewisse Reduktionsschritte ausgefiihrt werden. Zu diesem Zwecke 
werde ich den Herleitungsbegriff gegeniiber dem bisherigen etwas abédndern 
(14.1) und dann erklaren, wie ein einzelner Reduktionsschritt an einer 
solchen Herleitung auszufiihren ist (14. 2). 


20) Anmerkung bei der Korrektur: Die Nummern 14.1 bis 16.11 sind im 
Februar 1936 an Stelle eines friiheren Textes eingefiigt worden. 


Mathematische Annalen. 112. 36 
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14.1. Abénderung des Herleitungsbegrif{s. 
Der neue Herleitungsbegriff ergibt sich aus dem alten (5.2) wie folgt: 


5.22 bleibt giiltig, doch darf die ,,.Endsequenz“ der Herleitung jetzt 
auch Vorderformeln enthalten (damit von der ,,Herleitung fiir eine Sequenz“ 
gesprochen werden kann). Die Zeichen \/, 3 und > sollen in der Her- 
leitung nicht vorkommen. Jede Herleitungssequenz soll zur Gewinnung 
von héchstens einer weiteren Sequenz (durch Anwendung einer Schlub- 
regel) benutzt werden. 

Man sieht leicht, da® eine Herleitung im alten Sinne in eine Her- 
leitung mit derselben Endsequenz, die dieser Bedingung geniigt, um- 
gewandelt werden kann. Man braucht nur, von hinten nach vorne 
fortschreitend, mehrfach benutzte Sequenzen jeweils entsprechend oft auf- 
zuschreiben, mitsamt den zu ihrer Herleitung benutzten Sequenzen. 

Mathematische Grundsequenzen miissen die Forderung 13.91 erfiillen; 
mit ihnen zugleich sind auch alle ihre ,,Reduzierten“, d. h. alle Sequenzen, 
die bei Durchfiihrung des gegebenen Reduzierverfahrens auftreten kénnen, 
als mathematische Grundsequenzen zugelassen. 

Als logische Grundsequenzen gelten beliebige Sequenzen der Form 
U+U oder AK B+A oder UKB-B oder U,B+-A&KB oder 
VW x(x) > F(t) oder A, 7U+1=—2 oder 77 UA-4U, sowie alle Se- 
quenzen, die beim Reduzieren einer solchen gema8 13.92, 13.93 auf- 
treten kénnen. 

Strukturdnderungen in der alten Form sind nicht mehr zugelassen. 

Von den SchluBregeln bleiben bestehen die Regel der W-Einfiihrung 
und der ,,vollsténdigen Induktion“, und zwar mit dem Zusatz: Eine zu- 
lassige W-Einfiihrung oder ,,vollstiindige Induktion, wobei in den zu- 
gehérigen Sequenzen keine andere freie Variable als a vorkommt, bleibt 
zulissig, wenn man in den zugehdérigen Sequenzen auBer der die Va- 
riable a enthaltenden Sequenz die vorkommenden Minimalterme durch 
ibre ,,Zahlenwerte ersetzt, solange, bis keine Minimalterme mehr vor- 
kommen (Zweck s. 14. 2 2). 

Neu hinzu kommt folgende ,,SchluBregel der 7-Einfiihrung’: Aus 
r,U-+1 = 2 ergibt sich [> 7 & 

Ferner wird noch folgende SchluBregel — ,,KettenschluB** — hinzu- 
gefiigt: Aus einer Reihe von- Sequenzen (mindestens einer) beliebiger 
Gestalt ergibt sich eine Sequenz folgender Form: Als Hinterformel erhilt 
sie die Hinterformel irgendeiner Sequenz der Reihe, wobei, wenn es sich 
um eine falsche Minimalformel handelt, irgendeine andere falsche Minimal- 
formel genommen werden darf. Als Vorderformeln schreibe man die simt- 
lichen Vorderformeln derselben Sequenz und der ihr in der Reihe voran- 
gehenden Sequenzen in beliebiger Reihenfolge hin; jedoch diirfen dabei 
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solche Formeln weggelassen werden, fiir die folgendes gilt: Die gleiche 
Formel kommt schon unter den hingeschriebenen (nicht weggelassenen) 
vor; oder: Die Formel ist gleich der Hinterformel irgendeiner der Se- 
quenzen, die innerhalb der Reihe derjenigen Sequenz, aus deren Vorder- 
formeln sie entnommen ist, vorangehen. Ferner diirfen noch beliebige 
weitere Vorderformeln, auch zwischen den anderen, neu hinzugefiigt werden; 
und schlieBlich darf die fertige Sequenz noch so abgeindert werden, daB 
man ein oder mehrere Male irgendeine gebundene Variable gemaB 5.244 
durch eine andere ersetzt. 

Der ,,Kettenschlu8“ ist hiermit so weit gefaBt worden, daB er alles 
in sich enthalt, was noch nétig ist, damit eine Herleitung im alten Sinne, 
die bereits gemiB § 12 von den Zeichen \/, 3 und > befreit sei (und 
die Bedingungen fiir Funktionen, Pradikate und Axiome, 13.12, 13.3, 
13.91, erfiille), nunmehr ohne Anderung ihrer Endsequenz in eine Her- 
leitung im neuen Sinne wmgewandelt werden kann. 

Namlich: Alle Strukturdinderungen sind Spezialfille des ,,Ketten- 
schlusses‘‘. Die fortgefallenen SchluBregeln lassen sich durch die an ihre 
Stelle tretenden neuen Grundsequenzen, mit Hinzunahme des_,,Ketten- 
schlusses“‘, ersetzen. Z. B. die &-Einfiihrung: [+ M und 4 +8 und 
4,8—-U& B ergibt durch _ ,,KettenschluB F,4+>UX& B. Die 
V-Beseitigung: [’+> Vx (x) und Vzhx-— F(t) ergibt durch ,,Ketten- 
schluB“ J’ §(t). Entsprechend ersetzt man &-Beseitigung und ,,Be- 
seitigung der doppelten Verneinung“. SchlieBlich die ,,Widerlegung*: 
Aus U,r>8 und U4,4>78 und 8%, 7B>+1=2 erhilt man 
durch ,,Kettenschlu8“ I’, 4, 4+ 1 = 2, durch ~-Einfiihrung nunmehr 
r,A> 74. 

Somit ist der neue Herleitungsbegriff nicht enger als der alte, und 
wir kénnen fiir die Angabe von Reduziervorschriften fiir irgendwelche in 
einer Herleitung vorkommende Sequenzen ohne Beschrinkurg eine Her- 
leitung im neuen Sinne fiir die betreffende Sequenz als gegeben an- 
nehmen. 

Ich bezeichne im folgenden bei einer SchluBregelanwendung als 
»Primissen“ diejenigen Sequenzen, aus denen die neue Sequenz, das ,,Er- 
gebnis“, sich ergibt. 

DaB der ,,Kettenschluss“ seiner inhaltlichen Bedeutung nach einen 
»richtigen SchluB darstellt, itiberlegt man sich leicht. Es la8t sich auch 
zeigen, daB er durch die alten SchluBregeln und Strukturinderungen er- 
setzt werden kénnte. 

Beim ,,KettenschluB“ wurde zugelassen, da8 einige Primissen gar nicht 
wirklich gebraucht werden; dies erweist sich fiir das Reduzierverfahren 
als praktisch. Die weitgehende Ersetzung von SchluBregeln durch Kom- 
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binationen aus Grundsequenzen und ,,KettenschluB“ ist gleichfalls hierfiir 
bequem; sie wandelt gleichsam das- urspriingliche Nacheinander der 
Schliisse in ein Nebeneinander um. 

Ich will noch voraussetzen, daB bei jeder Sequenz einer gegebenen 
Herleitung angegeben ist, ob sie Grundsequenz ist, und von welcher Art, 
oder aus welchen vorangehenden Sequenzen und nach welcher SchluBregel 
sie sich ergibt; itiberhaupt allgemein, wie die einzelnen Sequenzen, 
Formeln, usw. bei der Anwendung einer SchluBregel den in dem zu- 
gehérigen allgemeinen Schema verwendeten Bezeichnungen entsprechen: 
damit man nicht auf etwaige Mehrdeutigkeiten eingehen muB. 

14.2. Reduktionsschritte an Herleitungen. 

Ich will jetzt den Begriff des Reduktionsschrittes an einer Herleituny 
(14.1) definieren und gleichzeitig beweisen: Durch einen solchen Schritt 
wird die betreffende Herleitung wieder in eine Herleitung umgewandelt, 
und ihre Endsequenz wird dabei in folgender Weise geiandert: 

Die etwa vorkommenden freien Variablen werden durch _beliebig 
wahlbare Zahlzeichen ersetzt; die danach etwa vorhandenen Minimal- 
terme werden durch ihre ,,Zahlenwerte“ ersetzt, solange, bis keine 
Minimalterme mehr vorkommen; und weiterhin findet jhdchstens ein 
Reduktionsschritt gema8 13.2 bzw. 13.5 an der Sequenz statt. (Kine 
Endsequenz ohne freie Variable und Terme kann also auch ganz un- 
geiindert bleiben.) 

Der Herleitungs-Reduktionsschritt ist eindewtig, auBer in den Fallen, 
wo die Endsequenz eine oder mehrere Veranderungen gema8 einem mit 
Wahlfretheit verbundenen Sequenzen-Reduktionsschritt erleidet (13.1 1, 
13.21, 13.22), alsdann kann man die Wahlen beliebig treffen; ist dies 
jedoch geschehen, so ist auch dann der Reduktionsschritt eindeutig be- 
stimmt. 

Hat die Endsequenz der Herleitung Endjorm gemaB 13.4, so wird 
kein Reduktionsschritt fiir die Herleitung definiert. In allen anderen 
Fallen jedoch gibt es einen Reduktionsschritt; die Definition desselben 
folgt jetzt (rekursiv). Es soll also im folgenden die Endsequenz nicht 
Endform haben. 

14.21. Ist die Endsequenz der Herleitung eine Grundsequenz, so 
erfolgt der Reduktionsschritt an dieser gemiB den Reduziervorschriften 
13.91 — 13.93, die ja alle Grundsequenzen im jetzigen Sinne mit erfassen; 
und zwar ist die Ersetzung der etwaigen freien Variablen und Terme 
durchzufiihren, weiterhin jedoch nur genau ein Schritt gemaiB 13.2 bzw. 13.5 
(bzw. gar nichts, wenn schon Endform erreicht ist). Die oben aufgestellten 
Behauptungen iiber den Herleitungs-Reduktionsschritt sind dann offenbar 
erfiillt. 
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14.22. Nunmehr sei die Endsequenz das Ergebnis einer Schlufregel- 
Anwendung, und ich darf voraussetzen, daB fiir die Herleitungen der 
Priimissen bereits der Begriff des Reduktionsschrittes definiert und die 
Giiltigkeit der zugehérigen Behauptungen nachgewiesen sei. 

Der Reduktionsschritt fiir die Gesamtherleitung beginnt mit folgender 
Vorbereitung (Ersetzung von freien Variablen und Minimaltermen): 

Man ersetzt zuniichst die in der Endsequenz etwa vorkommenden 
freien Variablen durch beliebig wahlbare Zahlzeichen. Alsdann ersetzt 
man in der gesamten Herleitung dieselben Variablen (nimlich: die in der 
Endsequenz ersetzt wurden) durch dieselben Zahlzeichen und die «ibrigen 
vorkommenden freien Variablen durch 1; jedoch mit der wichtigen Aus- 
nahme: Die bei einer W-Einfiihrung bzw. ,,vollstindigen Induktion“ 
auftretende, unter 5.25 mit a bezeichnete freie Variable darf in der 
betreffenden Primisse [7+ §(a) bzw. §(a), 4 > ¥(a+ 1), sowie ferner 
in allen zur Herleitung dieser Sequenz gehorigen Sequenzen nicht ersetzt 
werden. 

AnschlieBend werden ferner simtliche in der Herleitung vorkommenden 
Minimalterme der Reihe nach, bis keine mehr vorkommen, durch ibre 
,Zahlenwerte ersetzt; jedoch mit der wichtigen Ausnahme: In der a 
enthaltenden Primisse einer V-Einfiihrung oder ,,vollstiandigen Induktion“, 
sowie in allen zur Herleitung dieser Sequenz gehérigen Sequenzen finden 
keine Ersetzungen statt. 

Man iiberlege sich, daB bei diesen beiden Ersetzungsverfahren die 
Herleitung korrekt bleibt. Wesentlich dafiir ist bei der Ersetzung der 
freien Variablen zunichst die unter 5.25 formulierte besondere Bedingung 
fiir die Variable a bei Y-Einfiihrung und ,,vollstindiger Induktion“, ferner 
die Forderung (14.1), daB jede Herleitungssequenz als Primisse von 
héchstens eimer SchluBregel-Anwendung dient. Diese beiden Tatsachen 
erméglichen es namlich, die zu ersetzenden Variablen von den iibrig 
bleibenden vollstindig zu trennen, so daS durch diese Unterscheidung 
kein Fehler in irgendeine SchluBregel-Anwendung hineinkommt. 

Bei der Term-Ersetzung ist die unter 14.1 formulierte Sonder- 
bestimmung fiir W-Einfiihrung und ,,vollstindige Induktion“ wichtig (und 
darum wurde sie eingefiihrt); denn durch die Ersetzung kann deren ur- 
spriingliche Normalform (5.25) zerstért werden. 

Nach dieser ,,Vorbereitung folgt der eigentliche Reduktionsschritt 
gemiB den nachfolgenden Vorschriften. Hat jedoch die Endsequenz nun- 
mehr Endform, so ist der Reduktionsschritt bereits beendet. 

14.23. Die Endsequenz sei das Ergebnis einer W-Einfiihrung oder 
~-Einfiithrung. Dann lat man sie fort und nimmt die Primisse als 
neue Endsequenz, wobei im ersten Falle noch in der ganzen Herleitung 
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dieser Priimisse, jedoch mit denselben Beschrinkungen wie unter 14. 22, 
fiir die freie Variable a ein beliebig zu wiahlendes Zahlzeichen und fiir 
Minimalterme deren ,,Zahlenwerte“ einzusetzen sind; nicht ersetzt werden 
jedoch auch solche Terme, in denen zuvor die Variable a vorkam. 

Die Herleitung ist offenbar korrekt geblieben, und die Endsequenz 
ist in eine geméB 13.21 bzw. 13.23 reduzierte iibergegangen. 

14.24. Die Endsequenz sei das Ergebnis einer ,,vollstdindigen Induk- 
tion“. Der Zahienwert des Terms t werde durch das Zahlzeichen n an- 
gegeben; m sei das Zahlzeichen fiir die um 1 kleinere Zahl (falls nicht n 
gleich 1 ist). Man ersetze nun in der Herleitung der Primisse ¥ (a), 
A - &(a-+ 1) die freie Variable a, wieder mit der gleichen Beschrankung 
wie unter 14.22, der Reihe nach durch die Zahlzeichen 1, 2,3 usw. bis m, 
und ersetze ferner jeweils anschlieBend alle entstehenden Minimalterme, 
ebenfalls mit der gleichen Beschrinkung wie unter 14.22, durch ihre 
,,Zahlenwerte“. Nunmehr schlieBt man die Gesamtherleitung durch einen 
,KettenschluB ab, der aus J’-+(%(1))* und den eben hergeleiteten 
Sequenzen (§(1))*, 4 — (%(2))* und (§(2))*, 4 +(§(3))* usw. bis zu 
(%(m))*, 4 — (F(n))* wieder die Endsequenz I’, 4 — (§ (n))* zu gewinnen 
gestattet. Der Stern soll jeweils die durch die Ersetzungen von Minimal- 
termen eingetretenen Anderungen bezeichnen. Auf Grund der vor- 
bereitenden Term-Ersetzungen (14.22) und der jetzt erfolgten sind 
schlieBlich iiberall sémtliche Minimalterme weggeschafft worden, so daB die 
zusammengehorigen %*-Ausdriicke wirklich stets einander gleich geworden 
sind, selbst wenn sie es zuvor nicht waren. Ist n gleich 1, so setze man 
fiir a nur 1 ein, und erhalt aus J’ (%(1))* und (§(1))*, 4 > (§(2))* 
durch ,,KettenschluB“ die Endsequenz I’, 4 — (% (1))*. 

14.25. Als letzter Fall bleibt jetzt der zu behandeln, da® die 
Endsequenz das Ergebnis eines ,,Kettenschlusses ist. Dies ist der 
schwierigste Fall der Herleitungsreduktionen, weil namlich der Kettenschlu8 
gleichsam die Schwierigkeiten simtlicher Schliisse in sich zusammenfaBt. 

Diejenige Pramisse, deren Hinterformel die Hinterformel der End- 
sequenz liefert, nenne ich die ,,Hauptpramisse“. Ist die Hinterformel der 
Endsequenz eine falsche Minimalformel, so machen wir die erste Priimisse 
(in deren gegebener Reihenfolge), deren Hinterformel ebenfalls eine falsche 
Minimalformel ist, zur Hauptprimisse. Das andert, auch wenn zuvor 
eine spitere Primisse Hauptprimisse war, an der Korrektheit des 
,.Kettenschlusses“ nichts; es sind nur u. U. gewisse Vorderformeln der 
Endsequenz nun nicht mehr als den Prémissen entnommen, sondern als 
neu hinzugefiigt anzusehen. 

Nach dieser Vorbereitung ergibt sich, da8 die Hauptpramisse keines- 
falls Endform (13.4) haben kann; denn sonst miiBte auch die Endsequenz 
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offenbar Endform haben, was ausgeschlossen war. Folglich la8t sich an 
der Herleitung der Hauptpriimisse ein Reduktionsschritt ausfiihren. Im 
Hinblick auf diesen unterscheide ich vier Fille, die gesondert behandelt 
werden (14.251 — 14.254). 

14.251. Die Hauptprimisse erleide beim Reduktionsschritt an ihrer 
Herleitung eine Anderung gemif 13.2. — In diesem Falle fiihre man an 
der Endsequenz den fiir sie in Frage kommenden Sequenzen-Reduktions- 
schritt gemai8 13.2 aus, wobei die etwaige Wahl beliebig zu treffen ist. 
Ferner fiihre man an der Herleitung der Hauptpramisse den Herleitungs- 
Reduktionsschritt aus und treffe dabei bei Wahlfreiheit die gleiche Wahl. 
Nun sind die Hinterformeln beider Sequenzen wieder gleich (bis auf 
Umbenennungen von gebundenen Variablen allenfalls), und der ,,Ketten- 
schluB“ ist wieder korrekt. Damit ist in diesem Falle der Reduktions- 
schritt fiir die Gesamtherleitung beendet. 

14.252. Die Hauptprimisse erleide beim Reduktionsschritt an ihrer 
Herleitung eine Anderung gemaS 13.5, und die betroffene Vorderformel 
sei eine solche, die unter die Vorderformeln der Endsequenz (bei deren 
Bildung nach der Regel des ,,Kettenschlusses‘‘) aufgenommen wurde, oder 
aber auf Grund des Umstandes, daB eine gleiche Formel schon unter 
diesen vorkam, weggelassen wurde. — Alsdann fiihre man den Reduktions- 
schritt an der Herleitung der Hauptprimisse aus, und dndere, damit 
der ,,KettenschluB“ wieder korrekt wird, die Endsequenz gemaiS dem 
entsprechenden Sequenzen-Reduktionsschritt (13.5) ab. D.h., wenn die 
betroffene Vorderformel selbst in die Endsequenz aufgenommen war, so 
fihre man an dieser hier den gleichen Reduktionsschritt aus; wenn sie 
aber wegen Ubereinstimmung mit einer schon vorhandenen weggelassen 
war, so fiihre man an dieser den Reduktionsschritt aus und lasse sie 
dabei stehen, ganz gleich ob bei der Reduktion der Prémisse die ent- 
sprechende Formel weggelassen wird oder stehen bleibt. 

14.253. (Havuptjall.) Die Hauptprimisse, sie laute 4 —€, erleide 
beim Reduktionsschritt an ihrer Herleitung eine Anderung gema8 13.5, 
und die betroffene Vorderformel (%) sei eine solche, die unter die 
Vorderformeln der Endsequenz auf Grund ihrer Ubereinstimmung mit 
der Hinterformel einer vorangehenden Primisse nicht aufgenommen 
wurde; diese Primisse, sie laute ]’— %, erleide beim Reduktionsschritt 
an ihrer Herleitung eine Anderung, die dann notwendigerweise gemaB 
13.2 erfolgen mu8. (% kann ja keine Minimalformel sein.) — Die 
Endsequenz der Gesamtherleitung laute O--D. Ich unterscheide nun 
drei Einzelfille, je nachdem nimlich ob @ die Gestalt Wx (zx), 
4&8 oder 7M hat. Die Behandlung der drei Fille ist nicht wesent- 
lich verschieden. 
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Habe zunichst B die Gestalt Wx¥}(x). Dann wird bei: dem 
Reduktionsschritt an 4 + €, gemaB 13.51, eine Vorderformel §(n) hinzu- 
gefiigt, und Wx (x) bleibt stehen oder wird weggelassen; bei dem 
Reduktionsschritt an J’—- V x § (x), der gem&B 13.21 erfolgen muB, kann 
man fiir das einzusetzende Zahizeichen das gleiche Zeichen n wihlen, 
so daB J’ %(n) entsteht. Nun bilde man drei ,,Kettenschliisse‘: Der 
erste erhalt als Primissen die des urspriinglichen ,,Kettenschlusses‘‘, jedoch 
mit J’ §(n) an Stelle von ’- Wx (zx), als Ergebnis: O — ¥(n). Dies 
ist korrekt. Der zweite ,,KettenschluB“ erhalt als Pramissen die des 
urspriinglichen ,,Kettenschlusses“, jedoch mit der gemaB 13.5 1 reduzierten 
Sequenz an Stelle von 4-—€, als Ergebnis: 0, §(n)-D. Auch dies 
ist ein korrekter ,,.KettenschluB“. Der dritte ,,KettenschluB“ ergibt aus 
O — §&(n) und O, §(n)- D wieder die Endsequenz O > D. — Zu jeder 
der benutzten Sequenzen soll natiirlich deren gesamte Herleitung hinzu- 
geschrieben werden, so da8 insgesamt nun wieder eine korrekte Herleitung 
vorliegt. 

Wenn &% die Gestalt U & B hat, so wird bei dem Reduktionsschritt 
an 4—€, gem&éB 13.52, eine Vorderformel & oder 8 hinzugefiigt. 
r+%&B wird nach Wahl zu /- 4% oder J'-- B; man treffe die 
Wahl so, daB die gleiche Formel auftritt wie bei A €. Nun verfahre 
man weiter genau wie im vorigen Fall. 

Hat B die Gestalt 7 YU, so wird A —- € reduziert zu A — U, und 
r>+7U4a2a/,u-il = 2. Nun bildet man, wie bisher, zwei ,,Ketten- 
schliisse“ mit den Ergebnissen 0,U-- 1 = 2 und O-XY°. Diese beiden 
ergeben, in der Reihenfolge vertauscht, durch einen dritten ,,Kettenschlub“ 
wieder O-> D. Denn D ist ja, wie € und | = 2, eine falsche Minimal- 
formel. 

14.254. Es bleiben noch folgende Méglichkeiten iibrig: Die Haupt- 
pramisse bleibt beim Reduktionsschritt an ihrer Herleitung unverdndert; 
oder: ihre Anderung ist von der unter 14.253 angenommenen Art und 
die Pramisse J’-- B bleibt beim Reduktionsschritt an ihrer Herleitung 
unverindert. — In beiden Fallen fiihre man den Reduktionsschritt an 
der Herleitung der unverandert bleibenden Primisse durch und ist damit 
fertig. Ist jedoch dieser Reduktionsschritt an der Priimissen-Herleitung 
insbesondere ein Reduktionsschritt gemiB 14.253 (wobei ja die End- 
sequenz, d.h. die Primisse, unverdndert bleibt), dann ist etwas anders 
zu verfahren, naimlich: Man fiihre diesen Reduktionsschritt aus, jedoch 
ohne den dafiir vorgeschriebenen ,,dritten KettenschluB“ zu _bilden; 
statt dessen setze man vielmehr die beiden Pramissen dieses ,.Ketten- 
schlusses‘ an Stelle von dessen Ergebnis in die Reihe der Priamissen 
des ,,Kettenschlusses“, der die Gesamtherleitung abschlieBt, ein. Man 
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sieht leicht ein, daB dieser hierbei korrekt bleibt. 
nicht geindert. 

Damit ist die Definition eines Reduktionsschrittes an einer Herleitung 
beendet. 


Die Endsequenz wird 


§ 15. 
Ordnungszahlen und Endlichkeitsbeweis. 


Es bleibt jetzt noch zu zeigen, daB man, wenn man an einer vor- 
gelegten Herleitung immer von neuem einen Reduktionsschritt ausfiihrt, 
stets, d.h. wie man auch die Wahlen bei Wahlfreiheiten treffen mag, in 
endlich vielen Schritten zur Endjorm (der Endsequenz) gelangt. Damit 
ist dann auch fiir beliebige hergeleitete Sequenzen eine Reduziervorschrift 
(13.6) gegeben; man braucht ja nur die Herleitung der Sequenz (gemaB § 14) 
zu reduzieren, und die Sequenz reduziert sich dabei (gemaB § 13) auto- 
matisch mit. 

Um die Endlichkeit des Verfahrens nachzuweisen, wird man zeigen 
miissen, da jeder Reduktionsschritt eine Herleitung in einem bestimmten 
Sinne ,,vereinfacht. Zu diesem Zwecke ordne ich jeder Herleitung eine 
,Ordnungszahl** zu, welche ein Maf fiir die ,,.Kompliziertheit“ der Herleitung 
darstellt (15.1, 15.2). Es lat sich dann nimlich zeigen, daB bei jedem 
Reduktionsschritt an einer Herleitung deren Ordnungszahl (i. allg.) kleiner 
wird (15.3). Hierdurch ist aber die Endlichkeit des Reduzierverfahrens noch 
nicht ohne weiteres gesichert; die Anordnung der Herleitungen (entsprechend 
der GréBenanordnung ihrer Ordnungszahlen) ist niamlich insofern von 
besonderer Art, als es sein kann, daB eine Herleitung an Kompliziertheit 
tiber unendlich vielen anderen sich einreiht. Z. B. eine Herleitung, an 
deren Ende durch ,,vollstindige Induktion, nebst W-Einfiibrung, eine 
Endsequenz der Form - Wx %(%) gewonnen wird, ist als komplizierter 
anzusehen als ihre simtlichen unendlich vielen durch Einsetzen bestimmter 
Zahlzeichen fiir x und Auflésung der ,,vollstindigen Induktion“ (14. 23, 
14.24) entstehenden Spezialfille. Dies kann nun noch in vielfach 
geschachtelter Weise eintreten. Infolgedessen haben die ,,Ordnungszahlen* 
den Charakter von ,,transfiniten Ordnungszahlen“ (Anm. *'), und die 
induktive Erfassung ihrer Gesamtheit ist nicht durch eine gewohnliche 
vollstindige Induktion méglich. sondern erst durch eine_,,transfinite 
Induktion’, deren Giiltigkeit eines besonderen Nachweises (15.4) bedarf. 

15.1. Definition der Ordnungszahlen (rekursiv). Als ,,Ordnungs- 
zahlen“’ benutze ich gewisse positive endliche Dezimalbriiche, die nach 
folgender Vorschrift gebildet sind: 

Ordnungszahlen mit dem Numerus 0 sind genau die folgenden 
Zahlen: 0,1, 0,11, 0,111, 0,1111, ..., d. h. allgemein: jede Zahl mit dem 
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Numerus 0, deren Mantisse aus endlich vielen Einsen besteht; sowie die 
Zahl 0,2. 

Das Anhingen von Nullen am Ende sei, auch im folgenden, nicht 
gestattet; die Schreibweise soll eindeutig sein. — Ich nenne eine Man- 
tisse kleiner als eine andere Mantisse, wenn diese Beziehung zwischen den 
durch Vorsetzen von ,,0,‘‘ entstehenden Zahlen besteht. 

Die Mantisse einer Ordnungszahl mit dem Numerus e+ 1 (o > 0) 
erhalt man, indem man eine Anzahl voneinander verschiedener Ordnungs- 
zahlen (mindestens eine) mit dem Numerus ¢ nimmt, deren Mantissen 
der GréBe nach ordnet, so daB die gréBte zuerst kommt, die kleinste 
zuletzt, und sie in dieser Reihenfolge hintereinanderschreibt, wobei jeweils 
zwischen zwei aufeinanderfolgende Mantissen 9 + 1 Nullen einzufiigen 
sind. Alle auf diese Weise aus Ordnungszahlen mit dem Numerus @ zu 
erhaltenden Zahlen, und keine anderen, sind Ordnungszahlen mit dem 
Numerus o + 1. 

Beispiele von Ordnungszahlen: 

0,1111, 1,1101, 1,2, 2,111, 2,2010011010011, 3,2010020001. 

Man kann aus einer gegebenen Zahl mit dem Numerus g + 1 ein- 
deutig ersehen, aus welchen Zahlen mit dem Numerus 0 sie nach obiger 
Vorschrift erzeugt ist. Denn eine Zahl mit dem Numerus o kann offen- 
bar nicht mehr als o aufeinanderfolgende Nullen an irgendeiner Stelle 
enthalten. 

Niaheres iiber die Anordnung der Ordnungszahlen folgt unter 15. 4. 

15.2. Die Zuordnung von Ordnungszahlen zu Herleitungen. 

Zu jeder gegebenen Herleitung (im Sinne von 14.1) laBt sich nach 
folgender rekursiven Vorschrift eindeutig eine zugehérige Ordnungszahl 
berechnen: 

Dabei gilt stets, worauf zu achten ist: Die Héchstanzahl (v) auf- 
einanderfolgender Nullen in der Mantisse ist gréBer als 1, und alle durch 
Folgen von v Nullen getrennten Teile, auBer dem letzten, beginnen mit 
der Ziffer 2, der letzte Teil besteht nur aus Einsen. 

Ist die Endsequenz der Herleitung eine Grundsequenz, so erhilt die 
Herleitung eine Ordnungszahl der Form 2,2001..1, wobei die Anzahl 
der Einsen um 1 gréBer als die Anzahl der in der Sequenz vorkommenden 
Aussagenverkniipfungszeichen zu wablen ist. 

Nunmehr sei die Endsequenz das Ergebnis einer Schlupregel- 
Anwendung, und fiir die Herleitungen der Primissen seien bereits die 
zugehdérigen Ordnungszallen bekannt. Aus diesen berechnet sich die 
Ordnungszahl der Gesamtherleitung wie folgt: 

Ist die Endsequenz das Ergebnis einer Y- oder ~7-Einfiihrung, so 
fiige man der Ordnungszahl fiir die Herleitung der Priimisse eine Ziffer | 
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hinten an. Auf Grund der angegebenen Eigenschaften beliebiger Her- 
leitungs-Ordnungszahlen ist dies offenbar wieder eine korrekte Ordnungs- 
zahl gem&B 15.1. 

Ist die Endsequenz das Ergebnis eines ,,Kettenschlusses‘‘, so betrachte 
man die Mantissen der Ordnungszahlen der Herleitungen fiir die Pri- 
missen; vy sei die Héchstanzahl aufeinanderfolgender Nullen in allen diesen. 
Kommen gleiche Mantissen darunter vor, so unterscheide man diese, indem 
man jeweils einer y+ 1 Nullen und eine 1, einer weiteren » + 1 Nullen 
und zwei Einsen, usf., anhingt; dies fiihre man in gleicher Weise bei 
jedem Vorkommen von gleichen Mantissen durch. Die nunmehr er- 
haltenen Mantissen sind simtlich verschieden; man schreibe sie der GréBe 
nach hintereinander (die gréBte voran), mit jeweils vy + 2 Nullen zwischen 
zwei aufeinanderfolgenden Mantissen; ferner hinge man am Schlu8 noch 
y+ 2 Nullen und eine 1 an. Hiermit hat man die Mantisse der Ordnungs- 
zahl fiir die Gesamtherleitung. Als Numerus dazu nehme man die kleinste 
natiirliche Zahl, deren UberschuB iiber die Héchstanzahl aufeinander- 
folgender Nullen in der Mantisse > 0 und erstens nicht um mehr als 
2 kleiner ist als der entsprechende Uberschu8 in irgendeiner der Ordnungs- 
zahlen fiir die Herleitungen der Primissen, und zweitens nicht kleiner als 
die zweimal genommene Anzahl der Aussagenverkniipfungszeichen in der 
Hinterformel irgendeiner der Hauptprimisse (14.25) vorangehenden 
Priimisse. 

Ist die Endsequenz das Ergebnis einer ,,vollsténdigen Induktion, so 
erhalt die Ordnungszah! der Gesamtherleitung eine Mantisse der Form 
201 ..10..01; dabei ist die Anzahl der aufeinanderfolgenden Einsen um 
1 gréBer zu wihlen als die Anzahl aufeinanderfolgender Einsen an ent- 
sprechender Stelle in der gréferen der Mantissen der Ordnungszahlen fiir 
die Herleitungen der beiden Prémissen (bzw. irgendeiner, wenn beide gleich 
sind); d. h.: beginnt diese mit 200, so ist eime 1 zu nehmen; andernfalls 
mu8 sie mit 201 .. 10 beginnen, dann nimmt man eine 1 mehr als hier. 
Die Anzahl der aufeinanderfolgenden Nullen soll » + 2 sein, wobei » die 
Héchstanzahl aufeinanderfolgender Nullen in den beiden genannten Man- 
tissen sei. Als Numerus dazu nehme man die kleinste natiirliche Zahl, 
deren UberschuB iiber die Héchstanzahl aufeinanderfolgender Nullen in 
der Mantisse >0 und erstens nicht um mehr als 2 kleiner ist als der 
entsprechende Uberschu8 in irgendeiner der beiden benutzten Ordnungs- 
zahlen, und zweitens nicht kleiner als die zweimal genommene Anzahl 
der Aussagenverkniipfungszeichen in der Formel § (1). 

Man iiberlege sich immer, daB die neu gebildete Zahl wieder eine 
korrekte Ordnungszah] (15.1) ist, und iiberdies die oben angegebenen 
besonderen Eigenschaften besitzt. 
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15.3. Die Verkleinerung der Ordnungszahl bei Durchfiihrung eines 
Reduktionsschrittes. 

Jetzt ist zu beweisen, daB bei jedem Herleitungs-Reduktionsschritt 
gemiB 14.2 im allgemeinen die Ordnungszahl der neu entstehenden Her- 
leitung kleiner ist als die der alten. Ich werde zeigen: Der Numerus 
wird nicht grélier; die Mantisse wird kleiner, auBer in den Fallen, wo 
die Endsequenz nach Ersetzung der freien Variablen und Terme bereits 
Endjorm annimmt (14.21, 14.22); ferner bleibt die Héchstanzahl auf- 
einanderfolgender Nullen in der Mantisse wngedndert, auer im Falle einer 
Reduktion gemiB 14.253; und in diesem Falle wird sie genau um 2 
groBer. 

Ich verfahre wieder rekursiv, d. h. ich beweise die Behauptung durch 
vollstandige Induktion. 

Fiir Herleitungen, deren Endsequenz eine Grundsequenz ist, folgt 
alles aus der Festsetzung der Ordnungszahl fiir eine solche Herleitung, 
zusammen mit der Tatsache, daB beim Reduktionsschritt eine Anderung 
der Sequenz gemiB 13.2 bzw. 13.5 erfolgt, wobei die Anzahl der vor- 
kommenden Aussagenverkniipfungszeichen sich verringert. (Entsteht zu- 
vor schon Endform, so bleibt die Ordnungszah] ungeandert.) Wichtig ist 
hierfiir, daB bei Anderungen gemaB 13.5 die geainderte Vorderformel stets 
weggelassen wird, siehe 13.91—13.93. 

Sei nun die Endsequenz das Ergebnis einer Schlufregel-Anwendung 
und die Behauptung fiir die Herleitungen der Préimissen als schon be- 
wiesen angenommen. 

Der Vorbereitungsschritt (14.22) hat auf die Ordnungszah! der Her- 
leitung sichtlich keinen EinfluB. Wenn dabei die Endsequenz bereits 
Endjorm annimmt, bleibt also die Ordnungszahl ungefndert. Ist das 
nicht der Fall, so gilt: 

Ist die Endsequenz das Ergebnis einer W- oder ~-Einfiihrung, so 
folgt die Behauptung ohne weiteres aus der Festsetzung der Ordnungs- 
zahl fiir eine solche Herleitung. 


Auch wenn die Endsequenz das Ergebnis einer ,,vollstdéndigen Induk- 
tion’ ist, ergibt sich die Richtigkeit der Behauptung leicht. Die _,,voll- 
stiindige Induktion wird ja in einen ,,KettenschluB“ verwandelt: der 
Numerus der Ordnungszah] wird dabei nicht gréBer; die Mantisse kann 
zwar viel lénger werden, doch wird sie trotzdem kleiner, da ja am Anfang 
stets die Mantisse der Ordnungszahl einer der beiden urspriinglichen 
Primissenherleitungen zu stehen kommt. Die Héchstanzah] aufeinander- 
folgender Nullen (v + 2) bleibt bestehen. 

Sei schlieBlich die Endsequenz das Ergebnis eines ,,Kettenschlusses“. 
Eine Vorverlegung der Hauptprimisse (14.25) andert die Mantisse der 
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Ordnungszahl nicht; doch kann der Numerus dabei kleiner werden, da- 
durch, da8 gewisse Primissen-Hinterformeln von der Mitbestimmung bei 
seiner Berechnung ausscheiden. 

Der Reduktionsschritt erfolge nun etwa gemaf 14.251 oder 14.252. 
Hierbei wird eine der Mantissen der Ordnungszahlen fiir die Prdmissen- 
herleitungen, ohne Anderung der héchsten in ihr vorkommenden Nullen- 
zahl, verkleinert. Dies wirkt sich auf die Mantisse fiir die Ordnungszahl 
der Gesamtherleitung offenbar gleichfalls verkleinernd aus. Die Nullenzahl 
v+-2 bleibt ja erhalten; die kleiner gewordene Mantisse riickt unter 
Umstinden an einen spdteren Platz in der nach GréBe geordneten Reihe; 
war sie eine von mehreren gleichen, so erhalten die iibrigen jetzt je eine 
1 weniger angehingt; auf jeden Fall muB die erste nicht gleich gebliebene 
Mantisse in der Reihe der durch je »+2 Nullen getrennten Mantissen 
eine kleinere sein als zuvor; damit ist auch die Gesamtmantisse sicher 
verkleinert. Der Numerus wird nicht vergréBert. 

Bei einem Reduktionsschritt gemai8 14.253 wird die Ordnungszahl 
der Herleitung wie folgt geindert: Betrachten wir zuniichst die Ordnungs- 
zahlen fiir die beiden Herleitungen, die mit dem neu gebildeten ersten 
bzw. zweiten ,,KettenschluB“ abschlieBen. Fiir diese beiden besteht der 
gleiche Sachverhalt wie in dem vorigen Falle, d. h.: Die beiden Mantissen 
sind kleiner als die Mantisse der Ordnungszahl der urspriinglichen Her- 
leitung; die Héchstzahl aufeinanderfolgender Nullen (v + 2) ist die gleiche 
geblieben; die Numeri sind nicht gréBer geworden. Nun fiigen wir den 
dritten ,,Kettenschlu8* an und bilden die Ordnungszahl der neuen Gesamt- 
herleitung: Die Mantisse beginnt mit einer der beiden Mantissen, und 
nachfolgenden v + 3 (im allgemeinen » + 4) Nullen; folglich ist sie gleich- 
falls kleiner als die der urspriinglichen Ordnungszahl; die Héchstzahl 
aufeinanderfolgender Nullen ist »+ 4, also um 2 gréBer als zuvor; der 
Numerus schlieBlich kann nicht gréfer geworden sein, denn: Die Anzahl 
der Aussagenverkniipfungszeichen in der Hinterformel § (nu), bzw. YU oder B, 
bzw. U, ist geringer als in der Formel &%, d. h. in Vx §(x), baw. A& B, 
bzw. 7 YU; folglich ist die Summe der zweimal genommenen ersteren mit 
y+ 4, die den neuen Numerus mitbestimmt, nicht gréBer als die Summe 
der zweimal genommenen letzteren mit v +- 2; und kleiner als diese konnte 
der Numerus der urspriinglichen Herleitung nicht sein, da ja B zu den 
bei seiner Berechnung mitbestimmendea Hinterformeln gehorte. 

Bei einem Reduktionsschritt geméB 14.254 ist die Lage, wenn 
nicht der Sonderfall vorliegt, dieselbe wie bei 14.251 und 14.252. 
Doch auch der Sonderfall erledigt sich nach den vorangehenden Betrach- 
tungen ohne Miihe; es wird dabei eine der Mantissen der Ordnungszahlen 
fiir die Praimissenherleitungen nicht mehr wie oben durch eine, sondern 
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durch zwei kleinere Mantissen ersetzt; die Wirkung ist aber in jeder er- 
forderlichen Hinsicht die gleiche. Der Numerus wird nicht vergréBert; 
sein ,,Uberschu8“ durfte vor der Reduktion nicht um mehr als 2 kleiner 
sein als die zweimal genommene Anzahl der Aussagenverkniipfungs- 
zeichen in &, so da8 durch die Mitbestimmung von §(n), bzw. WY 
oder 8, bzw. & nach der Reduktion keine VergréBerung eintreten 
kann. 

Damit ist die (im allgemeinen eintretende) Verkleinerung der Ord- 
nungszahl bei Reduktionsschritten bewiesen. Der wichtigste Punkt war 
die Numerusbetrachtung bei der Behandlung der Reduktionsschritte 
14.253 und 14.254; dies ist der Gedanke, durch den es gelingt, bei 
einem derartigen Reduktionsschritt eine Vereinfachung der Herleitung zu 
erkennen, trotz der scheinbaren Zunahme an Kompliziertheit. Die Ver- 
einfachung besteht eben darin, daS die Priamissen des ,,dritten Ketten- 
schlusses in geringerem Mafe miteinander ,,verflochten“ sind (naimlich 
entsprechend der Anzahl der Aussagenverkniipfungszeichen in der Hinter- 
formel der ersten Primisse, die zugleich Vorderformel der zweiten ist), 
als es die Primissen des ersten und zweiten, und die des urspriinglichen 
,,Kettenschlusses“ waren. An diesen Gesichtspunkt schlieBt sich die Art 
der Zuteilung der Ordnungszahl beim ,,KettenschluB” (15.2) an; alles 
iibrige ergibt sich dann mehr oder weniger von selbst. 

15.4. Nachweis der Endlichkeit des Reduzierverfahrens. Einige — nach- 
folgend gebrauchte — Tatsachen iiber die Gréfenanordnung der Ordnungs- 
zahlen : 

Ich ordne jeder Zahl « mit dem Numerus o(e > 0) das System S (a) 
derjenigen Zahlen mit dem Numerus @ + 1 zu, bei deren Bildung gemaB 
15.1 die gréBte der benutzten Ordnungszahlen mit dem Numerus ¢ die 
Zahl « ist. Jede Ordnungszahl mit dem Numerus oe + 1 gehért eindeutig 
einem solchen System S(a) zu. Ist a, kleiner als a, so ist auch jede 
Zahl von S(«,) kleiner als jede Zahl von G(a,). Die Anordnung der 
Systeme S(«) entspricht also der Anordnung der Zahlen «a. Fiir die 
Anordnang der Zahlen (mit dem Numerus @ + 1) innerhalb eines Systems S («) 
gilt folgendes: Die kleinste Zahl innerhalb S(a) ist die Zahl «+1. Die 
tibrigen Zahlen von S(«) entsprechen Anordnungs-isomorph der Gesamt- 
heit der Zahlen mit dem Numerus oe + 1, die kleiner als «+1 sind, in 
folgender Weise: Jede Zah] von S(a«), auBer «+1, entsteht aus «+ 1, 
indem man e+ 1 Nullen und dahinter die Mantisse irgendeiner der Zablen 
mit dem Numerus o+ 1, die kleiner als «+ 1 sind, anfiigt. Deren An- 
ordnung iibertragt sich dabei. 

Die Richtigkeit all dieser Behauptungen ist an Hand der Definition 
der Ordnungszahlen leicht einzusehen. Es ist niitzlich, sich mit ihrer 








Widerspruchsfreiheit der Zahlentheorie. 555 


Hilfe die Anordnung der Ordnungszahlen mit dem Numerus 1, sowie 2 
und 3 beispielsweise, anschaulich zu machen”’). 

Ich behaupte nun (Satz der ,,transfiniten Induktion“ ): 

Alle Ordnungszahlen (15.1) sind bei Durchlaufung derselben nach 
wachsender GréBe in folgendem Sinne ,,erreichbar“: Die erste Zahl 0,1 
gilt als ,,erreichbar‘; wenn ferner alle Zahlen, die kleiner als eine 
Zahl 6 sind, bereits als ,,erreichbar‘ erkannt sind, so gilt auch # als 
,erreichbar*. 

Beweis. Erreichbar ist zunachst 0,1, also auch 0,11, also auch 
0,111, usw., allgemein ergibt sich durch vollstindige Induktion: jede 
Zahl, die kleiner als 0,2 ist, ist erreichbar. Folglich ist auch 0,2 er- 
reichbar, und damit samtliche Zahlen mit dem Numerus 0. Nun wende 
ich vollstdindige Induktion an, d.h. ich nehme an, die Erreichbarkeit aller 
Zahlen bis zu denen mit dem Numerus 0 (e > 0) einschlieBlich sei be- 
reits bewiesen, und sie ist nun fiir die Zahlen mit dem Numerus oe + 1 
zu beweisen. Die erste dieser Zahlen, d.h. die Zahl mit der Mantisse 1, 
ist erreichbar. Nun beachte man: Die Durchlaufung der Zahlen mit dem 
Numerus @ ist bereits geleistet. Jeder solchen Zahl « entspricht ein 
System S(«) von Zahlen mit dem Numerus e + 1; dieses System besteht 
aus der Zahl «+ 1 und einem den Zahlen mit dem Numerus oe + 1, die 
kleiner als «+1 sind, Anordnungs-isomorphen System. Eine Durch- 
laufung der Zahlen mit dem Numerus 9 +-1 ist nun nichts anderes als 
eine Durchlaufung der Systeme S(«) in derselben Weise, wie die Zahlen « 

21) Fiir Kenner der Mengenlehre sei bemerkt: Das System der von mir be- 
nutzten ,,Ordnungszahlen“ ist durch die < -Beziehung wohlgeordnet, und zwar ent- 
sprechen den Zahlen mit dem Numerus 0, 1, 2, 3, 4, 5 usw. beziiglich die trans- 
finiten Ordnungszahlen @+1, 2°*'=w+o, 2°*°=w-o, 2°°% =o” 
2) — a) a) = wg!” oy , usw.; dem Gesamtsystem entspricht die ,,erste 
e-Zahl“. (Zum Beweise bedenke man, daB der im Text beschriebene Ubergang 
von den Zahlen mit dem Numerus 0 zu den Zahlen mit dem Numerus 9 +1 dem 
Definitionsgesetz der Potenz von 2 entspricht, und beriicksichtige weiterhin die 
Rechenregelo fir transfinite Ordnungszahien.) Der ,,Satz der transfiniten Induk- 
tion“ besagt nichts anderes als die Giltigkeit der transfiniten Induktion fiir diesen 
Abschnitt der II. Zahlklasse. Die Bedenklichkeiten der allgemeinen Mengenlehre 
gehen in den Widerspruchsfreiheitsbeweis natiirlich nicht ein, da in diesem die 
entsprechenden Begriffe und Satze ganz unabhingig in viel elementarerer Weise 
als in der Mengenlehre, wo sie dafiir eine weit gréBere Allgemeinheit besitzen, ent- 
wickelt werden. — Ahnliche Inbezugsetzungen zwischen mathematischen Beweisen 
bzw. Satzen und der Theorie der Wohlordnung, insbesondere der Zahlen der 
II. Zahlklasse, finden sich bei: A. Church, A proof of freedom from contradiction, 
Proc. Nat. Acad. of Sc. 21 (1935), S.275—281; und: E. Zermelo, Grundlagen einer 


allgemeinen Theorie der mathematischen Satzsysteme I, Fund. Math. 26 (1935), 
8. 136—146. 
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mit dem Numerus o durchlaufen wurden; hat man nimlich eine Zahl 
a-+-1 als erreichbar erkannt, so sind zugleich alle iibrigen Zahlen des 
Systems ©(a) offenbar erreichbar; man hat ja nur dieses System in ge- 
nau derselben Weise zu durchlaufen wie das bereits durchlaufene isomorphe 
System der Zahlen (mit dem Numerus o 4-1) Kleiner als a +1. So 
lassen sich samtliche Zahlen mit dem Numerus 0 + 1 durchlaufen, auf 
Grund der schon geleisteten Durchlaufung der Zahlen mit dem Numerus o. 
Der Gesamtheit der Zahlen « (mit dem Numerus 9), die kleiner als eine 
Zahl «, sind, entspricht bei der Zahl «,+-1 (mit dem Numerus ¢ + 1) 
die Gesamtheit der zu den Systemen S(a) gehdrigen Zahlen (mit 
a < Gp). 

Abschlu8B. Mit Hilfe des ,,Satzes der transfiniten Induktion“ er- 
gibt sich nun ohne weiteres die Endlichkeit des Reduzierverfahrens fiir 
beliebige Herleitungen. Ist namlich die Endlichkeit des Reduzierverfahrens 
bereits bewiesen fiir alle Herleitungen, deren Ordnungszahl kleiner als 
eine Zahl # ist, so gilt sie auch fiir jede Herleitung mit der Ordnungs- 
zahl 8; denn diese geht ja durch eimen Reduktionsschritt in eine Her- 
leitung mit Aleinerer Ordnungszahl, oder mit Endform, iiber. (Hatte die 
Herleitung jedoch Endform, so ist iiberhaupt nichts mehr zu beweisen.) 
Somit iibertriigt sich die Tatsache der Endlichkeit des Reduzierverfahrens 
von der Gesamtheit der Herleitungen mit Ordnungszahlen Kleiner als B 
auf die Herleitungen mit der Ordnungszahl 8; nach dem Satz der trans- 
finiten Induktion gilt sie also fiir alle Herleitungen, mit beliebigen 
Ordnungszahlen. Damit ist der Widerspruchsfreiheitsbeweis beendet. 


V. Abschnitt. 
Betrachtungen zum Widerspruchsfreiheitsbeweis. 


§ 16. 
Die beim Widerspruchsfreiheitsbeweis benutzten SchluBweisen. 


Die Schliisse und Begriffsbildungen, die ich beim Widerspruchsfreiheits- 
beweis angewandt habe, will ich im folgenden nach zwei Gesichtspunkten 
begutachten: Erstens ist zu untersuchen, wieweit sie als unbedenklich gelten 
kénnen (16.1), zweitens, im Zusammenhang mit dem Satz von Gédel 
(2.32), wieweit sie den in der formalisierten reinen Zahlentheorie ent- 
haltenen Beweismitteln entsprechen und in welcher Weise sie iiber diese 
hinausgehen (16. 2). 

16.1. In der Frage der Unbedenklichkeit der benutzten Beweismittel 
ist der kritische Punkt der Endlichkeitsbeweis (15.4). Stellen wir diesen 
vorerst zuriick. Die sonst im Widerspruchsfreiheitsbeweis benutzten Beweis- 
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mittel kénnen mit Bestimmtheit als ,,/init‘‘, in dem im III. Abschnitt aus- 
fiihrlich erérterten Sinne, bezeichnet werden. Dies laBt sich nicht ,,be- 
weisen‘‘, schon allein, weil der Begriff ,,finit’‘ nicht eindeutig formal ab- 
gegrenzt ist und auch kaum abgegrenzt werden kann. Man mu® sich 
eben jeden einzelnen Schlu8 daraufhin ansehen und sich dariiber klar zu 
werden versuchen, ob er mit dem finiten Sinn der vorkommenden Begriffe 
im Einklang steht und nicht etwa auf einer unzulissigen ,,an-sich‘‘- 
Auffassung dieser Begriffe beruht. Ich will die hierfiir wichtigsten Stellen 
des Widerspruchsfreiheitsbeweises kurz besprechen: 

Die Gegenstinde des Widerspruchsfreiheitsbeweises, wie der Beweis- 
theorie iiberhaupt, sind gewisse Zeichen und Ausdriicke, wie z. B. Terme, 
Formeln, Sequenzen, Herleitungen, Ordnungszahlen, auSerdem iibrigens 
auch natiirliche Zahlen. Die Definitionen aller dieser Gegenstiinde er- 
folgten (3.2, 5.2, 14.1, 15.1) durch Konstruktionsvorschriften, ent- 
sprechend der Definition der natiirlichen Zahlen (8.11); eine solche Vor- 
schrift gibt jeweils an, wie man sich schrittweise immer mehr derartige 
Gegenstiinde herstellen kann. — Vorauszusetzen ist dabei, da8 in der 
formalisierten reinen Zahlentheorie bestimmte ,,Funktionen“, ,,Pridikate‘‘ 
und ,,Axiome™ festgesetzt sind, welche die an diese gestellten Bedingungen 
erfiillen (13.12, 13.3, 13.91). Durch diese Voraussetzung kommt 
eigentlich ein transfinit verwendetes ,,wenn — so“ in den Widerspruchs- 
freiheitsbeweis hinein; dies ist aber offenbar harmlos, da man den Beweis 
iiberhaupt erst als sinnvoll anzusehen braucht, wenn jene wirklich fest- 
gesetzt und die Bedingungen als erfiillt erwiesen sind. — 

Fiir diese Gegenstinde wurden ferner eine Reihe von Funktionen 
und Prddikaten verwandt, die im Sinne von 8.12 entscheidbar definiert 
wurden. Z.B. die Funktion ,,die Endformel einer Herleitung’*, das Pra- 
dikat ,,mindestens ein W- oder 3-Zeichen enthalten“ und viele andere. 
Entscheidbar definiert wurden vor allem auch, wie unschwer nachzupriifen, 
die Funktionen: ,,die aus einer Herleitung durch die Umformung gemai® 
§ 12 entstehende Herleitung, ,,die aus einer Herleitung durch einen Re- 
duktionsschritt, unter bestimmter Festsetzung der etwaigen wahlfreien 
Bestimmungen, entstehende Herleitung‘ (14.2), ,,die Ordnungszahl einer 
Herleitung (15. 2). 

Ferner wurden durch vollstindige Induktion Aussagen ,,fiir alle Se- 
quenzen“, ,,fiir alle Herleitungen“ u. dgl. bewiesen, deren Giiltigkeit fiir 
jede einzelne Sequenz oder Herleitung entscheidbar ist. Z. B.: ,,Die aus 
einer Herleitung durch einen Reduktionsschritt entstehende Figur ist 
wieder eine Herleitung, und die Anderung der Endsequenz erfiillt gewisse 
Bedingungen“ (14.2); ,,bei Durchfiihrung eines Reduktionsschrittes wird 


die Ordnungszahl verkleinert“ (15. 3). 
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Bei der Anwendung des Begriffes ,,alle‘ im Widerspruchsfreiheits- 
beweis habe ich nicht die umstindliche finite Ausdrucksweise dafiir ge- 
ma8 10.11 gebraucht; hier ist ja der Unterschied zwischen an-sich-Auf- 
fassung und finiter Auffassung ohnehin fiir das Schlieben belanglos. 

Die Verneinung einer transfiniten Aussage kommt in dem ganzen 
Beweis nur unter 13.90 vor, und nour in harmloser Form, indem namlich 
die betreffende Aussage auf einen ganz elementaren Widerspruch fiihrt. 
Sie 1aBt sich iiberdies ganz vermeiden, wenn man fiir ,,Widerspruchs- 
freiheit‘‘ den positiveren Ausdruck gebraucht: .,Jede Herleitung hat eine 
Endformel, die nicht die Gestalt U& 7 WM hat. Dieses ,,nicht‘ ist nun 
nicht mehr transfinit. 


16.11. Wie steht es nun schlieBlich mit dem Endlichkeitsbeweis (15.4) ? 

Der Begriff ,,erreichbar‘ beim ,,Satz der transfiniten Induktion“ ist 
von ganz besonderer Art. Sein Zutreffen auf irgendeine vorgelegte Zahl 
ist keineswegs von vornherein entscheidbar; er ist daher von dem in § 9 
erklarten Standpunkt aus nicht von vornherein sinnvoll, da ja ein ,,Sinn 
an sich‘ abgelebnt wird. Er gewinnt vielmehr erst einen Sinn, fiir eine 
bestimmte Zahl ausgesprochen, gleichzeitig mit dem Beweise seiner Giiltig- 
keit fiir diese Zahl. Das ist auch durchaus zulassig; der gleiche Sach- 
verhalt besteht ja bei allen transfiniten Aussagen, wenn man ihnen einen 
finiten Sinn beilegen will, vgl. § 10. Die Definition des Begriffs_,,er- 
reichbar“ ist mit der Erklirung ,,wenn alle Zahlen kleiner als f bereits 
als erreichbar erkannt sind, so ist auch f erreichbar‘ bereits dieser Auf- 
fassung entsprechend gefaBt. In dieser Formulierung liegt natiirlich nicht 
etwa ein Zirkel, sondern die Definition ist durchaus konstruktiv; es wird 
ja 6 erst dann als erreichbar erklirt, wenn zuvor schon alle Zahlen 
kleiner als f als erreichbar erkannt sind. Das dabei vorkommende ,,alle“ 
ist natiirlich finit aufzufassen (10.11); es handelt sich ja stets um eine 
Gesamtheit mit einer konstruktiven Erzeugungsvorschrift fiir alle Elemente. 

Zu dem Beweis des Satzes der transfiniten Induktion ist zu sagen: 
Aus der Art der Definition des Begriffs ,,erreichbar“ ergibt sich, daB 
beim Beweis eine ,,Durchlaufung* simtlicher Ordnungszahlen nach wach- 
sender GréBe stattfinden muB. Bei der Behandlung der Zahlen mit dem 
Numerus 0 ist zu beachten: Die wnendliche Gesamtheit der Zahlen kleiner 
als 0,2 wird iiberwunden durch den einen Gedanken: Man kann den 
Beweis beliebig weit in diese Gesamtheit hinein fortfiihren; also darf man 
die ganze Gesamtheit als erledigt betrachten. Diese ,,potentielle“ Auf- 
fassung der ,,Durchlaufung einer unendlichen Gesamtheit ist bei dem 
ganzen Beweis beizubehalten. 

Das Auftreten einer transfiniten Induktionsannahme bei der voll- 
stindigen Induktion nach 9 ist im Sinne von 10.5 aufzufassen und daher 
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unbedenklich. Bei dem Schlu8: ,,wenn die Zahl « + 1 als erreichbar er- 
kannt ist, so sind auch alle iibrigen Zahlen des Systems S (a) erreichbar“, 
tritt ein transfinites ,,.wenn — so“ auf. Gegen diesen Begriff wurden 
unter 11.1 Bedenken erhoben; diese treffen aber den vorliegenden Fall 
schon darum nicht, weil die Annahme hier nicht als Aypothetisch auf- 
zufassen ist, vielmehr gemeint ist: wenn die Erreichung von « + 1 bereits 
vollzogen ist, dann gelingt auch die Durchlaufung der Zahlen von S(a) 
(nimlich genau entsprechend der vollzogenen Durchlaufung der Zahlen 
vor «+ 1). 

Betrachten wir nun den gesamten Induktionsschritt, d. h. die Zuriick- 
fiihrung der Durchlaufung des 9 + 1-Systems auf die Durchlaufung des 
o-Systems. Dies ist wohl der kritischste Punkt des ganzen. Doch glaube 
ich, daB man dem hierbei benutzten Gedankengang, wenn man sich recht 
anschaulich hineindenkt, eine betrichtliche. Evidenz nicht absprechen 
kann. Man iiberlege sich etwa die Anfangsfille mit dem Numerus 1, 2, 3 
ausfiihrlich. Es kommt mit wachsendem Numerus dann ja niemals etwas 
grundsdtzlich neues hinzu; die Art des Fortschreitens bleibt immer die 
gleiche. Freilich findet ein starkes Anwachsen der Kompliziertheit der 
vielfach iibereinandergeschachtelten Unendlichkeiten, die jeweils zu .,durch- 
laufen“ sind, statt; die Durchlaufung muB stets als eine ,,potentielle“, 
wie schon beim Numerus 0, aufgefaBt werden. Die Schwierigkeit liegt 
darin, daB der genaue finite Sinn der ,,Durchlaufung“ der g-Zahlen zwar 
in den Anfangsfillen einigermaBen iibersehbar, jedoch im allgemeinen 
Falle von so groBer Kompliziertheit ist, daB man sich nur noch eine un- 
bestimmte Vorstellung davon machen kann; diese mu8 nun als aus- 
reichend angesehen werden, um die Méglichkeit der Durchlaufung der 
o +- 1-Zahlen darauf in einsichtiger Weise zu begriinden. 

Der ,,Abschluss‘‘ endlich bringt nichts wesentlich neues mehr hinzu. 
Die Aussage, daB das Reduzierverfahren fiir eine Herleitung endlich sei, 
wie man auch die etwaigen Wahlen treffen mége, enthalt ein transfinites 
es gibt, in bezug auf die Anzahl der Reduktionsschritte nimlich. 
Diese Aussage ist von gleicher Art wie die Aussage der ,,Erreichbarkeit*; 
sie erhilt gleichfalls ihren bestimmten Sinn in jedem Spezialfal] erst, 
indem ihre Giiltigkeit fiir diesen Fall bewiesen wird; das entspricht der 
finiten Auffassung (10.3). Fiir den Beweis der Widerspruchsfreiheit allein 
ist iibrigens der Begriff der ,,Wahlfreiheit’’ entbehrlich; da handelt es 
sich ja nur um die Reduktion einer Herleitung mit der Endsequenz 
+ 1=2 und alle Reduktionsschritte sind eindeutig, nicht von Wahlen 
abhingig. Die Anzahl der Schritte wird nun nicht von vornherein an- 
gegeben; es lassen sich nur gewisse Aussagen iiber sie machen, die immer 
unbestimmter werden, je gréBer die Ordnungszahl der Herleitung ist. (An 
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die Stelle einer direkten Angabe tritt eine ,,Méglichkeit der Angabe“.) 
Dies mu durchaus noch als mit der finiten Auffassung im Einklang 
stehend angesehen werden. 

Im ganzen meine ich, daB auch der Endlichkeitsbeweis (15.4) inner- 
halb der grundsitzlichen Unterscheidung von bedenklichen und unbedenk- 
lichen Beweismitteln (§ 9) durchaus noch dem Unbedenklichen zugerechnet 
werden kann, so daB der Widerspruchsfreiheitsbeweis eine wirkliche Siche- 
rung der bedenklichen Teile der reinen Zahlentheorie darstellt. 

16.2. Um den Widerspruchsfreiheitsbeweis auf seine Ubereinstimmung 
mit dem Satz von Gédel (2.32) zu priifen, hitte man zunichst in ent- 
sprechender Weise, wie es Gédel in seiner in Anm. *) zitierten Arbeit 
durchfiihrt, den Gegenstinden der Beweistheorie (Formeln, Herleitungen 
usw.) natiirliche Zahlen zuzuordnen, sowie die bendtigten Funktionen 
und Pridikate fiir diese Gegenstande als Funktionen und Pridikate 
fiir die entsprechenden natiirlichen Zahlen einzufiihren. Damit wird der 
Widerspruchsfreiheitsbeweis zu einem Beweis mit natiirlichen Zahlen als 
Gegenstinden. Die von mir offen gelassenen Definitionsméglichkeiten fiir 
Pradikate und Funktionen waren, um einen abgegrenzten Formalismus 
zu haben. auf bestimmte Schemen zu beschranken, die man leicht all- 
gemein genug wahlen kann, um die Definition auch aller in der Beweis- 
theorie benétigten Funktionen und Pridikate zu erméglichen; siehe etwa 
Gédels Fassung. 

Die SchluBweisen beim Widerspruchsfreiheitsbeweis sind alsdann auch 
keine anderen als die in der formalisierten Zahlentheorie angegebenen; 
nur der Endlichkeitsbeweis (15.4) nimmt wiederum eine Sonderstellung 
ein. Es ist nicht ersichtlich, wie dieser mit den Hilfsmitteln der reinen 
Zahlentheorie sollte dargestellt werden kénnen. Dadurch ist der Wider- 
spruchsfreiheitsbeweis mit dem Gédelschen Satz im Einklang. 

Im Zusammenhang hiermit sind folgende zwei Tatsachen von Inter- 
esse, auf deren Beweis ich nicht eingehe, da er zu weit fiihren wiirde: 

1. LaBt man aus der formalisierten reinen Zahlentheorie die Schlub- 
regel der vollstdindigen Induktion weg, so kann der Widerspruchsfreiheits- 
beweis ohne wesentliche Anderung so gefaBt werden, daB er — nach 
Durchfiihrung der genannten Umdeutung in einen Beweis iiber natiirliche 
Zahlen — vollig mit Hilfsmitteln der reinen Zahlentheorie (einschlieBlich 
der vollstindigen Induktion) auskommt. 

2. Der Widerspruchsfreiheitsbeweis fiir die gesamte reine Zahlentheorie 
la8t sich, auf natiirliche Zahlen als Gegenstiinde umgedeutet, mit Hilfs- 
mitteln der Analysis darstellen**), 


2%) Siehe auch K. Gédel, Uber Vollstandigkeit und Widerspruchsfreiheit, Er- 
gebnisse eines math. Koll., Heft 3 (1932), S. 12—13. 
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Die Sonderstellung der SchluBregel der vollstdndigen Induktion liegt 
in folgendem Umstand begriindet: Wenn man diese weglaft, kann man 
fiir die Anzahl der Reduktionsschritte, die zum Reduzieren einer bestimmten 
Sequenz erforderlich sind, eine bestimmte obere Schranke angeben. Nimmt 
man jedoch die Schlu8regel der vollstiindigen Induktion hinzu, so kann 
diese Anzahl, in Abhangigkeit von Wahlen, beliebig groB werden. Bei 
der Behandlung dieser SchluBregel (14.24) ist namlich die Anzahl der 
erforderlichen Reduktionsschritte fiir die Sequenz I’, A — %(t) offenbar 
von der Zahl n (dem Wert von t) abhingig, und diese kann unter Um- 
stinden von einer Wahl abhdingen, etwa indem t eine freie Variable, also 
zunichst durch ein beliebig zu wéhlendes Zahlzeichen n zu ersetzen ist. 
In diesem Falle gibt es fiir die Anzahl der Reduktionsschritte beim Re- 
duzieren der Sequenz I’, A > §(t) u. U. keine allgemeine Schranke. 

Mit diesem Umstand diirfte es zusammenhingen, daB in die friiheren 
Widerspruchsfreiheitsbeweise die SchluBregel der vollstandigen Induktion 
sich nicht einbeziehen lieB (2. 4). 


§ 17. 
Die Tragweite des Widerspruchsfreiheitsheweises. 


Ich behandle zunachst die Frage, wieweit der Widerspruchsfreiheits- 
beweis anwendbar bleibt, wenn man die im II. Abschnitt formulierte 
,reine Zahlentheorie“ durch Hinzufiigen neuer Begriffe und Methoden 
erweitert (17.1), weise dann auf seine Ubertragbarkeit auf weitere Teil- 
gebiete der Mathematik hin (17.2), und gehe schlieBlich auf gewisse Hin- 
wendungen der ,,Intuitionisten“ gegen die Bedeutung von Widerspruchs- 
freiheitsbeweisen iiberhaupt ein (17. 3). 

17.1. Fiir den Wert eines Widerspruchsfreiheitsbeweises ist es sehr 
wesentlich, ob der zugrunde gelegte Formalismus die betreffende mathe- 
matische Theorie, in unserem Falle die reine Zahlentheorie. wirklich voll- 
stindig umfaBt (vgl. 3.3, 5.3). Nun braucht sich aber die praktische 
reine Zahlentheorie an keine formalen Begrenzungen gebunden zu halten; 
sie kann immer wieder durch neuartige Begriffsbildungen, vielleicht auch 
durch Anwendung neuartiger SchiuBweisen erweitert werden. Wie steht 
es dann mit der Widerspruchsfreiheit? Nun, man muf eben bei jedem 
Fortschreiten tiber den bisherigen Rahmen hinaus zugleich den Widerspruchs- 
fretheitsbeweis auf das neu hinzukommende ausdehnen. Der Widerspruchs- 
freiheitsbeweis ist bereits so angelegt, daB dies in weitestem Mabe ohne 
Schwierigkeiten méglich ist. 

Fiihrt man etwa neue Funktionen oder Préidikate fiir natiirliche Zahlen 
ein, so hat man dafiir Entscheidungsvorschriften gemaiB 8.12 anzugeben; 
fiihrt man zugehérige mathematische Aziome ein, so hat man Reduzier- 












562 G. Gentzen. 


vorschriften fiir diese gemaB 13.91 anzugeben (vgl. § 6 und 10.14). Nicht 
entscheidbare Begriffsbildungen gemaB 6.3 machen auch keine Schwierig- 
keiten, da sie nach der dort erwihnten Methode eliminierbar sind. Alle 
diese Forderungen sind mit Leichtigkeit zu erfiillen, wenn nur die Ein- 
fihrungen im landliufigen Sinne ,,korrekt“, die Axiome _,,richtig“ sind. 

Es kénnen auch neuartige Schliisse stattfinden, die in dem bisherigen 
Formalismus nicht darstellbar sind. Ja es ist sogar jedes die reine 
Zahlentheorie enthaltende formal abgegrenzte System zwangsliéufig in dem 
Sinne unvollstindig, daB es zahlentheoretische Siatze von elementarem 
Charakter gibt, deren Richtigkeit durch einleuchtende finite Schliisse be- 
wiesen werden kann, aber nicht durch die dem System selbst zugehérigen 
Beweismittel**). Dieser Umstand wurde als Argument gegen den Wert 
von Widerspruchsfreiheitsbeweisen geltend gemacht”). Fiir meinen Wider- 
spruchsfreiheitsbeweis spielt er jedoch keine Rolle; ganz allgemein laBt 
sich hier sagen: Wenn man einen rein zahlentheoretischen Satz mit Hilfe 
von Schliissen zu beweisen vermag, die meinem Formalismus nicht an- 
gehéren, so gebe man fiir diesen Satz eine Reduziervorschrift gemaB 13.9 | 
an und er ist dadurch in den Widerspruchsfreiheitsbeweis einbezogen. Der 
von Gédel als Beispiel angegebene Satz hat die ganz elementare Gestalt 
VxP(x), wobei $B ein entscheidbares Pridikat fir natiirliche Zahlen 
darstellt; die Erkenntnis der finiten Richtigkeit dieses Satzes ergibt also, 
daB Y(n) fiir jedes bestimmte n richtig ist, und daraus folgt ohne weiteres 
die Reduzierbarkeit der Sequenz + Wx P(x) gemaB 13.21, 13.4. 

Der Begriff der Reduziervorschrift ist eben schon so allgemein ge- 
halten, da er nicht an einen bestimmten SchluBregeln-Formalismus ge- 
bunden ist, sondern dem allgemeinen Begriff der ,,Richtigkeit“, jedenfalls 
soweit dieser iiberhaupt einen klaren Sinn hat, entspricht (vgl. 13. 8.). 

Wenn man eine neue SchluBweise als solche der bisherigen reinen 
Zahlentheorie zufiigen will, so mu8 man sie in das Reduzierverfahren ein- 
zubeziehen suchen. (In Frage kiime etwa eine ,,transfinite Induktion“ 
bis zu einer festen ,,Zahl der II. Zahlklasse“.) 

Wenn man freilich zur reinen Zahlentheorie Begriffsbildungen und 
SchluBweisen der Analysis, die ja auch zum Beweis zahlentheoretischer 
Satze benutzt werden, hinzufiigen will, so laBt sich der Widerspruchs- 
freiheitsbeweis im allgemeinen nicht mehr ohne weiteres auf diese aus- 
dehnen; da liegen noch Schwierigkeiten vor, die erst der Lésung bediirfen. 

17.2. Wohl aber laBt sich der Widerspruchsfreiheitsbeweis fiir die 
reine Zahlentheorie auf eine Reihe von weiteren Teilgebieten der Mathematik 


23) Siehe P. Finsler, Formale Beweise und die Entscheidbarkeit, Math. Zeitschr.25 
(1926), S. 676—682, und die in Anm. *) genannte Arbeit von K. Gédel. 
*4) Siehe die in der vorigen Anmerkung genannte Arbeit von P. Finsler. 
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ohne Schwierigkeit tibertragen. Dies gilt ganz allgemein fiir solche mathe- 
matischen Theorien, deren Gegensténde durch eine Konstruktionsvorschrift, 
entsprechend der fiir die natiirlichen Zahlen (8.11), gegeben sind. Eine 
besonders einfache und in allen Fallen anwendbare Art einer solchen 
Vorschrift ist diese: Man gibt zunichst eine bestimmte Anzahl von Grund- 
zeichen an, und erklirt dann: Jedes dieser Zeichen bezeichnet einen 
Gegenstand; wenn man an die Bezeichnung eines Gegenstandes ein Grund- 
zeichen anfiigt, so ergibt dies wieder die Bezeichnung eines Gegenstandes. 
(Kurz gesagt: ,,Jede endliche Reihe von Grundzeichen bezeichnet einen 
Gegenstand der Theorie.) 

Bei solchen Theorien fiihrt man dann Funktionen und Prédikate 
durch entscheidbare Definitionen (8. 12) ein, und wendet auch die gleichen 
logischen SchluBweisen an wie in der reinen Zahlentheorie. Der Wider- 
spruchsfreiheitsbeweis ist ohne weiteres iibernehmbar, es treten lediglich 
an die Stelle der ,,Zahlzeichen“ die ,.Gegenstandszeichen der Theorie, 
wodurch sich am Wesentlichen nichts andert. 

Derartige Teilgebiete der Mathematik sind z. B. wesentliche Teile 
der Algebra (die Polynome als Gegenstiinde sind ja endliche Zeichen- 
kombinationen); aus dem Bereich der Geometrie z. B. die kombinatorische 
Topologie; auch groBe Teile der Analysis lassen sich so darstellen, indem 
man den Begriff der reellen Zahl nicht in seiner allgemeinsten Form ge- 
braucht. SchlieBlich gehéren auch wesentliche Teile der Beweistheorie 
hierher (vgl. 16. 1). 

Die Hinzunahme von negativen Zabhlen, gebrochenen Zahlen, dio- 
phantischen Gleichungen usw. zu den natiirlichen Zahlen als Gegenstanden 
in der reinen Zahlentheorie selbst (3.31) laBt sich in gleicher Weise in 
den Widerspruchsfreiheitsbeweis einbeziehen. Man kann freilich auch alle 
Aussagen iiber diese Gegenstiinde, wie unter 3.31 erwahnt, in Aussagen 
iiber natiirliche Zahlen umdeuten, indem man die neuen Gegenstinde in 
geeigneter Weise den natiirlichen Zahlen zuordnet. Das Gleiche geht 
auch bei allen iibrigen Theorien der genannten Art; man kann ja die 
,endlichen Zeichenkombinationen“ stets in eine eineindeutige Zuordnung 
zu den natiirlichen Zahlen bringen (,,Abzahlbarkeit). Doch ist dies fiir 
die Erfordernisse des Widerspruchsfreiheitsbeweises unn6otig umstindlich 
und unnatiirlich. 

17.3. (Vgl.§9.) Von seiten der Intuitionisten wird gegen die Be- 
deutung von Widerspruchsfreiheitsbeweisen folgender Einwand erhoben®*’): 


25) Siehe etwa: L. E. J. Brouwer, Intuitionistische Betrachtungen iiber den 
Formalismus, Sitzungsber. d. PreuB. Akad. d. Wiss., phys.-math. K1. (1928), 8S. 48—52; 
und A. Heyting, Mathematische Grundlagenforschung — Intuitionismus — Beweis- 
theorie, Ergebnisse d. Math. und ihrer Grenzgebiete 3 (1935), Heft 4. 
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Wenn auch damit nachgewiesen sei, daB die bedenklichen SchluBweisen 
nicht zu einander widersprechenden Ergebnissen fiihren kénnen, so waren 
doch diese Ergebnisse sinnlose Aussagen, die Beschaftigung hiermit eine 
Spielerei; wirkliche Erkenntnisse kénnten nur durch die unbedenklichen, 
intuitionistischen (bzw. finiten, wenn man will) SchluBweisen gewonnen 
werden. 


Betrachten wir als Beispiel die unter 10.6 angegebene Existenzaus- 
sage, bei der eine Angabe der Zahl, deren Existenz behauptet wird, nicht 
méglich ist. Diese Aussage wiire also nach der intuitionistischen Auf- 
fassung sinnlos; denn eine Existenzaussage kénne sinnvoll eben nur dann 
ausgesprochen werden, wenn sich ein Zahlenbeispiel angeben laBt. 

Was laBt sich nun dazu sagen? 

Hat eine solche Aussage irgendeinen Erkenntniswert? Nun, zunichst 
einmal liegt in folgenden Anwendungsmdglichkeiten, die von Gegnern der 
intuitionistischen Auffassung angefiihrt werden, ein gewisser praktischer 
Wert derartiger Aussagen: 

Sie kénnen eventuell als Hilfsmittel dienen, um aus ihnen einfache, 
etwa durch Minimalformeln (3.24) darstellbare Aussagen abzuleiten, die 
nun wieder finit und intuitionistisch sinnvol] sind und auf Grund des 
Widerspruchsfreiheitsbeweises richtig sein miissen. 


Ferner hat z. B. eine Existenzaussage 3 x §(x) ohne Beispielsangabe 
immerhin den Nutzen, daBS man nicht mehr nach einem Beweis fiir die 
Aussage VW x 7 %(x) zu suchen braucht; denn einen solchen kann es nicht 
geben, da sonst ein Widerspruch entstiande. 

Dies waren immerhin Griinde, die das Beweisen von Satzen mittels 
,an-sich“-SchluBweisen als nicht ganz zwecklos erscheinen lassen, abgesehen 
noch von dem _ ,,iasthetischen Wert‘‘ mathematischer Forschungen iiber- 
haupt. 

Somit hiatten die Aussagen der an-sich-Mathematik zwar einen ge- 
wissen Wert, aber noch immer keinen Sinn. Nun besteht aber doch der 
wesentlichste Teil meines Widerspruchsfreiheitsbeweises gerade darin, dab 
den an-sich-Aussagen ein finiter Sinn beigelegt wird, nimlich: Es laft sich 
fiir jede beliebige Aussage, sofern sie bewiesen ist, eine Reduziervorschrijt 
gemaiB 13.6 angeben, und diese Tatsache stellt eben den durch den 
Widerspruchsfreiheitsbeweis gewonnenen finiten Sinn der betreffenden 
Aussage dar. 

Freilich kann dieser ,,finite Sinn“ bereits bei einfach geformten Aus- 
sagen recht kompliziert sein, und steht im allgemeinen in einer loseren 
Beziehung zu der (durch die an-sich-Auffassung bestimmten) Form der 
Aussage, als es im Bereich des finiten SchlieBens der Fall ist. 
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Die oben angefiihrte Existenzaussage z. B. erhalt damit auch einen 
finiten Sinn, doch ist dieser schwicher als bei finit bewiesenen Existenz- 
aussagen, denn er besagt nicht, daB sich ein Beispiel angeben laSt. 

Eine andere Frage ist es, welche Bedeutung nun noch dem an-sich- 
Sinn der Aussagen zukommt. Jedenfalls ergibt der Beweis, daB man 
widerspruchsfrei so schlieBen kann, ,,als ob‘ im unendlichen Gegenstands- 
bereich alles ebenso an-sich-bestimmt ware wie in endlichen Bereichen 
(vgl. § 9). Ob und wieweit jedoch dem an-sich-Sinn einer transfiniten 
Aussage etwas ,,Wirkliches“ entspricht — auBer dem, was ihr ein- 
geschrinkter finiter Sinn aussagt — das ist eine Frage, die der Wider- 
spruchsfreiheitsbeweis nicht beantwortet. 


(Eingegangen am 11. 8. 1935.) 











Eine homomorphe Zuordnung der Elemente 
der galoisschen Gruppe zu den Elementen einer 
Untergruppe der Normklassengruppe. 


Von 


Yasuo Akizuki in Kyéto (Japan). 


Es sei K ein separabler galoisscher Erweiterungskérper von endlichem 
Grad iiber einem Kérper k, © seine galoissche Gruppe und & = ((a), K) 
ein verschrinktes Produkt von K mit 6. 


Herr T. Nakayama‘) hat das Symbol F(R, (a)) so definiert, daB 
6 
F(R, (a)) = ru ax, s 


ist, und aus dem assoziativen Gesetz fiir die Faktorensysteme folgendes 
deduziert: 


(I) F(R, (a) €k. 
(II) Wenn (a) ~ (a’) ist, dann ist F(R, (a)) = F(R, (a’)) mod NX,. 
(III) F(R, (a)) F(S, (a)) = F(RS, (a)) mod Nip, 


wobei Nf, die Gruppe bedeutet, die durch die Normen der Elemente (+ 0) 
aus K erzeugt ist. 


Er hat ferner mit § (R, (a)) die Klasse bezeichnet, zu der F(R, (a)) 
nach Nf, gehért, und fiir abelsche Korper K bewiesen, daB der durch 
die Symbole § (R, (a)) mit festem (a) vermittelte Homomorphismus einer 
Untergruppe der Normklassengruppe k*/N =, mit der galoisschen Gruppe 6 
ein Isomorphismus ist, falls MU einen dem Grad von K gleichen Exponenten 
besitzt. Falls k ein p-adischer Zahlkérper ist, so existiert sicher ein 
solches MU. In diesem Falle kann man also durch die Symbole § (R, (a)) 
fiir ein solches M den Elementen der Gruppe k*/N%, die Elemente der 
galoisschen Gruppe © isomorph zuordnen. 

In meiner Arbeit wird gezeigt, daB man, auch wenn © nicht abelsch 
ist, durch die Symbole § (R, (a)) fiir ein & den Elementen einer Untergruppe 
von k*/N%, die Elemente der Faktorgruppe 6/6’ isomorph zuordnen 
kann, falls & einen dem Grad von XK gleichen Exponenten besitzt, wobei 
6’ die Kommutatorgruppe von © bedeutet. Wenn daher k ein p-adischer 


1) T. Nakayama, Uber die Beziehungen zwischen den Faktorensystemen und 


der Normklassengruppe eines galoisschen Erweiterungskérpers, Math. Annalen 112 
(1935), S. 85—91. 
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Zahlkorper ist, kann man durch die Symbole die Elemente von k*/N i, 
denen von ©/G’ isomorph zuordnen. 

Ich danke Herrn Nakayama fiir seine freundlichen Bemerkungen, die 
eine Vereinfachung des Beweises erméglicht haben. 


§ 1?8), 
1. Es sei K ein galoisscher separabler Erweiterungskérper vom g-ten 
Grad iiber einem Kérper k, G seine galoissche Gruppe und W ein ver- 
schranktes Produkt von K mit @, d. h. 


M= ugK +ug,K+...4 UG, _ A, 
wo ZUg = Ug 2% (fiir jedes z aus K) 
und Ug, UG, = Ui, G, VG, 6, 
ist. Das assoziative Gesetz lautet: 
(1) GG), Gy Gy Wy, G, = 1, by, Gy ag, Gy? 


Es sei nun ® ein Normalteiler von ©, n die Ordnung von N, und K 
der zu ® zugeordnete normale Teilkérper von K. Ferner sei 


(2) G=NR+ A,N+...+ Hz-iKR, (g = ng), 
und wir bezeichnen die Repriasentanten der Nebenkomplexe nach RN im 
weiteren Verlaufe der Arbeit stets mit 
(3) ae? 

LaBt man G, in (1) die Untergruppe ® durchlaufen und multipliziert 
die so erhaltenen Gleichungen, so erhalt man 


R = x S & 
UT ay, Gy G,| "3.46 = I anG,,6,! UT ay, Gui 


x 
Setzt man bg = JJ ay,g und 
7 





G..6 I @y G,,, G, * 4G, 8,6, 
(4) y ( “a? ») —~ K ay. G, — £ “ay. @, ’ 
so folgt aus der obigen Gleichung 
n a, G, 

(5) qG,, ., = b. Y (G,., G,), 

sa Gy Gy 
mithin 
(6) a = ((¢), K). 

Nach der Definition von ¢ ist ersichtlich fiir jedes NEN 

(7) g(HN,G) = 9(H,@), o(N,G) =1. 


1) [Zusatz bei der Korrektur.] Inzwischen erschien eine Arbeit von E. Witt, 
Zwei Regeln iiber verschrankte Produkte, Crelles Journal 178 (1935). Dort finden 
sich die im vorliegenden Paragraphen erhaltenen Resultate (13. 11. 1935). 
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Setzt man ferner 








R 

(8) y (G,, G,) = I 4G, G,N> 

dann ist fiir jedes N,ER 

(9) 9 (Gu,N.) = (yp (G,,E)\'~* 
aG,,.N,N a6, NN; . ’ 

da = —_ -— ist. Folglich ist nach (7) 
ON, N, ao. N 

(10) eu,, x, = Ve» ®) eK. 


* y(H,, N;, B) 
Setzt man weiter 


(11) dyn = y (H,, EB) = ¢n,, x; p(HuN,, B), 
so ist 

H, NH, 
(12) dyn? (H,, H,) = dy, % 9 (H,, NH,); 
denn 


p (H,, NH,) »(N, H,) = 9 (A,N, H,) » (H,, N), 
mithin nach (7), (9) und (11) 
9 (H;, NH,) = 9(;, H,) (y(Ha, BY)" ” = 9 (Ba, B) dg 


Konstruiert man also das zu (@) assoziierte Faktorensystem (y) der- 
gestalt, daB 

@, 

de" n 4 


7K 
(13) x (G,, G,) = d, 7 7 (G,, G,) 





ist, so folgt aus (7) und (12) fiir jedes N und N’E®N 
(14) 4(H,N, H,N’) _ x (H,, H,). 
Damit wird 7(G,, G,) durch die Klasse, der G, bzw. G, nach N an- 
gehort, fest bestimmt und man kann x (G,, G,) mit x, (H.R, H,N) bezeichnen. 
Somit ist nach Hasse*) y,(H,%, H,M)¢ A und 
(15) a" ~ ((g), K) ~ (x0), ¥). 


Zwecks Anwendung schreiben wir die Funktion 7(G,,G,) in anderer 
Form. Setzt man (4), (8), (11) in (13) ein, so ergibt sich nach (14) 





‘ ay, Nn 9H,, N 9H, N, H, 
16 G ,G, , 
(16) x(G,,G,) = I] @H. N ny Hw, 


wenn 


G,=H,, G,=H,, G,G,=H, (mod. ®) 


2) M. Deuring, Algebren, 8S. 62—63. Fiir einen einfacheren Beweis von (15) 
vgl. K. Shoda, Bemerkungen iiber die Faktorensysteme einfacher hyperkomplexer 
Systeme, Japanese Journ. of Math. 10, S. 58. 
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ist. Da aber nach (1) 


Wy, 
a : . 
Hy, NH,N, Hy 





Gy, A, = Gy, NH, 
ist, wird 
¥ Hy. NH,7H,, 8 v (H,,, mo a BE) 
(17) 2(G, 6) = []- = oe caren . 


Ferner folgt aus (16) wieder nach (1), daB 


K Pi a — 
/ H,, N%H,, 6 Hy, NH, 
4 (G,,G,) —_ Tl - = 


°9,, # oy 














“Hy. 
©y,,N°H .H,N _ “H,H,,N ow 
pes pene. 
also 
"gf Ff 
(18) 1 Gu,G,) = Nejx (an, 0,) [Pets 
wo ” 
ist G, = H,, G, = H,, G,G, = H, (mod. N) 


2. Wir normieren nun das Faktorensystem (a) so in (a’), daB die 
ay,, N = 1 werden, oder mit anderen Worten, wir nehmen die ‘lrans- 
formatoren ug so, daB fiir jedes H, in (3) und jedes NEN 

un, = UHy> uy = Uy, un, n= Uy, Ux 
sind. Dann ist fiir jeden Nebenkomplex H,% 


x 
dy,» = y' (H,, E) = sie v= 1, 
mithin nach (10) , 











(10°) y (A, N;,E) = ———_ € E.. 
Hy Nj 
Es seien G, = H,, G, =H, nach N. Dann mya aus (13) 
N a’, 
13’ ‘ ,) = y (G,, G,) 
(13') X (Gu, G,) = 9" ( = []- a. 
bzw. aus (17) 
(17’) x (G.,G,) = y' (A, A) = I 'n,, 
und auch aus (13’) 
" Gy NG, VG, Hy) 
(17) # (Gu, G,) = -[]- vn ees 
ag N ¥ (Gy B) 





Ferner ergibt sich aus (18), wenn H,H, = H,N,, , ist 
(18) X (Gu, G.) = Nae (an,,4,) y' (Na,,, 2). 
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§ 2. 

1. Es sei ©’ die Kommutatorgruppe von © und ® ein 6’ umfassender 
Normalteiler von 6, d. h. die Faktorgruppe G/N sei abelsch. Ferner 
wird vorausgesetzt, dab der Exponent von U = ((a), K) dem Grad g von K 
gleich ist. Die anderen Bezeichnungen haben die gleiche Bedeutung wie 
im vorigen Paragraphen. 

Dann ist das Nakayamasche Symbol *) fiir das verschrankte Produkt 


((x0), K) 
” G/N 
(19) F(H, N, (x0) — IT ho (A, NR, H,®) 


ein Element von &. Ordnet man H,® die Klasse %(H,M%, (z,)) zu, zu 
der F (H, , (y)) mod. Nizx gehért, so sieht man nach dem Nakayama- 
schen Satz‘) fiir den abelschen Kérper, daB die Klassen §(H, ®, (0) 
eine mit der Faktorgruppe ©/R isomorphe Untergruppe der Normklassen- 
gruppe k*/N%, bilden; denn K ist iiber k abelsch und der Exponent 
von ((y,),K) gleich dem Grad 7 von K, weil & ~ ((x), K) ist. Dabei 
bezeichnet Ni, die Gruppe, die durch die Normen der Elemente (+ 0) 


aus K erzeugt ist. Also ist fiir ~ + » 








(20) F (H, %. (x0) = F (H,%, (zo)) mod. Nix. 
Da aber nach (10’) y’ (G, EZ) ¢ K ist, so ist nach (17”), (19) 
GIR KR 
(21) F(H,®, (x) = ]] vee " mm “ ae Pepe) 
ye G.B) Nize(v (G2) Nite (y' (GB) 


H, 


wenn G, = H, mod. ® ist, wobei F (G,, (a’)) das Nakayamasche Symbol 
bezeichnet. Daher ist fiir G,, G, mit G, + G, (mod. N) 


(22) F G,, (a’)) = F(G,,(a’)) mod. NF. 
Da aber NE, C Nite und fiir (a) ~ (a’) 
F (G,(a)) =F (G,(a’)) mod. NE, 
ist, so ist auch fiir das nicht normierte Faktorensystem (a) von UW 
(22’) F (G,, (a)) + F(G,,(a)) mod. NF, 
wenn G, += G, mod. ® ist. Ferner ist nach (21) fiir G,,@,, mit G, =G, (mod. N) 


F G,,(a)) =F G;,(@)) mod. NF. 
Weiter ist 
F G,, (a)) F G,, (a)) = F (G,G,,(a)) mod. NE. 


3),*) Siehe Anm. *). 
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Bezeichnet man mit %x(G,(a)) die Klasse, zu der F(G,(a)) nach Nip 
gehért, so liefern daher die Klassen &% (G,(a)) unter den am Anfang dieses 
Paragraphen erwihnten Annahmen eine isomorphe Zuordnung zwischen den 
Elementen von ©/N und einer Untergruppe von k*|/Nix. 

Es sei jetzt k ein p-adischer Zahlkérper. Dann existiert ein Schief- 
kérper vom Index g iiber k, und K ist sein Zerfallungskérper®). Also 
existiert ein verschrinktes Produkt ((a),K) mit dem Exponenten g. 
Nimmt man nun an, daB ® die Kommutatorgruppe 6’ ist, so ist 
Nin = Nie"), mithin §G,(a)) = FFG, (a)). 

Daher erhalt man den 

Satz: Es sei k ein p-adischer Zahlkirper, K ein beliebig gegebener 
galoisscher Erweiterungskérper vom g-ten Grad tiber k, © seine galoissche 
Gruppe und ©’ die Kommutatorgruppe von ©. Dann liefern die Symbole 
%(R,(a)) fiir ein ((a),K) mit dem Index g eine isomorphe Zuordnung 
zwischen den Elementen der Faktorgruppe ©/G' und der Normklassen- 
gruppe k*/Nij.- 

2. Zum Schlusse bemerke ich noch, da8 die Formeln (18), (18’) einen 
Chevalleyschen Hilfssatz") zu verallgemeinern scheinen *). 

Es sei G6 = Mx H, K der zu N gehdrige Normalkérper iiber k. 
Wahlt man jeden Reprisentanten der Nebenkomplexe in (3) aus den 
Elementen der Gruppe §, so ist in © H,H,=4H,. Mithin wird (18) 


(18”’) 4 (A, H,) = Nik (4u,, H,)- 

Da aber YU" ~ ((y,, K ) ist, so erhailt man den Chevalleyschen Hilfsatz, d. h. 
(23) wu ~ (a), ), 

sa ay, x, = Nx kK (@n,, H,) 

ist. ; 


Die Formel (23) gilt, wie leicht ersichtlich, auch dann, wenn © eine 
Erweiterung von ® durch § mit den Bedingungen N,,, = E fiir jedes 
H,,, H, ist, z. B. wenn © das Holomorph von & ist. 


5) G. Kéthe, Erweiterung des Zentrums einfacher Algebren, Math. Annalen 107, 
oder C. Chevalley, La théorie du symbole de restes normiques, Crelles Journ. 169. 

6) C. Chevalley, Sur la théorie du corps de classes dans les corps finis et les 
corps locaux, Journ. of the Faculty of Science, Imperial Univ. of Tokyo, 2, 
Part 9, S. 461. 

7) C. Chevalley, La théorie du symbole de restes normiques, § IV, Crelles 
Journ. 169. 

5) Diese Bemerkung findet sich auch bei E. Witt, 1. c. 


(Eingegangen am 3. 8. 1935.) 








Uber den Zusammenhang 
zwischen dem Begriff der Gleichartigkeit zweier Ideale 
und dem Aquivalenzbegriff der Elementarteilertheorie. 


Von 
Hans Fitting in Kénigsberg i. Pr. 


Einleitung. 


Neuere Untersuchungen der Idealtheorie haben ergeben, daB zwar die 
meisten Zerlegungen der Ideale kommutativer Ringe auch im Nicht- 
kommutativen ein Analogon besitzen, daB aber Zerlegungen, die im Kommu- 
tativen nur auf eine einzige Weise méglich sind, im Nichtkommutativen 
nicht mehr absolut, sondern nur noch bis auf Komponenten von der 
,gleichen Art‘ eindeutig bestimmt sind, wobei ,,Gleichartigkeit zweier 
Ideule a und b des Ringes o Isomorphie der zugehérigen Restklassen- 
moduln o/a,o/b bedeutet. Ein erstes Beispiel hierfiir ist die eindeutige 
Primfaktorenzerlegung in kommutativen (nullteilerfreien) Hauptidealringen, 
die auch in nichtkommutativen (nullteilerfreien) Ringen, in denen jedes 
Links- und Rechtsideal Hauptideal ist, méglich, diesmal aber nur bis auf 
solche Primfaktoren eindeutig ist, die gleichartige Links- oder Rechtsideale 
erzeugen'). Ein zweites Beispiel ist die Primiirkomponentenzerlegung der- 
jenigen Ideale eines kommutativen Ringes, modulo denen der Doppel- 
kettensatz gilt, zu der in nichtkommutativen Ringen ebenfalls. Analoga 
existieren, bei denen aber die Primirkomponenten i. a. wieder nur bis 
auf gleichartige eindeutig sind’). Diese Beispiele weisen darauf hin, daB 
der Gleichartigkeitsbegriff fiir den weiteren Ausbau der nichtkommutativen 
Idealtheorie von besonderer Bedeutung sein wird. Es liegt daher nahe, 
diesen Begriff genauer zu untersuchen, zumal er auch in anderen Zweigen 


1) Unter der Voraussetzung der Méglichkeit cines beiderseitigen Euklidischen 
Algorithmus findet sich der Satz bewiesen in den Arbeiten von J. H. M. Wedderburn: 
Non-commutative domains of integrity. Crelle J. f. Math. 167 (1932), S. 129—141. 
©. Ore: Formale Theorie der linearen Differentialgleichungen 1. Teil. Crelle J. f. Math. 
167 (1932), S. 221—234; 2. Teil. Crelle J. f. Math. 168 (1932), S. 232—255. Der 
allgemeine Fall wird in der demnichst erscheinenden Dissertation von Ludwig 
Schwarz behandelt. 

*) H. Fitting: Primarkomponentenzerlegung in nichtkommutativen Ringen, 
Math. Annalen 111 (1935), S. 19—41. 
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der Mathematik, z. B. seit H. Poincaré und A. Loewy‘) in der Theorie der 
linearen Differentialgleichungen, eine Rolle spielt. 

In der vorliegenden Arbeit werde ich zeigen, da der Gleichartigkeits- 
begriff als natiirliche Verallgemeinerung des Aquivalenzbegri{{s der Elementar- 
teilertheorie angeschen werden kann. Gilt in dem zugrundegelegten Ring der 
Teilerkettensatz, was bei den praktisch vorkommenden Anwendungen immer 
der Fall sein wird, so sind beide Begriffe sogar im wesentlichen identisch. 

Als Nebenresultat wird sich u. a. auch der folgende Satz ergeben: 

Zwei Nichtnullteiler a und 6 eines Ringes 0 mit Einselement erzeugen 
stets dann und nur dann gleichartige Links- bzw. Rechtsideale (0a, 0b 


bzw. a 0,60), wenn die beiden Matrizen (6 4 - ’) im Sinne der Elementar- 


teilertheorie aquivalent sind, d. h. durch links- und rechtsseitige Multi- 
plikation mit invertierbaren, 2-reihigen, quadratischen Matrizen mit Koeffi- 
zienten aus o ineinander iibergehen. Erzeugen Nichtnullteiler gleichartige 
Linksideale, so auch gleichartige Rechtsideale und umgekehrt. 

Als Spezialfall ist hierin enthalten: 

Zwei Differdéntialgleichungen: 

i(g)-¥ =o) 

9 (aq) - y= bn (x) —* 
mit Koeffizienten aus einem festen Funktionenkérper K sind dann und nur 
dann von gleicher Art im Sinne von H. Poincaré, wenn die beiden Matrizen 


4,( 4% d 
A= (Haz) ) und p= (las) ”) 
. & -2 . 0 L 
im Sinne der Elementarteilertheorie aquivalent sind; /, g und die Koeffi- 
zienten der invertierbaren Matrizen, welche A und B ineinander iiber- 


fiihren, sind dabei als Elemente des Polynombereichs -K [4] mit der 
Multiplikationsregel Ss ‘a=a x +a’ (a€K) anzusehen. a’ bedeutet die 


Ableitung der Funktion a = a(z). 





+...+4,(z)-y =9, 


+...+6,(z)-y=0 


§ 1. 
© sei ein kommutativer oder nichtkommutativer Ring mit dem Eins- 
element 1; im iibrigen wird iiber © nichts vorausgesetzt. 
8) A. Loewy: Uber vollstandig reduzibele lineare homogene Differential- 
gleichungen, Math. Annalen 62 (1906), S. 94. H. Poincaré: Mémoire sur les fonctions 
zétafuchsiennes, Acta math. 5 (1884), S. 212. 
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Neben © werde ich noch alle vollstandigen Matrizenringe bzw. vom 
Grade 1, 2, 3,... iiber D betrachten, die ich in Ubereinstimmung mit der 
iiblichen Schreibweise mit 


S «8; ©. ©,,...;0,,... 


bezeichne. ©, ist also der Ring aller r-reihigen, quadratischen Matrizen 
mit Koeffizienten aus ©. 


§ 2. 

Die Gesamtheit |U,) aller r-reihigen, quadratischen Matrizen (a,,) mit 
Koeffizienten aus 0, die eine Basis (—Erzeugendensystem): («,, «,, ..., a,) 
eines von endlich vielen Elementen erzeugbaren O-Rechtsmoduls*) ,,an- 
nullieren“, d.h. der Bedingung XY a,-a,, = 0 (vy = 1,..., r) geniigen, ist 

a=t1 
offenbar ein Rechtsideal des Ringes ©,; ich nenne es das ,,annullierende 
Ideal“ der Basis («,, %, ... ,)°). 

Hilfssatz 1: Zu jedem Rechtsideal |W,) des Ringes ©, gibt es 
stets mindestens einen ©-Rechtsmodul mit einer Basis («,,%,, ..., a,), 
deren annullierendes Ideal mit dem vorgegebenen Ideal | U,) iibereinstimmt. 
Dieser Modul ist sogar bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt. , ist in 
diesem Satze eine beliebige, natiirliche Zahl. 

Beweis: Mit |U,)’ werde die Menge aller r-zeiligen und einspaltigen 
Matrizen bezeichnet, die in den zu |Y,) gehérigen Matrizen als Spalten 
vorkommen. ©, sei die Menge aller r-zeiligen, einspaltigen Matrizen, die 
sich iiberhaupt mit Koeffizienten aus © bilden lassen. |{,)’ und ©; sind 
natiirlich O-Rechtsmoduln; auBerdem ist D, 2 |U,)’. Der Restklassen- 
modul ©;/|U,)’ ist ein Modul von der verlangten Art: Ist namlich £,, 
die spezielle r-zeilige, einspaltige Matrix, in welcher in der i-ten Zeile das 
Einselement, sonst iiberall das Nullelement von © steht, und £,, die 
von E;, modulo |W,)’ erzeugte Restklasse, so ist (Z,,, E,,, ..., E,,) offen- 
sichtlich eine Basis von 0;/|%,)’, und zwar eine Basis mit dem annullie- 
renden Ideal | U,). 

Haben zwei Moduln M und ®? je eine Basis («,,«,,..., a,) und 
(a,, a, ..., @) mit demselben annullierenden Ideal |%,), so sind sie iso- 
morph, da man durch die Zuordnung a, ¢, + ... + a,¢, == a,c, +... + ae,, 





*) Bei den in dieser Arbeit vorkommenden ©-Moduln soll das Einselement 
von © immer Einheitsoperator sein. 

®) Fir die Elemente «,, %),...,%, einer Basis eines O-Moduls wird lineare 
Unabhangigkeit, die nach der allgemein eingebiirgerten Definition besagt, daB aus 


r 
= oy c, = 0 immer «,c, = 0 folgt, natirlich nicht verlangt. 
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in der c,,¢,,...,¢, unabhingig voneinander alle Elemente des Ringes 0 
durchlaufen, eine isomorphe (umkehrbar eindeutige, relationstreue) Abbildung 
von WM auf M’ erhailt. 


§ 3. 

Definition 1: Hin Rechtsideal |U,) des Ringes D, heiBt mit einem 
Rechtsideal |B,) des Ringes D, ,won gleicher Art‘, wenn die den 
Idealen |U,) und |%,) im Sinne des Hilfssatzes 1 eindeutig entsprechenden 
D-Rechtsmoduln: ,/|2,)’ und ©; /|%,)’ isomorph sind, wenn also — was 
auf dasselbe hinausliauft \M,) und |B.) die annullierenden Ideale zweier 
Basen desselben D-Rechtsmoduls sind. 

Zwei Rechtsideale |\U,) und |B,) desselben Ringes O, (Fall r = s) 
sind stets dann und nur dann von gleicher Art, wenn die gewéhnlichen Rest- 
klassenmoduln D,/|U,) und D,/|B,) — als Moduln in bezug auf den 
Matrizenring D, aufgefagt — isomorph sind. In diesem Spezialfall stimmt 
also die obige Gleichartigkeitsdefinition mit der iiblichen") iiberein. 

Beweis: M sei zunichst irgendein O-Rechtsmodul. Mit M, werde 
dann die Menge aller einzeiligen, r-spaltigen Matrizen («,,%,,..., %,) mit 
a, © M bezeichnet. WM, wird zu einem Rechtsmodul in bezug auf ©,, 
wenn man fiir die Matrizen aus M, eine Addition und eine rechtsseitige 
Multiplikation mit Matrizen aus ©, nach den iiblichen Regeln des 
Matrizenkalkiiis definiert. Ist I der Modul, der dem Idea! \U,) bzw. | B,) 
im Sinne des Hilfssatzes 1 entspricht, so ist M, mit O,/|U,) bzw. O,/| B,) 
isomorph, da ja dann M — und damit auch M, — eine Basis (y,, y,,...,y,) 
mit dem annullierenden Ideal |%M,) baw. |%,) besitzt. Dieser Feststellung 
entsprechend liuft der Beweis des Satzes 1 offenbar darauf hinaus, zu 
zeigen, daB die aus zwei D-Rechtsmoduln M und WM abgeleiteten O,-Rechts- 
moduln M, und M, dann und nur dann isomorph sind, wenn das gleiche 
schon von M und WM’ gili. Dies ist aber unmittelbar klar: Ist namlich 
a = «’ eine isomorphe Abbildung von M auf M’, so (a,, %, ...,4,) @ 
(a, %), ..-, @) eine isomorphe Abbildung von M, auf M;. Umgekehrt 
erhalt man aus jeder isomorphen Abbildung 
(2) (oy 5 Og, «+p Op) SE (Or, ay ~ 05 Op), 
von I, auf M;, stets eine isomorphe Abbildung von Mt auf M’, indem 
man immer dem ersten Element «, einer zu M, gehdrigen Matrix (a,, «,, ..., %,) 
das erste Element «, der ihr bei der Zuordnung (2) entsprechenden 
Matrix (a,, %, ..., 4) € Mt zuweist. Die Relationstreue der so konstru- 
ierten Zuordnung «, 2 «, ist ohne weiteres zu iibersehen, die Kinein- 


6) Vgl. z. B. E. Noether und’W. Schmeidler: Moduln in nichtkommutativen 
Bereichen. Math. Zeitschr. 8 (1920), S. 20 ff. 


38* 
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deutigkeit folgt daraus, da® in (2) der Matrix («,, 0,0,...,0) die Matrix 





r—1 Nullen r—1 Nulien 
(a;,0,0,0,...,0) entsprechen mu8, wovon man sich sofort iiberzeugt, 
wenn (a,, a, .-., %) umd (a,, ..., @,) rechtsseitig mit der Matrix 

a8. 

0 ae ‘ 
| . ) | r Zeilen 
. ee 0’ 

r Spalten 


multipliziert werden. 


§ 4. 
A sei eine rechteckige, r-reihige und s-spaltige Matrix mit Koeffizienten 
aus ©. 
Unter dem ,,von A erzeugten Rechtsideal“ | A) werde dasjenige Rechts- 
ideal des Ringes 0, verstanden, das aus allen Matrizenprodukten 


r 





r 


" A -| X fs=] © Ir 



































besteht, in denen der rechte Faktor X simtliche s-reihigen und r-spaltigen 
Matrizen mit Koeffizienten aus 0 durchlauft. 

I. a. brauchen natiirlich nicht alle Rechtsideale der Ringe 0,, 0,,... 
im eben beschriebenen Sinne von einer Matrix erzeugbar zu sein; dies ist 
stets dann und nur dann der Fall, wenn in © die Teilerketten-(Maximal)- 
Bedingung fiir Rechtsideale erfiillt ist. Um dies zu beweisen, greifen wir 
auf die beim Beweise des Hilfssatzes 1 eingefiihrte Bezeichnung zuriick; 
dementsprechend sollen die Symbole |,), |U,)’, D,, #,, die a. a. O. defi- 
nierte Bedeutung haben. Offenbar bilden die Matrizen EZ,,, E,,,..., E,, 
eine Basis des O-Rechtsmoduls ©, Ist in © die Teilerketten-Bedingung 
erfiillt, so hat mit O, auch |M,)’ eine endliche Basis (A,, A,, ..., A,), da 
ja |U,)’ in ©, als Untermodul enthalten ist. In diesem Falle erzeugt die 
aus den Spalten A,, ..., A, zusammengesetzte Matrix (A, A,...A,) das 
Ideal |U,). Wird jedes Ideal der Ringe ©,, D,,..., insbesondere auch 
jedes Ideal des Ringes D, = © von einer Matrix erzeugt, so gilt in D 
der Basis- und damit auch der Teilerkettensatz. 


§ 5. 

Definition 2: Zwei Matrizen A und B mit Koeffizienten aus 0 
heiBen rechtsseitig von gleicher Art, wenn die von thnen erzeugten 
Rechtsideale | A) und |B) im Sinne der Definition 1 gleichartig sind. 
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Satz la: Zwei Matrizen A und B, die im Sinne der Elementarteiler- 
theorie dquivalent sind, zu denen also zwei quadratische, invertierbare 
Matrizen P uad Q existieren, die der Gleichung PAQ = B geniigen, 
sind immer rechtsseitig von gleicher Art’). 

Beweis: Mit IM werde der O-Rechtsmodul bezeichnet, der im Sinne 
des Hilfssatzes 1 zum Rechtsideal | A) gehért. WM hat also eine Basis 


(a, &%, .--» &) mit dem annullierenden Ideal | A). Wegen der Invertier- 
barkeit der Matrix P ist mit («,,..., %,) auch (a,, a, ..., #,);P-!= 
(a, %,..., &) Basis von Mt und | P-A) das annullierende Ideal von 
(a;, %,-.-, %). Da zu Q ebenfalls eine inverse Matrix Q-' existiert, 


ist |P A) = |PAQ) = |B). Hieraus folgt die behauptete Gleichartigkeit 
von |A) und |B); denn |A) und |B) sind die annullierenden Ideale 
zweier Basen desselben Rechtsmoduls. 

Hilfssatz 2: Ist N eine aus lauter Nullen gebildete rechteckige 
Matrix (rechteckige Nulimatrix) und hat N ebensoviele Zeilen wie eine 
zweite Matrix A mit beliebigen Koeffizienten aus 0, so sind A und 
A’ = (AN) rechtsgleichartig; denn A und A’ erzeugen dasselbe Rechtsideal. 

Hilfssatz 3: Bedeutet E, die t-reihige Einheitsmatrix, so sind die 
beiden Matrizen A und A* = & a) fiir jedes ¢ = 1,2,3, ... rechtsseitig 
von der gleichen Art. ' 

Beweis: M sei der dem Rechtsideal | A) im Sinne des Hilfssatzes 1 
entsprechende 0-Rechtsmodul, M enthalt also eine Basis («,, ..., «,) mit 
dem annullierenden Ideal | A). Ich beweise Hilfssatz 3, indem ich zeige, daB 
in M auch eine Basis mit dem annullierenden Ideal | A*) existiert: 
Eine Basis dieser Art ist z. B. (a,, a, ..., Gr, Orsay +++) Oye), Wenn 
4, =... = 4-4, = 0 gesetzt wird. Um dies zu beweisen, werde das 
annullierende Ideal der neuen Basis fiir den Augenblick mit | {*) bezeichnet. 
Jedenfalls ist |A*) [ |U*). C* sei jetzt irgendeine Matrix aus |*). 
Mit CT werde die von den r ersten, mit Cf die von den ¢ letzten Zeilen 

ex») 


bildete Matrix bezeichnet. Fiir jede Spalte | *”} der Matrix C¥ gilt 
ge P : g 


; Cr, 


» % Cy, = 0; jede Spalte von CT laBt sich daher als Linearkombination 
«=1 


der Spalten von A darstellen. Es gibt also eine Matrix D, die der 
Bedingung 


P ret aw 


rn) A . D \|s=r G 






































7) Die Koeffizienten der in dieser Arbeit vorkommenden Matrizen gehéren, 
solange nicht ausdriicklich etwas anderes vermerkt wird, immer dem festen Ring D an. 
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geniigt. Fiir die Matrix (=) = D* gilt dann 
2 


2 t a Tet 











"7 A {0 a oe 


tt o 1G Gk 4_& 









































Es ist also C* ¢€ |A*), |U*) © |A*), was mit |A*) € |M*) zusammen 
U*) = |A*) ergibt. 

Hilfssatz 4: M sei ein von endlich vielen Elementen erzeugbarer 
©-Rechtsmodul. Bildet man aus den beiden Basen (a,,..., ar), (B,, .--s Bp) 
von M zwei neue Basen (a,, ...5%p-5 Or +15 «+5 Sr +p)s (By, «- +» Bos By tas -+ +> Bp se)s 
indem man zu den Elementen «,,..., a, p-mal das Nullelement a,., =... 
= a4,» = 0 und entsprechend zu f,,..., 8, r-mal das Nullelement 8, ., 
=...=f,., =0 hinzufiigt, so gibt es eine invertierbare, (p + 1r)-rethige, 
quadratische Matrix mit Koeffizienten aus 0, die der Bedingung 

(a,,---5@r+p)° P = (B,, ..-, Br+p) 
gemigt. 

Beweis: E, sei die r-reihige, 2, die p-reihige Kinheitsmatrix, U eine 
Ubergangsmatrix von (a,,...,,) zu (f,,...,8,) und V eine Ubergangs- 
matrix von (f,,...,8,) zu («,,...,@,). Dann ist 

E, +U 
= r z, ) 
eine Ubergangsmatrix VON (a,,.--,@p+p) ZU (@,,..., ap, By, ..9 By)s 


E, 0 
P= 4 
. (<5 E,) 
eine Ubergangsmatrix von 


ee ee eee ee oe) Seer ee eee 
und schlieBlich 


0 &£, 
P= (p 0) 


eine Ubergangsmatrix von (8,41, ---, Bp+r> By» +++» Bp) 20 (By ---» Bp +r) 
Das Produkt P = P,-P,-P. geniigt daher der Bedingung 


(a,, eee Sip) P _ (B,, eee Br + p)- 


P ist iiberdies invertierbar; denn es ist 


p- - |, 0) (enw) (Co B,). 


ay 1 _ es 1 . Pr 1 
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Satz 2a: Die notwendige und hinreichende Bedingung fiir die rechts- 
seitige Gleichartigkeit der beiden Matrizen A und B mit Koeffizienten aus © ist 
die Aquivalenz der beiden Matrizen: 















































$ Pp reg q r S+D 
Tr A 0 \ N SS \ 
SGV B 0 WSS . 
A- 0 {inp pe? 0 fpr 
PIS f& K *A QS G E, \ 
$ p hq 7q r Sp 


(Z, bzw. E, ist die r- bzw. p-reihige Einheitsmatrix, die schraffierten 
Rechtecke in A’ und B’ sind Nullmatrizen.) 


Beweis: DaB die Bedingung hinreicht, d.h. da8 A und B unter der 
Voraussetzung der Aquivalenz von A’ und B’ rechtsseitig gleichartig sind, 
ergibt sich unmittelbar aus Satz la und den Hilfssitzen 2 und 3. Es 
geniigt daher, die Notwendigkeit der Bedingung zu beweisen, daB also 
umgekehrt aus der rechtsseitigen Gleichartigkeit von A und B die 
Aquivalenz von A’ und B’ folgt. 


M sei der zu den Rechtsidealen |A) und |B) im Sinne des Hilfs- 
satzes 1 gehérige Rechtsmodul, M besitzt also eine erste Basis (c,, ..., «,) 
mit dem annullierenden Ideal |A) und eine zweite (f,,...,8,) mit 
dem annullierenden Ideal | B). Von den erzeugenden Systemen («,, ..., «,) 
und (f,,.--,8,) gehe ich zu neuen Basen (a,,..., &+p), (Bj, ---» Br+p) 
iiber, in denen a, 41 = G49 =... = O&4p = Bo4i =... = Boye = O 
sein soll. Aus dem Beweis des Hilfssatzes 3 geht hervor, daB die Matrix 
A* = ¢ z) das annullierende Ideal von («,,..., %4,) und B* = (? E) 
das annullierende Ideal von (f,,...,8,1,) erzeugt. Nach Hilfssatz 4 gibt 
es unter den Ubergangsmatrizen von (a,,..., a+ ) ZU (B,,...,Br+p) 
mindestens eine invertierbare P. Fiir eine solche wird | P- B*) = | A*), 
da wegen der Invertierbarkeit von P offenbar auch P- B* das annullie- 
rende Ideal von (a,,..., %-+,) erzeugt. P-B* und A* sind daher er- 
zeugende Matrizen desselben Ideals; in dem 0-Rechtsmodul, der aus der 
Menge aller (r+ p)-reihigen und einspaltigen Matrizen besteht, die in 
den zu |A*) =|P-B*) gehorigen Matrizen als Spalten vorkommen, 
bilden daher sowohl die Spalten der Matrix A* wie die Spalten der 
Matrix P- B* je eine Basis, woraus nach Hilfssatz 4 die Existenz einer 
der Bedingung (P- B’)-Q = A’ geniigenden, invertierbaren Matrix Q un- 
mittelbar folgt. 

Ich nenne zwei Matrizen A und B von gleicher Gestalt, wenn B 
ebensoviele Zeilen und ebensoviele Spalten wie A hat. 
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Satz 3a. Haben die zu zwei gleichgestalteten Matrizen A und B ge- 
hérigen I nearen Gleichungssysteme 


@,, 2, +... + 4.%, = 9, big t-.-+ breys = 9, 
edt Sele oe eae 
(4,.) = A, (6, ») =B 
nur die triviale Lésung x, = y, = 4, = y, = ... = Z, = y, = 0, so sind A 
urd B dann und nur dann rechts-gleichartig, wenn 
A* = aa) ond B= (5) 


dquivalent sind, E, bedeutet die r-reihige Einheitsmatrix und r die Anzahl 
der Zeilen von A und B. 


Beweis: Nach Satz 2a gilt es zu zeigen, dab A* und B* unter den 
speziellen Voraussetzungen des Satzes 3a dann und nur dann Aquivalent 
sind, wenn das gleiche von den Matrizen A’ = (A*N), B’ = (B*N) zu- 
trifft, wobei unter N die 2r-reihige, (r + s)-spaltige Nullmatrix zn ver- 
stehen ist. 

DaB die Aquivalenz von A’ und B’ aus der Aquivalenz von A* 
und B* folgt, ist unmittelbar klar. Es kommt daher nur noch darauf an, 
das Umgekehrte zu beweisen: P und Q seien die invertierbaren Matrizen, 
die der Bedingung PA’Q = B’ geniigen. Mit Q, bzw. Q, werde die 
Matrix bezeichnet, die entsteht, wenn in Q bzw. Q-' die (r+ s) letzten 
Zeilen und Spalten geléscht werden. Q, und Q, geniigen dann den 
Gleichungen 


B* = PA*Q,, B*Q, = PA*, B* = B*Q,Q, = PA*. 
Es ist also B*(Q,Q, — E,,,) = 0, wenn E,,, die (r + s)-reihige Einheits- 


matrix bedeutet. Auf Grund der letzten Gleichung ist jede Spalte der 
Matrix Q,Q, — E,., eine Lésung des linearen Gleichungssystems 


r+s 
(3) > bi.y, = 0 (s = 1, 2,..., 29), 
r=1 
falls bf, die Koeffizienten der Matrix B* bezeichnen. Aus den r letzten 
Gleichungen des Systems (3) folgt y,., = ysi2 =... = Ye+r = 0 und 
aus den r ersten laut Voraussetzung y, = y,=...=—y, = 0. Es ist 


also Q,Q, — E,., = 0, d. h. Q,-Q, = EB,,,. In entsprechender Weise la8t 
sich die Gleichung Q, Q, = Z,,, beweisen. Es folgt, daB Q, invertierbar 
und Q, die zu Q, inverse Matrix ist. Nun ist B* = PA*Q, und daher 
B* mit A* dquivalent. 
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§ 6. 

Die bisherige Bevorzugung der rechten vor der linken Seite ist in 
keiner Weise in der Natur der Sache begriindet und geschah nur zur 
Vereinfachung der Ausdrucksweise. Alles, was bis jetzt iiber Rechts- 
moduln und Rechtsideale gesagt wurde, laBt sich natiirlich ohne weiteres 
sinngema8 auf linksseitige Moduln und Ideale iibertragen. Es ergibt 
sich dann: 

Satz 1b: Aguivalente Matrizen sind nicht nur rechts-, sondern auch 
linksseitig von gleicher Art. 

Satz 2b: Die notwendige und hinreichende Bedingung fiir die links- 
seitige Gleichartigkeit zweier Matrizen A und B ist die Aquivalenz der 
beiden Matrizen: a 





wo E, bzw. E, die s- bzw. q-reihige Einheitsmatrix und die schraffierten 
Rechtecke in A” und B” Nullmatrizen bedeuten. 


Satz 3b: Sind A und B von gleicher Gestalt und haben die beiden 
linearen Gleichungssysteme 


= Tutu, = 0, P Yu Pu, = 0, 
au=1 a=1 
(4,5) = A, (b,.,) =B 
nur die triviale Lésung 1, =>y, = %, = ¥, = --- =2,=y,=9, 80 


sind A und B dann und nur dann links-gleichartig, wenn die beiden Matrizen 
A 0 B 0 
l _ 
4 =(5 z) Bt =( E 


dquivalent sind. EE, ist die s-reihige Einheitsmatrix und s die Anzahl 
der Spalten von A und B. 


§ 7. 
Als Spezialfall erhaélt man aus den Siatzen 2 und 3 
Satz 4: Die notwendige und hinreichende Bedingung fiir die links- 
bew. rechisseitige Gleichartigkeit der Elemente a und 6b des Ringes D 
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(aujgefapt als einreihige quadratische Matrizen) ist die Aquivalenz der 
Matrizen: 


4 = (910 0) 2 =(1 00) 


0100 
bzw. 
a0 560 
” 01 a oon 01 
A -(°2) und B (3) 
00 00 


Sind a und 6b weder rechte noch linke Nullteiler von ©, so sind a und b 
dann und nur dann gleichartig, wenn die Matrizen 
‘a 0 b 0) 
. — De 
A =(, 1) und B =(0 1) 
diquivalent sind; in diesem Fall sind a und b immer gleichzeitig links und 
rechts von gleicher Art. 


§ 8. 

Ist in © die Teilerketten-(Maximal-)bedingung erfiillt, so lat sich 
auf Grund der Satze 2a und b die Frage nach der Gleichartigkeit zweier 
Ideale grundsitzlich immer auf die Frage nach der Aquivalenz zweier 
Matrizen zuriickfiihren, da nach der am SchluB des §4 gemachten Be- 
merkung alle Ideale der Ringe D,, O,, O,,... von einer Matrix erzeugt 
werden. Unter Voraussetzung des Teilerkettensatzes ist daher der fiir Ideale 
definierte Gleichartigkeitsbegri{{ im Wesentlichen mit dem Aquivalenzbegriff 
der Elementarteilertheorie identisch; im allgemeinen Fall ist der Gleich- 
artigkeitsbegriff etwas umfassender. 


(Eingegangen am 2. 11. 1935.) 








Uber eine obere Grenze fiir die Ordnungen 
der Elemente einer endlichen Gruppe ohne Zentrum. 
Von 
Serge Tchounikhin in Moskau. 


Sei © eine endliche einfache Gruppe und sei p%: die héchste Potenz 
der kleinsten Primzahl, die die Ordnung der Gruppe © teilt. 

Wie aus einem Satz von G. Frobenius und W. Burnside folgt'), kann 
die zu p%: gehérige Sylowsche Untergruppe $ nicht zyklisch sein. Ferner 
habe ich in meiner Arbeit ,,Uber einfache Gruppen‘*) einen noch all- 
gemeineren Satz bewiesen, da die Ordnungen der Elemente des Zentrums 
der Gruppe $ nicht gréBer sind als Vp*'. 

In der vorliegenden Arbeit finde ich eine andere Abschitzung fiir 
die Ordnung eines beliebigen Elements einer endlichen Gruppe, deren 
Zentrum nur das Einheitselement enthalt (,,Gruppe ohne Zentrum‘), und 
folglich, als Spezialfall, fiir die Elemente einer einfachen Gruppe. Ich 
benutze dabei eine abstrakte Methode, deren Grundidee ich in meinen 
friiheren Arbeiten entwickelt habe*). 


Sei G eine endliche Gruppe ohne Zentrum, und sei p! py? ... py* 
WO Pp, < py <.-- < py, die Ordnung der Gruppe 6. 

Seien 
(1) SS as 3 
die Ordnungen der simtlichen Klassen von konjugierten Elementen der 
Gruppe ©. (Die Ordnung einer Klasse ist die Anzahl ihrer Elemente.) 
Ist p (¢ = 1,2,...,%) die héchste der Potenzen der Primzahl p;, die 
die Zahlen (1) teilen, so wird offenbar pj! pj? ... pit das kleinste ge- 
meinsame Vielfache der Zahlen h,, h,,..., hg. 

Beweisen wir jetzt den folgenden Satz: 

Satz: Die Ordnung eines beliebigen Elements der Gruppe © ohne 
Zentrum ist ein Teiler des kleinsten gemeinsamen Vielfachen der Ordnungen 
sdmtlicher Klassen von konjugierten Elementen von ©. 


1) W. Burnside, Theory of groups, 294 ed., p. 327, Corollary II; G. Frobenius, 
Sitz.-Ber. PreuB. Akad. Wiss. Berlin 1901, S. 857. 

2) Math. Annalen 112, S. 95—-97. 

3) Compt. Rend. de l’Acad. de Paris 191, p. 397—399, und Compt. Rend. de 
l’Acad de Paris 198, p. 531—532. 
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Beweis. Wir wollen beweisen, daB die Gruppe © ein vom Einheits- 
element verschiedenes Zentrum besitzt, wenn © ein Element enthilt, 
dessen Ordnung das kleinste gemeinsame Vielfache der Zahlen h,, h,,..., h, 
nicht teilt. 

Es ist offenbar fiir den Beweis des Satzes hinreichend, nur die 
Elemente zu betrachten, deren Ordnungen Primzahlpotenzen sind. 

Sei A ein solches Element von Primzahlpotenzordnung pj‘, und sei 
vi > Bi. 

Im folgenden nennen wir, der Kiirze wegen, die Klassen von kon- 
jugierten Elementen der Gruppe © ,,die Klassen der Gruppe 6“. 

Wir betrachten zuerst die Klassen, deren Ordnungen durch 7, teil- 
bar sind. 

Sei B, ein Element einer solchen Klasse und sei 8, der Normali- 
sator des Elements B,. Nach den Bedingungen des Satzes enthalt die 
Gruppe %, eine Untergruppe $, der Ordnung p/*~**. Nach dem Sylow- 
schen Satz ist die Gruppe {A} in einer Sylowgruppe $, der Ordnung p;‘ 
der Gruppe 6, und §, in einer anderen Sylowgruppe ; enthalten. 
Aber , und ; sind in © konjugiert: C-' $;C = $f, (C ist ein Element 
von ©). Daraus folgt, daB die Gruppe C-! B,C, die in C—-*B,C auf- 
tritt, auch in der Gruppe $, enthalten ist. 

Die Anzahl der verschiedenen Elemente des Systems C—' J, C {A} 

fi Pe. pi 


ist gleich * q» wo d, die Ordnung des Durchschnitts der beiden 





i 
Gruppen C-! B,C und {A} ist. Weil diese Gruppen beide der Gruppe $, 
ed a, | 
angehéren, so ist ——,—— < pj‘. Daraus folgt, daB d; > 1 ist (weil 
‘ 

vy: > B,), und wir bekommen, daB der gréBte gemeinsame Teiler MU, der 
Gruppen {A} und C—! $,C von der Einheit verschieden ist. Die Gruppe U, 
ist offenbar zyklisch. 

In ahnlicher Weise betrachten wir auch alle anderen Klassen, deren 
Ordnungen durch p, teilbar sind. Dann erhalten wir eine Menge von 
zyklischen von der Einheit verschiedenen Gruppen 


,, H,,..., M,, 
die simtlich in {A} enthalten sind. 

Daraus folgt, daB eine von diesen Gruppen U;, welche die kleinste 
Ordnung besitzt, der gréBte gemeinsame Teiler dieser Gruppen U,, W,,..., U, 
sein muB. 

Damit ist dieser Durchschnitt UM; von der Einheit verschieden und 
auch zyklisch: &; = {A°}. Betrachten wir nun den Normalisator 8 des 
Elements A’ in der Gruppe 6. Wenn A’ in allen Gruppen &,, U,,..., U, 
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auftritt, so enthailt 8 mindestens ein Element aus jeder Klasse, deren 
Ordnung durch p, teilbar ist. Wir zeigen nun jetzt, daB 8 auch mindestens 
ein Element aus jeder Klasse enthilt, deren Ordnung nicht durch p, teil- 
bar ist. 

Wir transformieren dazu alle Elemente einer Klasse der letzten Art 
durch das Element A* und bekommen eine Substitution, deren mehr- 
gliedrige Zyklen Potenzen von p; als Ordnungen besitzen. 

Weil die Ordnung unserer Klasse nicht durch p, teilbar ist, so ent- 
halt offenbar die genannte Substitution mindesiens einen eingliedrigen 
Zyklus, d. h. eines der Elemente unserer Klasse ist mit dem Element A” 
vertauschbar. 

Wir haben also bewiesen, da der Normalisator 8 des Elements A’ 
mindestens ein Element enthilt aus jeder Klasse der Gruppe ©. In 
diesem Falle enthailt die Gesamtheit aller mit & in © konjugierten 
Untergruppen (mit B selbst) offenbar alle Elemente der Gruppe ©, was 
aber nur méglich*) ist fiir den Fall 8 = G. Im letzten Falle tritt 
A’ + 1 in das Zentrum der Gruppe © ein, was den Satz beweist. 


Moskau, den 10. Oktober 1935. 


*) Siehe Speiser, Gruppentheorie, 2. Aufl., Satz 63. 


(Eingegangen am 4. 11. 1935.) 











Automorphismen von Homotopiekettenringen. 
Von 


Kurt Reidemeister in Marburg. 


Die Abbildungen eines Homologiekettenringes eines Komplexes auf 
sich lassen sich bekanntlich nach Wahl je einer Basis fiir die Ketten 
jeder Dimension durch eine Reihe von Matrizen darstellen und nach 
Hopf") la8t sich aus den Spuren dieser Matrizen eine Invariante der 
Abbildung zusammensetzen. Ahnlich soll hier eine algebraische Dar- 
stellung fiir Abbildungen eines Homotopiekettenringes eines Komplexes 
abgeleitet und das Analogon fiir die Spureninvariante aufgestellt werden. 

Die Bedeutung dieser Invariante fiir stetige Abbildungen des Kom- 
plexes auf sich ist unschwer zu erraten: Lieferte die Hopfsche Spuren- 
invariante die algebraische Anzahl der Fixpunkte schlechthin, so liefert 
die neue Invariante die algebraische Anzahl der Fixpunkte jeder Fix- 
punktklasse*). Jedoch soll im folgenden nur die algebraisch-kombina- 
torische Seite der Frage behandeit werden. 

1. Zunachst mége der Homotopiekettenring*) eingefiihrt werden. Unter 

af (i =1, 2, ..., o%) 
verstehen wir die k-dimensionalen Zellen (k = 0, 1, ..., m) eines Funda- 
mentalbereichs eines n-dimensionalen universellen Uberlagerungskomplexes, 
unter y, y,, 7 die Elemente der zugehérigen Fundamentalgruppe, unter 


z= Dy; (mn, ganz rational) 


die Elemente des Gruppenringes der Fundamentalgruppe. Die Ketten der 
Dimension & werden alsdann durch 
«rp 
x = pe F a‘ 
i=1 
mit beliebigen z, geliefert. Diese Ketten bilden eine freie Abelsche 
Gruppe mit den Operatoren y. Jede Kette besitzt eine Randkette 


R(x‘) = Ya, R(aj), 


') Eine Verallgemeinerung der Euler-Poincaréschen Formel, Géttinger Nachr. 
1928, S. 127. 

2) Zum Begriff der Fixpunktklasse bei Flachenabbildungen vgl. J. Nielsen, 
Untersuchungen der Topologie der geschlossenen zweiseitigen Flachen, Acta Math. 
50 (1927), S. 189. 

5) Vgl. K. Reidemeister, Homotopiegruppen von Komplexen, Hamb. Abhdl. 10 
(1934), S. 211. 
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die sich aus den Berandungsmatrizen 


e%—1 
R(ait)= J rijqf-* (6 =1,2,..., ee; k= 1, 2,..., 0) 
j=1 


berechnen laBt; R(R(x)) ist die Nullkette. Die Kettengruppe mit den 
aufgepriigten Berandungsrelationen wird der Homotopiekettenring des 
Komplexes genannt. 

Unter einer Basis der Ketten k-ter Dimension verstehen wir ein 
System 

b* (i = 1, 2, ..., a) 

von Ketten, das aus der Grundbasis a‘ durch unimodulare Transformation 
mit ganzen rationalen Koeffizienten oder durch Matrizen, deren Haupt- 
diagonalelemente gleich Gruppenelementen y; und deren iibrige Elemente 
gleich Null sind, oder durch eine Folge derartiger Abinderungen hervor- 
geht. Die b} bilden tatsichlich in dem weiteren Sinne eine Basis, daf 
sich alle Ketten x‘ auf eine und nur eine Weise aus den b) linear kom- 
binieren lassen. 

Unter einer k-dimensionalen Erweiterung eines Homotopiekettenringes 
verstehen wir die Hinzunahme von zwei Basiselementen bi, bis . b4 
mit den Berandungsrelationen 


R(be, 41) = B41, BOs, +1) = 0; 


&p 
unter Reduktion eines Homotopiekettenringes verstehen wir den inversen 
ProzeB. 
2. Wir wenden uns jetzt den automorphen Abbildungen von Homotopie- 
kettenringen zu. Damit 


T (x*) = x (k = 0, 1, ..., ) 
ein Automorphismus ist, muB 
(1) T (xt + xt) = T (xt) + T (xd, 
(2) T (yx*) = pT (e') 
und schlieBlich 
(3) I (R(x*)) = R(T (x) 


sein; die Eindeutigkeit von T wird nicht gefordert. 

Aus (1) und (2) folgt imsbesondere, daB T eine Abbildung des 
Gruppenringes und der Fundamentalgruppe auf sich induziert, die wir 
ebenfalls mit 7 bezeichnen wollen. Nach (1) ist 

T (Lyi) = Ln, T (y) 
und durch zweimalige Anwendung von (2) folgt 
T (y, Ys) = T (y,) T (y). 
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Die im Gruppenring induzierte Abbildung ist also ein Automorphismus 
desselben. 


Aus (1) und (2) folgt ferner, daB 
T (x) = T(E x,a;) = FT (x) T (ai) 
ist. Indem wir 1 
T (a;) = Leja; 
setzen, kénnen wir also die Abbildung 7 durch den Gruppenautomorphis- 
mus 7'(y) = y einerseits und die Matrizen ¢'; andererseits festlegen, und es ist 
T(La,aj) = LT (x) 5a}. 
i ij 
SchlieBlich wenden wir uns der Bedingung (3) zu. Es ist einerseits 
T (R(X x,0;)) = T(L x, R(ai)) = FT (x,) T (Rai) 
und andererseits 
R(T (Lz, a)) = R(L T(x) T(aj)) = YT (z,) R(T a})). 
Die Bedingung (3) ist also allgemein erfiillt, wenn sie fiir die Grundbasis 
erfiillt ist. Fiir die Grundbasis aber erhalten wir einerscits 
T(R(ai)) = T(Lrijq*) = LT )Gr a 
r 
und andererseits / : 
R(T (ai)) = R(L tisa;) = Lei jrj ai". 
j jt 
Notwendig und hinreichend fiir (3) ist also die Bedingung 
(4) J tir = ST (rij) Gi’. 
J J 
3. Eine entsprechende Matrizendarstellung der Abbildung erhalt man 


unter Zugrundelegung irgend einer anderen Basis b;. Wie hangen diese 
Matrizen miteinander zusammen ? 


Geht bf aus a; durch eine ganzzahlige unimodulare Transformation 
b: = » i; a} 
j 
hervor, so ist 7'(m;;) = m,; und daher 7 (b;) = 2 45 T (aj). Hieraus 


p 
folgert man leicht, daS die zur Basis b; gehérige Abbildungsmatrix (;; 
aus ti, durch Transformation mit der Matrix »,; hervorgeht. 
Fassen wir den zweiten Fall 


s t : bi = Vik a’ 
ins Auge. Hier ist 


T (bi) = T (yin) Stisa; = T (yin) (LG3) yn’ Bj, 
j 7 
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also die zugehérige Abbildungsmatrix 


'k & 1 
tis = T (Yin) Cis Vir - 
Fiir das weitere ist die Einwirkung dieser Abanderungen auf die Spur 


s* = Lt, 


von Bedeutung. Beim Ubergang von ¢{; zu tj; andert sich die Spur 
nicht. Denn die »,;; sind mit allen Elementen ti; vertauschbar, man 


kann die gewdhnliche SchluBweise iiber das Verhalten der Spur bei 
Multiplikation anwenden. 


Beim Ubergang von ¢/; zu ¢;;, geht die Spur s* in 
oh = ET (ya) tevin’ 
iiber. Das gibt AnlaB zu der folgenden Definition: Zwei Gruppenelemente y 
und y’ mégen beztiglich T konjugiert heiBen, wenn es ein Gruppenelement x mit 
vy = T(x) yx 
gibt. Die nach T konjugierten Elemente bilden eine Klasse, weil die 


angegebene Beziehung transitiv ist. Ist nun z irgend ein Gruppenring- 
element, 


z= = % Vio 
so mége unter |x| die Summe von Klassen nach 7 konjugierter Elemente 
|z| = LT (%) yx | 
mit beliebigen Variablen x; verstanden werden. Alsdann kénnen wir das 
Verhalten der Spur s* bei Basiswechsel einfach so ausdriicken: 
\s*| bleibt bei Basiswechsel unverdndert. 

4. Wir wollen jetzt das Verhalten einer Abbildung in einem reduzier- 
baren Homotopiekettenring feststellen. Es sei 
(5) R(bi,) = bi", R(b4-',) = 0, 


ey —1? 


und weder be, noch bos trete sonst in den Berandungsrelationen der 
q + 1- bzw. q-dimensionalen Basiselemente auf. Es ist also 


a) ie =0 (§ = 1,2,..., aaah 
(6) b) They a6 (¢ + @—1), Yea, 9 (J + %a)s 
vi ane 
©) 1%,,«,_, =1, 
d) ee = 0 (i = 1, 2,..., a1). 


Wir betrachten nun neben 7 die Abbildung 7’, welche in dem durch 
Fortnahme von bi, und es reduzierten Homotopiekettenring durch 
die folgende Festsetzung erklirt wird: Es sei 7’(x) = T(x) fiir alle 


Mathematische Annalen. 112. 39 
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Elemente z des Gruppenringes, die Matrizen ¢;; von 7” seien mit denen 
von 7 fiir alle Dimensionen k + q, gq — 1 identisch und fiir k = g, gq —1 
mégen sie durch Streichung der letzten Zeile und Kolonne aus den 
Matrizen von T entstehen. Diese Abbildung hat offenbar die Kigenschaften 
(1) und (2). Die Eigenschaft (3) priifen wir mittels der Gleichungen (4), 
die ohne weiteres fiir k + q+-1,4,q—1 erfillt sind. Fir Kk=g+1 
ist nach (6 a) 

STA) = SPY Gs 

P| 


und fir | < «, ergeben sich daher jaa | die Bedingungen 
2u5* 4 - = rT’ (r3;**) t4. 
j 
Fir k = q—1 ist am (6d) 
Saq;'hrt= fF GH", 
j J<@—1 
und fiir i < a,_, ergeben sich daher die rey ing 
Sty * fi" =2 1 (rf;"*) 4 
j 
Fir k= q undi<a,l < q_, ist nach (6b) sowohl 
2 ti; 7}, = LS Gy rh, 
j I<& 
als wie 
LT) gr = F T(r) Gr’ 
j j<ey 
es ergibt sich also auch 
Li h = ST hye, 
d 
und damit ist die Abbildung 7” als eine automorphe des reduzierten 
Ringes erkannt. Der Ubergang von 7 zu 7’ mége eine Reduktion von T 
genannt werden. 
Wir beachten schlieBlich die fiir k = g, i = a,, 1 = a,_, nach (6b) 
resultierende Gleichung 


tt «@ 4 a = T (ri. a 
a“q %q%q— q%q—-1 
die nach (6c) besagt, daB 
(7) foe, = 


@qg--1%q—1 


) to 


1%q—1? 


ist. Mithin gilt fiir die Spuren von 7” 
34 — 39-1) = gi — 39-1, 
Und in Analogie zur Spurenformel ergibt sich, wenn wir 


= S(- 1s 


k=0 
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setzen, |s| als eine Invariante der Abbildung sowohl bei Basiswechsel als 
wie bei Reduktion. 

Unter der Erweiterung einer Abbildung wollen wir den Ubergang von 
einer Transformation 7” eines Homotopiekettenringes zu einer Abbildung T 
eines durch Hinzunahme zweier Basiselemente (5) erweiterten Ringes 
verstehen, aus der umgekehrt durch Reduktion sich wieder 7” ergibt. 
Um das zu erreichen, sind die Elemente 


tags thi (s = 1, 2,..., a), 


: Ph 1? wl (j= 1, BD, . - a9 M@e—a) 
der Bedingung (4) gemaB zu bestimmen. 
Fir k = q+ 1 und / = a, ergibt sich nach (6a) 
0= TT(i;") Ga, 
j<@q 
Fir k = q—1 und it = a _, ergibt sich nach (6d) 
amt g-t . 
2 a re 
und fir k=q und i=a,, |< a,_,, sowie fir k=q und i < a, 
1 =a,_, ergibt sich nach (6b) 
py tt, AL —_ T (ri, «,) fot» 


ji<eg 


q - 
fia, hin cs =<2_ 709 fa. 1° 
Diese Gleichungen sind erfiillt, wenn 
sc ge (t < a), 


, %—-1~ te 53 = 0 (j < %-1) 
gesetzt wird. SchlieBlich ist noch (7) zu beriicksichtigen. Man kann 
also stets eine Abbildung in den erweiterten Ring erweitern, und zwar 
auf verschiedene Weise, aber bei allen Erweiterungen bleibt |s| invariant. 

5. Ein triviales Beispiel fiir eine Abbildung T ist die Zuordnung 

T, (x*) = yx’ 
Die Matrizen ti; ergeben sich zu y6,;, wo 6,, gleich 0 oder 1 ist, je 
nachdem i +7 oder i = j ist. Die zugehérige Abbildung des Gruppen- 
rings ist 
T, (x)= yay" 

Ist T eine beliebige Abbildung, so ist das Produkt T 7, wieder eine 
automorphe Abbildung. Dieselbe Transformation erhilt man in 7, T 
mit y = T(y). In der Tat ist 

T T, (x*) = T(yx*) = T(y) Txt = T; T(x"). 
39* 
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Dabei gilt fiir den im Gruppenring induzierten Automorphismus 
PT, (z) = Tlyey') = y T(a)y-* = TT (a). 


Die Matrizen von TT, ergeben sich zu rti;, wenn t* ; die von T sind, 
und entsprechend die Spuren zu ys‘, wenn s‘ die von T sind. Unter ||’ 
verstehen wir die aus x entstehende Summe von Klassen nach T 7’ 
konjugierter Elemente. Alsdann ist die Spureninvariante von T 7’, gleich 
\ps\’. Dieselbe ist durch y und |s| festgelegt. Die zu Py, nach T T, 
konjugierten Elemente sind namlich 


TT, (*)- Fy % | = 7TH) y% ', 


d. h. jede Klasse nach 7 konjugierter Elemente geht durch Multiplikation 
der Elemente mit 7 von links in eine Klasse nach 7 7, konjugierter 
Elemente iiber, und um |7 s|' aus |s| zu bilden ist nur jede Restklasse 
aus |s| durch die entsprechende Restklasse nach 7'T, zu ersetzen. — 
Dies Verhalten ist von Wichtigkeit, wenn man die Abbildungen des 
Homotopiekettenringes mit den Abbildungen des Komplexes selbst in 
Beziehung setzen will. Denn einer Komplexabbildung ist eindeutig eine 
Klasse von Abbildungen 7 7, mit beliebigem y zugeordnet. 


6. Wir wollen der Abbildung. 7 beziiglich der Grundbasis a}, die 
jetzt Simplizes bedeuten mégen, die Beschriinkung auferlegen, daB ¢;; 
gleich + y,,,; oder 0 sein mége, wo y,,;; ein Gruppenelement sei. Solche 
Abbildungen wollen wir ,,einfach“ nennen. Wir fragen bei einfachen 
Abbildungen nach denjenigen Simplizes Ea’, die von ihrem Bild T(éa;) 
positiv oder negativ iiberdeckt werden. Dies ist dann und nur dann der 
Fall, wenn 


T(é)Gj;F& = 41 


ist, wenn also +¢{; der durch 1 reprisentierten Restklasse konjugierter 
Elemente angehért. Wihlen wir in diesem Fall Ea‘ an Stelle von ai als 
Basiselement, so erkennt man, daB ein weiteres Simplex é’éa* dann und 
nur dann von seinem Bild (und zwar in demselben Sinne, wie £ a‘ 
von seinem Bild) iiberlagert wird, wenn £ ein Fixelement bei dem 
Automorphismus T 


ist. 

Kommt in |s*; die durch 1 repriisentierte Klasse 8, mal vor, so ist 
s; also die algebraische Anzahl der Basiselemente a‘, zu denen es ein é a 
gibt, das von seinem Bilde positiv oder negativ iiberdeckt wird. Falls 
T (£) = & keine Lésung hat auBer der Eins, so ist also Z(— 1) s; die 
Hopfsche Spur der Abbildung 7. 
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Um fiir eine Abbildung 7 7, die Simplizes zu bestimmen, die von 
ihren Bildern iiberdeckt werden, ist die Gleichung 
TT,(é) 76.8 ' =7T) 7 7h." = +1 
aufzulésen. Dieselbe ist gleichwertig mit 
T(é),f*= +7-'. 

Soll diese Gleichung fiir dasselbe Indexpaar i,k wie bei der Abbildung T 
auflésbar sein, so ist dafiir notwendig und hinreichend, daB 7 ~' derselben 
Klasse nach T konjugierter Elemente angehdrt wie t';, daB also y7* zu 
der durch 1 repriisentierten Klasse gehért und daher 

7 = T(x) 
gesetzt werden kann. 

Allgemein sieht man, daB es zu jedem +4,;, welches in dieselbe 
Klasse wie 7! gehdrt, ein Element fa) gibt, welches von seinem 
Bilde 7 T,(£ a‘) positiv oder negativ iiberdeckt wird. Hat die durch 7—! 
reprasentierte Restklasse in |s| den Koeffizienten s, und die durch 1 
reprisentierte Restklasse in |7s{' den Koeffizienten s,, so ist also s, = 8. 


(Eingegangen am 23. 10. 1935.) 








Beitriige zur allgemeinen (gekriimmten) konformen 
Differentialgeometrie. 
Von 
J. A. Schouten und J. Haantijes in Delft (Niederlande). 
Einleitung. 
1. Konforme Geometrie und Kugelgeometrie in projektiver 
Behandlung. 


Die Gleichung einer Hyperkugel in R,,') lautet in bezug auf ortho- 
gonale kartesische Koordinaten &", (h, i, j, k, l,m = 1,..., 0), 


(1) gin (E* — at) (&* — a") — R* 2 0 *). 


Die a" sind die Koordinaten des Mittelpunktes, R ist der Radius. Die 
n-+ 1 Zahlen a, R, die man als Koordinaten der Kugel auffassen kann, 
lassen sich durch n + 2 homogene Koordinaten*) 


ersetzen, die der quadratischen Gleichung 


(3) Jin E" + ¥£'X —- £' F~ + 0 
geniigen, wenn die Hyperkugel in einen Punkt ausartet. In der P, , ,*) 
mit den projektiven Koordinaten £°, (a. b, c,d, e, f, g = 0, 1, ..., n, ), 


stellt also jetzt jeder Punkt eine Hyperkugel der R, dar, wahrend die 
Pumkte der R,, als entartete Kugel aufgefaBt, insbesondere mit den 
Punkten der P,,, auf der X,°) mit der Gleichung (3) korrespondieren. 
Diese X,, ist also eine Quadrik in P,,,,. Die Umkebrung von (2) lautet: 








’ X'S" 4 O° S°_ £° =" 
(4) J/t——~: Pam = 
=~ — #° (4° — £°) (£* — ¥) 
‘) R, = n-dimensionale Mannigfaltigkeit mit einer euklidisch -metrischen 
Geometrie. 


*) Das Zeichen * bedeutet stets, daB nur behauptet wird, daB die Gleichung 
in bezug auf das in der Gleichung verwendete Koordinatensystem richtig ist. 

} Man nennt diese Koordinaten polyspharische Koordinaten. Vgl. F. Klein, 
Liniengeometrie und metrische Geometrie, Math. Annalen 5 (1872), 8. 257—277. 

‘) P, = n-dimensionale Mannigfaltigkeit mit einer gewéhnlichen projektiven 
Geometrie. 

5) X, = gewohnliche n-dimensionale Mannigfaltigkeit. 
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Die Abbildung ist also fiir allgemeine Punkte der P,,, auf Hyperkugeln 
und Punkte der R, eineindeutig. Nur der Punkt £* = c*: 

(5) e=0, ¢&=c 

auf der X,,, den wir den Diametralpunkt nennen wollen, entspricht allen 
Punkten der uneigentlichen Hyperebene der R,. Diese Ausnahme 1aBt 
sich beseitigen, indem man die R, nicht mit einer uneigentlichen Hyper- 
ebene abschlieSt, sondern mit einem uneigentlichen Punkt, in derselben 
Weise, wie es in der komplexen Ebene iiblich ist. Die Hyperebenen R, _, 
der R,, entsprechen als Hyperkugeln mit unendlich groBem Radius den 
Punkten der Hyperebene ° = X~, die die X, in c* tangiert. Als 
geometrischer Ort von Punkten entspricht aber eine beliebige Hyper- 
ebene der R, 


(6) up, &" 2 1 
dem Schnitt der X, mit der Hyperebene 
(7) u,X'+ X°— £~ + 0, 


der stets durch den Diametralpunkt geht. 


Man erhalt nun bekanntlich die Transformationen der konformen 
Gruppe in R,, n > 2, d. i. die Gruppe der Punkttransformationen, die sich 
aus den Bewegungen, Spiegelungen und Transformationen durch reziproke 
Radien zusammensetzt, indem man in P,,, alle projektiven Trans- 
formationen betrachtet, die die X, in sich iiberfiihren. In der Tat geht 
bei einer solchen Transformation jede Hyperkugel der R,, in eine Hyper- 
kugel, jeder Punkt der R, aber in einen Punkt iiber. 

Die Abbildung der R, auf die Quadrik ist durch Einfiihrung eines 
uneigentlichen Punktes in der R, eineindeutig geworden. Auf der Quadrik 
herrscht eine konformmetrische Geometrie. In der Tat schneidet in jedem 
Punkte die tangierende Hyperebene die Quadrik in einem quadratischen 
Kegel, der auf der Quadrik bis auf einen beliebigen Zahlenfaktor einen 
Fundamentaltensor festlegt. Diese konforme Metrik ist aber nicht die 
allgemeinste denkbare. Wie die Abbildung auf die R, lehrt, la8t sich der 
Zahlenfaktor so wahlen, daB eine euklidisch-metrische Geometrie entsteht. 
Eine solche konformmetrische Geometrie heiBt konform-euklidisch. Wir 
haben also den (bekannten) Satz erhalten: 

Die Geometrie der Punkte der R,, als entartete Hyperkugeln aufgefaft, 
ist identisch mit der projektiven Geometrie auf einer Quadrik in P,,, und 
letztere ist nichts anderes als die konformeuklidische konformmetrische Geometrie 
in n Dimensionen. 

Die Geometrie der Hyperkugeln der R,, ist identisch mit der projektiven 
Geometrie einer P,,,, mit einer ausgezeichneten Quadrik, die die in Punkte 
entarteten Hyperkugeln darstellt. 
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Die P,,., ist ein Hilfsraum, der bis jetzt nicht in irgendeine feste 
Lage zur R, gebracht ist. Wir erhalten eine giinstige Lage, wenn wir in 
P,,,, nichthomogene Koordinaten 

h 
(8) She £ - 50 » = 


= = ? — => ad 
einfiihren, sodann =" mit &’ identifizieren und fiir 5° bequemlichkeits- 


halber &° schreiben. Fiir die festen Indizes 0,1,...,0 (also ohne o) 
verwenden wir von jetzt an die laufenden Indizes a, ...,g. Die Gleichung 
der X,, geht dann iiber in die Gleichung 

(9) gf + OP — & 2 0. 


Fassen wir jetzt &* als orthogonale kartesische Koordinaten auf, 
so wird die P,,, zur R,,,, und in dieser R,,, ist (9) die Gleichung 
einer Hyperkugel mit Durchmesser -++- 1, die die jetzt in der R,., ein- 
gebettete R,(&°=0) in &* = 0 tangiert. Der Diametralpunkt bekommt 
dann die Koordinaten 
(10) P= ¢ =! 
und liegt also dem Beriihrungspunkt der Hyperkugel und der R,, diametral 
gegeniiber. 

Einem beliebigen Punkte v’ in R, entspricht der Punkt 





v" 0 (r)? . 2 — 
” wt A Top (= suo! 
auf der Hyperkugel. Aus (10) und (11) folgt 
(12) — (v)P et + (1 + (v)*) wt — vt + 0. 


Da die Summe der in (12) auftretenden Koeffizienten verschwindet, liegen 
c*, w* und v® auf einer Geraden, d. h.: 

Die Abbildung eines Punktes der R,, auf die Hyperkugel in der R,,+, 
wird erzeugt durch Projektion aus dem Diametralpunkt. 

Die Hyperkugel in R, (Dimension n— 1) mit dem Mittelpunkt a’ 
und dem Radius R bildet sich ab auf den Punkt 

3 a" : ° (a?—(ky? . a igh 

(3) Pte PATE aca (eh = ganata’. 
Es ist eine elementare geometrische Aufgabe, zu beweisen, da die Polar- 
hyperebene dieses Punktes in bezug auf die Hyperkugel (Dimension n) 
in R, , , diese Hyperkugel schneidet in einer Hyperkugel der Dimension n — 1, 
die zusammen mit der gegebenen Hyperkugel in R, auf einem Kegel 
(Dimension n) liegt, dessen Spitze der Diametralpunkt ist. Es gilt also 
der (bekannte) Satz: 

Die Abbildung einer Hyperkugel der R, aut die R,,,, ist der Pol der 
Projektion dieser Hyperkugel aus dem Diametralpunkt auf die Hyperkugel 
der R,,,,. 
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Diese Verkniipfung der P,,, und der R,, die wir durch besondere 
Wahl der =¢ erreichten, ergibt eine elegante Konstruktion fiir die Ab- 
bildung der Punkte und Kugeln der R, auf die Punkte der P,,,. Fiir die 
eigentliche konforme Geometrie ist daran aber nur wesentlich, daf eine X, 
mit einer konformen Geometrie, sofern diese konformeuklidisch ist, sich auf- 
fassen lat als eine in einer P,,,, eingebettete Quadrik. 

Besonders hervorzuheben ist, daB diese Einbettung eindeutig ist: jede 
in einer P,, , , eingebettete Quadrik fiihrt zu derselben konformen Geometrie, 
namlich zur konformeuklidischen. 


2. Konforme Geometrie einer J,,‘). 

In einer V,,, n > 2, mit Koordinaten £*, (x, 4, “, v, 0, 0, t = 1,2,...,n), 
seien konforme Transformationen des Fundamentaltensors a;, zugelassen. 
K; 3,4" sei der Kriimmungsaffinor. Es kénnen dann zwei Fille eintreten. 
Entweder ist der sogenannte (bei diesen konformen Transformationen 
invariante) Konformkriimmungsaffinor (vgl. Der Ricci-Kalkil, 8. 170) 


(14) C743" = K; 53" — — ny a Lu 9 ae, 
wo 1 
Lug = — Kuyt a —h K ay., 
(15) Kue = Keug’s 
K = Kj, a** 


ist, gleich Null, oder dieser Affinor verschwindet nicht. 

Im ersten Falle (der fiir n = 3 immer eintritt) ist die V, fiir » + 3 
konformeuklidisch, d.h. sie laBt sich durch eine konforme Transformation 
des Fundamentaltensors in eine R, iiberfiihren. In dieser R, gelten 
dann alle oben ausgefiihrten Betrachtungen, d. h. die konforme Geometrie 
laBt sich auf die projektive Geometrie einer Quadrik in P,, , , zuriickfiihren. 

Im zweiten Falle ist es Cartan’) 1923 gelungen, jedem Punkte 
der X, eine lokale P,,, mit einer darin enthaltenen Quadrik zu- 
zuordnen und eine eineindeutige Zuordnung zu konstruieren zwischen 
der konformen Geometrie der V,, und einer bestimmten Punktiibertragung, 
die benachbarte P,,,, aufeinander so projektiv abbildet, daB die Quadrik 
invariant ist. Fiir die projektiven Groen der lokalen P,,,, ergibt sich 
dabei eine kovariante Ableitung, aber nur eine entlang der V,. Von einer 
Einbettung der V, in einen (n + 1)-dimensionalen Raum mit irgendeiner 








°) V,, = n-dimensionale Mannigfaltigkeit mit einer Riemannschen Geometrie. 

7) E. Cartan: Les espaces 4 connexion conforme. Ann. de la Soc. polon. de 
math. 2 (1¢23), S. 171—221. Vgl. auch J. A. Schouten: On the place of conformal 
and projective geometry in the theory of linear displacements, Kon. Akad. v. 
Wetenschappen, Amsterdam, Proceedings 27 (1924), S. 407—424. 
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Art von projektiver Geometrie, wie es fir n + 3 im Falle C,;,;" =0 
méglich ist, ist hierbei noch keine Rede. Sodann ist es T. Y. Thomas*) 
1932 gelungen, fiir ungerades n diese kovariante Ableitung so zu ergiinzen, 
daB auch der Differentiationsindex n +2 statt » Werte durchliuft. Aber 
auch diese Untersuchung fiihrt noch nicht zu einer Einbettung. 

Wir stellen nun die Frage, ob es méglich ist, eine X, mit einem bis 
auf einen Zahlenfaktor gegebenen Fundamentaltensor irgendwie in einen 
(nm + 1)-dimensionalen Raum mit irgendeiner projektiven Geometrie (nicht 
notwendig der gewohnlichen projektiven Geometrie) derart einzubetten, daB 
die konforme MaSbestimmung von selbst aus der Einbettung hervorgeht, 
in derselben Weise wie dies bei einer in P,,, eingebetteten Quadrik der 
Fall ist. Selbstverstindlich miissen wir verlangen, daB durch die Ein- 
bettung nicht noch irgendwelche der konformen Geometrie fremde Eigen- 
schaften in die X,, hineininduziert werden. 

Wir werden diese Frage folgendermaBen beantworten: 

1. Fiir ungerades n > 1 gibt es eine Einbettung, Konvergenz der in 
Betracht kommenden Reihenentwicklungen vorausgesetzt. Diese ist ein- 
deutig, wenn verlangt wird, daS der gréBere Raum eine symmetrische 
spezielle Punktiibertragung (vgl. S. 602) trigt, deren Kriimmungsprojektor 
eine verschwindende Komitante der Valenz 2 besitzt und die eine symmetrische 


Projektordichte a;,, vom Gewicht 3 (vgl. S. 599) invariant laBt, die 


auf der X,, gerade die konforme MaSbestimmung induziert. 

2. Ist der Konformkriimmungsaffinor der X, Null, so reduziert sich 
diese Einbettung fiir » > 3 auf die oben besprochene einer Quadrik 
in P,.;. 

3. Ist m gerade, so ist das Problem noch nicht ganz aufgeklart. Es 
steht nur fest, daB es fiir verschwindenden Konformkriimmungsaffinor eine 
eindeutige Einbettung als Quadrik in P,,, gibt. 


I. Gewinnung einer konformen Geometrie durch Einbettung einer H,, 
in 7. n+l *). 
l. Die Hy. 
Unter einer H,,,, verstehen wir eine (nm + 1)-dimensionale Mannig- 
faltigkeit mit »-+ 2 homogenen Koordinaten X*, (a, 8, y, 4, &, 6,4 = 0, 
1,...,”, 4 =n-+1 und mit folgenden Gruppen: 


8) T. Y¥. Thomas: Conformal tensors, Proc. Nat. Acad. of Sci. 18 (1932), 
8S. 103—112 und 189—193. 

*) Die Begriffsbestimmungen dieses Abschnittes sind unserer Arbeit ,,Zur all- 
gemeinen projektiven Differentialgeometrie*, Comp. Math. 3 (1936) entnommen, 
auf die wir fir weitere Ausfihrungen verweisen (zitiert als A. P. D.). 
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K oordinatentransformationen: 

(I. 1) Gnaa: X*” = X@'(X,..., X4, 
wo die X“ homogen vom Grade 1 in X* sind. 

Transformationen analytischer Punkte: 

(I. 2) &: X* + o X-, 
wo @ homogen 0-ten Grades in X* ist. 

Wir nennen X* einen analytischen Punkt der H,,,, |X“| (= X* bis 
auf beliebigen skalaren Faktor) einen Punkt der H,,,. Wir betrachten 
nur homogene Funktionen der X*. Homogene Funktiouen 0-ten Grades 
der X* hei®en auch Ortsfunktionen. 

Die lokale P, +. 

Jedem Punkte der H,,,, z. B. |X*], ordnen wir einen gewohnlichen 
ebenen projektiven (n + 1)-dimensionalen Raum P, 4, zu mit den gewéhn- 
lichen homogenen Koordinaten =, deren Transformation folgendermafSen 
mit der Transformation der X* verkniipft ist: 

é 


(I. 3) Be ax (Te ) ree xe 5%; He = 00K"; Oa = 


Diese P ,,, hei®t die zu |X*) gehérige lokale P,, . ,. FA" hat den Grad 
Null, was fiir diese Betrachtungen wesentlich ist. 


Geometrische Objekte. 


Alle geometrischen Objekte der H,,, werden in bezug auf die zwei 
Gruppen §, ., und § definiert. Wir geben die folgenden Beispiele: 


Projektwe Vektoren t-ten Grades: 


kontravariant: kovariant: 
(I. 4) Grea oh = Hee’, wy = Ay wp, 
§: wv + gv’, ws-> O* Wz. 


In der lokalen P,, ,, bestimmt |v*| einen Punkt, |w;] eine Hyperebene. 
Projektoren t-ten Grades: z. B. 
Dn +2: P*y 7 = He fi Press 
G: Ps, > 0 Pay. 
Projektordichten t-ten Grades vom Gewicht f: z. B. 
Gate? Oey = 4* Achy Vay; 4 = Det (Az), 
: Wey > 0 Q*a,. 


(I. 5) 


(I. 6) 
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Es ist das Folgende zu beachten: 

a) Die X¢ selbst transformieren sich wie die Bestimmungszahlen eines 
kontravarianten projektiven Vektors ersten Grades: 
Gny2: Xe = AC X* (Euler), 
§: Xe + oX-. 
Der mit X* korrespondierende Punkt |X*| der lokalen P,,, heibt der 
Kontaktpunkt. Er wird mit dem Punkt |X*| der H,,,, identifiziert. Der 
Kontaktpunkt ist der einzige gemeinschaftliche Punkt der H, ,, und der 
lokalen P,, ,;. 


(I. 7) 


b) Die dX transformieren sich nicht wie die Bestimmungszahlen 
eines projektiven Vektors: 
(1.8) Gna: AX" = Ar dX, (richtig!) 

h: dX* + odX« 4+ X<do. (faisch!) 

ce) der Projektor 
(I. 9) 3 = O,X" 
heiBt Einheitsprojektor. AY und Az sind intermediire Bestimmungs- 
zahlen**) des Einheitsprojektors. 

Schreiben wir D fiir die Valenzendifferenz = kovariante Valenz — kontra- 
variante Valenz, so heiBbt 
(I. 10) €=r+(n+2)f+0d 
der Exzef einer Projektordichte. Der Exze8 eines Produktes oder einer 
Uberschiebung ist gleich der Summe der Exzesse der Faktoren. Der 
Exze8 ist invariant bei Differentiation. Die GréBen vom ExzeB Null 
bilden in bezug auf Addition, Multiplikation, Uberschiebung und Differen- 
tiation ein geschlessenes System. Wir betrachten im folgenden fast aus- 
schlieBlich GroBen vom ExzeB Null. 

Der Zusammenhang. 

Wir definieren einen Zusammenhang fiir Projektoren und Projektor- 
dichten vom ExzeB Null durch folgende Gleichungen: 


(I. 11) V, vo = 0,0° + Jf", 
(1. 12) V, Wz = 0, Ws —IT} 3 We, 


aus welchen hervorgeht, daB die Parameter //), sich folgendermaBen 
transformieren 


(I. 13) Gnee: Wy = Ae} My, + AG by Ay, 
(I. 14) &: Wy, +o ‘IT%s. 


1) J. A. Schouten und D. J. Struik, Einfiihrung in die neueren Methoden der 
Differentialgeometrie I, Groningen 1935, 8.22. Weiterhin zitiert als ,,Einfahrung“. 
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Ist die H,,, eine P,,,, so verschwinden die //}, in bezug auf ein 
System von gewohnlichen projektiven Koordinaten. 


Zu einem Zusammenhang gehéren verschiedene Projektoren. Erstens, 
wie in der affinen Geometrie, 


(I. 15) Sip * im 


(+ bedeutet: nur giiltig fiir holonome Bezugssysteme). Ist S, jp = 0, 80 
heiBt der Zusammenhang symmetrisch. Zweitens und drittens 


(I. 16) P,* H+ XMS a, 
(I. 17) O°, =A; + 5, X*, 
welche Projektoren in der affinen Geometrie keine Analoga besitzen. Bei 


einem symmetrischen Zusammenhang ist P's Q*p. Viertens der 
Kriimmungsprojektor: 


(I. 18) Ni jp 2 O17) p + 2M je) Lip. 
Fiinftens der nach 6, « gefaltete Kriimmungsprojektor 
(I. 19) Nip = Nayp’- 
Sechstens der iiber a, 6 gefaltete Kriimmungsprojektor 
(I. 20) Nija” = 209M) «. 

Ein Zusammenhang heiBt lokal normalisierbar, wenn 
(I. 21) Pes + Qs = 2A, 


ist. Dann und nur dann, wenn diese Bedingung erfiillt ist, gibt es zu jedem 
Punkt der H, . , holonome Koordinatensysteme, in bezug auf welche //(, »),, 
0. IT; », usw. in diesem Punkte alle verschwinden (projektive Normal- 
koordinaten '')). In einer P,,., ist diese Bedingung selbstverstiindlich 
iiberall erfiillt, da in diesem Falle P’, = Q“, = A; ist; die gewéhnlichen 
projektiven Koordinaten sind hier in bezug auf jeden Punkt Normal- 
koordinaten. 


Die Punktiibertragungen. 


Ist v* ein projektiver Vektor in X* vom ExzeB 0 und ordnet man 
dem analytischen Punkte X« + d X* die n+-2 Zahlen 


(I. 22) vo —dX' IT? uv 
zu, so gehen diese Zahlen bei § iiber in 
(I. 23) (o-+do)(v — dX" IT? pv") - P's v' do. 


") ALP. D., 8. [20]. 
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Daraus folgt: 

1. Die » + 2 Zahlen (1.22) sind dann und nur dann Bestimmungs- 
zahlen eines projektiven Vektors, wenn P“ g verschwindet. Dann und nur 
dann erzeugt der Zusammenhang also eine Ubertragung von projektiven 
Vektoren. 

2. Dann und nur dann, wenn P*; = pA; ist, wo p ein beliebiger 
Koeffizient ist, bestimmen die » + 2 Zahlen (1.22) in der benachbarten 
P,+ 1 Wwenigstens einen bei § invarianten Punkt. Der Zusammenhang 
erzeugt also dann und nur dann eine Punktiibertragung, wenn P* = pAs ist. 

Es folgt der Satz: 

Jeder symmetrische lokal normalisierbare Zusammenhang ist eine Punkt- 
tibertragung. 

Eine Punktiibertragung heiBt speziell, wenn der iibertragene Kontakt- 
punkt |X*| 


(I. 24) [X« —d X?(Q* , — As)] 


gleich |X*| ist. Notwendige und hinreichende Bedingung dafiir ist also, 
daB Q*, sich in der Form 

(I. 25) Os = Apt X°q 

schreiben laBt. Hieraus geht hervor: 

Jeder symmetrische lokal normalisierbare Zusammenhang ist eine spezielle 
Punktiibertragung. 

Zu jeder Punktiibertragung gehéren mehrere Zusammenhinge, die 

auseinander hervorgehen vermége einer Transformation von der Form 
(I. 26) IT; @ = [Typ + 8, Ap. 
Kine Punktiibertragung heiBt symmetrisch, wenn irgend einer der zugehérigen 
Zusammenhinge symmetrisch ist. Notwendige und hinreichende Bedingung 
dafiir ist‘also, daB die Ubertragung halbsymmetrisch ist, d.h. daB sich 
S;;° in der Form S;;“ = S,, Aj schreiben laBt. Man kann nun be- 
weisen **): 

a) Zu jeder symmetrischen speziellen Punktiibertragung gehért ein und 
nur ein symmetrischer lokal normalisierbarer Zusammenhang, also mit 

P*,;=A;, ah. X'If,+0, 
(I. 27) O2=HA5, db X'IT},*+0, 
S;3° = 0, d. h. typ = 0. 

Wenn wir ktinftig von einer symmetrischen speziellen Punktiibertragung 
sprechen, wollen wir stets voraussetzen, daB die IT;, gerade zu diesem ein- 
zigen symmetrischen lokal normalisierbaren Zusammenhang gehéren. 


12) A. P. D., 8. [25]. 
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b) Ist fiir eine symmetrische spezielle Punktiibertragung Nj;3° = 0, 
so gibt es ein Koordinatensystem, in bezug auf welches die /7}, in jedem 
Punkt verschwinden"™’). Dies hat zur Folge: 

Eine H,,., mit einer symmetrischen speziellen Punktiibertragung™ mit 
Ni" =0 ist eine P, 4. 

c) Bei einer speziellen Punktiibertragung gibt es durch jeden Punkt 
der H,., in jeder Richtung eine und nur eine geoditische Linie“). 

Fiir den Kriimmungsprojektor einer symmetrischen speziellen Punkt- 
iibertragung gelten die Identitaten 


(I. 28) Niu; = 0 (Zweite Identitat). 
(I. 29) VieNis° = 0 (Bianchische Identitat). 
(I. 30) X*Nj;3° = 0; X?°Ni;~* = O. 


2. Einbettung einer H, in einer H,,,. 

Eine H, mit den homogenen Koordinaten 2%, (x, A, “, ¥, %, 0, 6, T 
= 0, 1, ..., n) sei in einer H,,, mit einer symmetrischen speziellen Punkt- 
iibertragung eingebettet mittels der Gleichungen 
(I. 31) X« = X«(2,..., 2"), 
wo die X*(z°,..., 2") homogene Funktionen ersten Grades von 2” sind. 
Infolgedessen ist 
(I. 32) Bi = 0,X*; 0, = 5 
eine in jedem Punkte der H, bekannte VerbindungsgréBe. 

In der H, legen wir auBerdem noch ein System von gewdhnlichen 
Koordinaten &", (h, i,j,k, l,m = 1,...,n), die als homogene Funktionen 
0-ten Grades der x* definiert sind: 

(I. 33) GA as Eh ( 29, ..., 2). 

Die & bilden eine X,, deren Punkte eineindeutig auf die Punkte der H,, 
bezogen sind. Jetzt ist auch 

(I. 34) Ei = 0,2 

eine in jedem Punkte der H,, bekannte VerbindungsgroBe. 

Alle geometrischen Objekte werden definiert in bezug auf die 
folgenden fiinf Gruppen: §,.. und ¥ in A,4,, Ha+1 und F (2* > o’ z*) in 
H,,, G,, (Gruppe der kontinuierlichen Transformationen der £") in X,,. Dem- 
entsprechend gibt es jetzt einen AuBengrad r (in bezug auf §), einen 
Innengrad r, (in bezug auf #’), ein AuBengewicht f (in bezug auf §, .»), 





13) A. P. D., 8. [20]. 
4) A. P. D., S. [31]. 
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ein Innengewicht f; (in bezug auf §, .,) und ein (h)-Gewicht f (in bezug 
auf G,). Die Zusammenstellung 

(I. 35) {t, ft, &; FP} 

nennen wir den Index einer GréBe. Es gibt folgende GréBen: 

1. GréBen der H,., mit Indizes a, B. y, 6, &, 6, «4, definiert 
wie oben. Ist eine GréSe nur iiber H,, definiert, so sind die Bestimmungs- 
zahlen Funktionen der z*. Da die Funktionen (I. 31) bei §’ einen Faktor 0’ 
bekommen, so gilt fiir eine derartige GréBe r = 1r;. Es ist z. B. 

(I. 36) Index X¢: {1,0; 1,0; 0} 

2. GréBen der H, mit Indizes x, A, uw, v, 2, 0, o, Tt, definiert in 
bezug auf §,,, und %’, in derselben Weise wie die GréBen von H,,, 
in bezug auf §,,, und ¥. In bezug auf § dagegen folgendermaBen"’): 

Skalar der H, vom Aufengrade t: 

(1. 37) pop. 

Kontravarianter projektiver Vektor der H, vom Aufengrade vt: 
(I. 38) vo + o' v' (Bi — x” 8, logo); Be H &. 

Kovarianter projektiver Vektor der H,, vom Aufengrade vr: 
(1. 39) w, > 0° w, (Bi 4- x” 0; log oe). 

Projektoren der H,, transformieren sich wie Produkte von projektiven 
Vektoren. 

Offenbar ist: 

(L. 40) Index 2”: {0, 0; 1,0; 0}. 

3. GréBen der X, mit Indizes h, i, j, k, l, m, definiert in bezug 
auf G,, in iiblicher Weise. 

4. VerbindungsgréBen mit Indizes aus verschiedenen Reihen, die sich 
bei 5, .., &, Sasi, * und G,, transformieren wie Produkte von GréBen 
der H,,,, der H, und der X,, z. B.: 
| Bi _ 0, X*; {l, 0, 0, 0; 0} 
| Ei = 6,8"; (0,0; —1,0; 0}. 

Auber dem auf 8. 600 definierten ExzeB ¢, den wir jetzt duperen 
ExzeB nennen, gibt es noch einen inneren ExzeB e,, definiert durch 
(I. 42) & = %&+0,+ (n+ 1) +d-+ (n+ 2)f, 
wo D, steht fiir die innere Valenzendifferenz = kovariante innere Valenz 


— kontravariante innere Valenz. Auch «, ist im folgenden fast fiir alle 
betrachteten GréBen Null. 


(I. 41) 





6) A. P. D., S. [38]. 
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Wir nehmen an, daB in H,,, eine symmetrische spezielle Punkt- 
tibertragung gegeben ist, und leiten nacheinander folgende GréBen ab"*): 
I. Die VerbindungsgréBe 


(I. 43) Bi = 4,X*; {1, 0; 0, 0; 0}. 
Eigenschaften: Der Rang von & ist n+ 1. 
(I. 44) a Bi = X*. 
II. Die VerbindungsgréBe 
(I. 45) Ei = 0,£"; (0,0; —1, 0; 0}. 
Eigenschaften: Der Rang von £7 ist n. 
(I. 46) 2 ER = 0. 


Die Umkehrung E von E}, definiert durch die Gleichung 


(I. 47) Ei BS = Ab, 

wo A} der Einheitsaffinor ist, ist wegen (1.46) nur mod. z* bestimmt. 
III. Die kovariante projektive Vektordichte, definiert durch die 

Gleichung 

(I. 48) T; = Bo... ByAZ; (n+1, —1; 0,1; 0}. 
Eigenschaften: 

(1.49) 7; =0 (durch diese Gleichung ist [7'| festgelegt). 

(I. 50) X’*T; = 0 (folgt aus der vorigen Gleichung und (I. 44)). 

Tz] ist also die tangierende Hyperebene der H, in der lokalen P, ,,, 

woraus hervorgeht, daB 


(I. 51) Bi, Tn, = 0 
ist. 

IV. Die projektive Tensordichte A, ,, definiert durch die Gleichung 
(I. 52) hui = BiiV, Te; (w+ 2, —1; —1,1; 0}. 


Wir betrachten nur die Punkte der H,, wo der Rang von h,,; 
gleich n ist. 


Eigenschaften : 
(I. 53) Nip aj = 0. 
(I. 54) ah, = X’BiV,T; = (n+ 1 BT, = 0. 


V. Die projektive Tensordichte 
(1. 55) Bt — E>: "ag ae, coe hea; \n?+2n, —n: -n, n+2; O}, 


6) A. P. D., S. [42]. 


Mathematische Annalen. 112. 10) 
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wo @'"“n+1 die kontravariante projektive (m+ 1)-Vektordichte vom 
Gewicht + 1 ist?®). 
Eigenschaften: Da h,, den Rang n hat, ist der Rang von H* gleich 1. 
Wegen (I. 54) gilt also 


([. 56) (M24) = |e" 2". 
VI. Die projektive Dichte 
ma 
(I. 57) i= re {n?+-2n, —n; —n—2, n+ 2; O}. 


VII. Die projektive Tensordichte 


—1 

(I. 58) qix = |h|"** hx; 2 si 0, 0; 0}. 

VIII. Die projektive Vektordichte 
(I. 59) = = |Ape T;; 1, = ai 1, 0; 0}. 

IX. Die sina conan 
(I. 60) be = BiVota; {I, =F 0, 0; ol, 

Eigenschaften: 
(I. 61) qix = Bp, ,. 
(I. 62) . vb. = XP V ate = X? Ost. = 

X. Die symmetrische epee 3a, ae durch die Gleichung 
(I. 63) 438i = bj,; Index a;,: 0, 0, 0; 0}. 


Diese Gleichung und die eae legen G;,, fest bis auf einen 
additiven Term von der Form «tyt,. 

Eigenschaften: a,, hat den Rang n + 2. 

(I. 64) Q3.X* = wbjg = ty, 
(I. 65) a;,,X? X* = 0. 

@;, stellt also o' Quadriken in der lokalen P,,,, dar, die die Hyper- 
ebene |t,] tangieren. In dem besonderen Fall, wo die H,., eine P,,, 
ist, sind dies die Quadriken von Darboux. 

XI. Die GréBe 
(I. 66) uae = BLiV, ag. 

Eigenschaften"’): q,;. hangt von der naheren Wahl von a,, ab. 
Man kann eine invariante Bedingung fiir q,,, aufstellen, derart, daB Op « 
vollstindig bestimmt wird. (Diese Bedingung ist stets erfillt, wenn das 


isa) Einfihrung I, 8. 29. 
11) A. P. D., 8. [47]. 








Konforme Differentialgeometrie. 607 


ausgezeichnete ag, der Gleichung B).5 V,a;. = 0 geniigt, was aber nur 
in ganz speziellen Féllen méglich ist.) Dies ausgezeichnete a,, stellt, 
wenn die H,,,, eine P,.,, ist, die Quadrik von Lie-Cech dar. 

XII. Die Tensordichte g,,, definiert durch die Gleichungen 


(I. 67) [Bix asa) = [Biz gial; Det (gs) = + 1. 


Der Index von g;, ist lo, 0; 0,0; — >), wihrend der Rang von g,;, gleich 
n ist. 

Die Tensordichte g;, bestimmt in der X,, eine konforme Geometrie. 
Der Nullkegel in der lokalen £, korrespondiert mit dem Schnitt der 
Quadrik |a,;,.J mit der tangierenden Hyperebene |t;|. Damit ist gezeigt, 
daB in einer X,, die in einer H,,, mit einer speziellen symmetrischen 
Punktiibertragung eingebettet ist, eine konforme Metrik induziert wird. 
Im allgemeinen wird aber viel mehr induziert, nimlich eine Anzahl von 
Invarianten und Komitanten (geometrisch z. B. die Polare der Projektiv- 
normalen"*)), die zwar der Ubertragung in H,., angehéren, aber nicht 
der konformen Geometrie als solcher. Bei der Einbettung einer X,, mit 
konformeuklidischer Geometrie in eine P,,,, haben wir aber gesehen, daB 
die projektive Geometrie der X, in P,,, sich genau deckt mit der kon- 
formen Geometrie in X,, und solche Beiinvarianten nicht auftreten. 

Es ergibt sich also jetzt die Aufgabe, ausgehend von der X, mit 
einer konformen aber nicht konformeuklidischen Geometrie, eine H,,, zu 
konstruieren mit einer symmetrischen speziellen Punktiibertragung, in der 
sich die X, dermafen einbetten l48t, daB nur die konforme Geometrie 
induziert wird und keine Beiinvarianten. Wir bemerken vorweg, daB bei 
gegebenem g,, aus (I.67) folgt, daB fiir jedes a,,, das dieser Gleichung 
geniigt, gilt 


(I. 68) 0 = 2° Bit age = X* 052 Bi 
und infolgedessen 
(I. 69) |X* as] = [ts]. 


(I. 67) driickt also aus, daB die Quadrik |a,,| die Hyperebene |t;| tangiert. 


II. Aufbau der konformen Differentialgeometrie 
mit m + 2 homogenen Koordinaten, von welchen zwei tiberzihlig sind, 
1. Wahl des holonomen Bezugssystems in H,,;. 

Wir stellen nun umgekehrt die Aufgabe, eine X, mit konformer 
Geometrie, also mit einer Tensordichte g;, vom Gewicht — =, mit Deter- 
minante +1 und vom Tragheitsindex n, einzubetten in eine H,,, und 

18) A. P. D., 8. [48]. 

40* 
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in dieser H,,, , eine spezielle symmetrische Punktiibertragung //, und eine 
projektive Tensordichte a,, vom Gewicht — at mit Determinante —1 


und Trigheitsindex n+ 1 und vom Grade Null derart festzulegen, daB: 
1. auf X,, gilt 


(II. 1) [Bix din] = (Bis ase] 

und infolgedessen 

(II. 2) [X* as.) a tal; Ae X? X¢ = 0, 
2. in H,,,, gilt 

(II. 3) Vyas. =0 

(II. 4) N.ip° = 0 

und infolgedessen wegen der zweiten Identitat (I. 28) 

(II. 5) 6 = Ni;2* * 2daIThe. 


AuBerdem wollen wir die Frage erértern, inwiefern die so erhaltene 
Einbettung cindeutig bestimmt ist. Wir beweisen den Hilfssatz: 

Ist ene X,, mit gegebenem g,, in einer H,, , , eingebettet, und ist auf X,, eine 
symmetrische Projektordichte ag,, vom Gewicht oo mit Determinante — 1 
und vom Grade Null gegeben, die der Bedingung (II. 1) geniigt, und in Hn, 
eine symmetrische spezielle Punktiibertragung IT}, mit Nz;3° = 0, so gibt 
es stets ein Koordinatensystem (a) in H,., derart, dap 

1. auf X,, gilt 


(II. 6) X* 2 2"; X4=0, 
(11. 7) as, = 0, 
2. in H,,., gilt 
(IT. 8) IT, 4 = 90, 
(II. 9) IT, = 0. 


Zum Beweise wihlen wir das Koordinatensystem («) zuniichst 
so, daB X* * x und X¥ = O ist auf X, und daB die Parameterlinien 
von X/ in H,., geoditisch sind (vgl. 8.603). Die projektiven MaB- 
vektoren von (a) seien e, e;. Ihr Index ist (0,0; 0,0; 0}**), (é,] ist 
dann also auf X,, die die X,, tangierende Hyperebene |t;|. Aus (II. 2) folgt 
dann auf X,, 

(II. 10) day X* = oe, 


1%) Der ExzeB eines MaBvektors verschwindet also nicht. 








Konforme Differentialgeometrie. 609 


wo o ein Koeffizient mit dem Index {1, = 1,0; 0} ist, und infolge- 


dessen auf X,, 

(II. 11) at4 * qe, * a1 Xe, 

Bei der Ubertragung entlang einer der geoditischen Parameterlinien von X/ 
ist dX* = er dX und der Punkt le*] gelangt also nach le — 113 ,4X4}. 
Dieser Punkt mu8 nun auf der Geraden durch |X*| und |X“ + ed X4) 
liegen**) und dies ist dann und nur dann der Fall, wenn in H,,, 

(II. 12) 4420 (mod X*) 

ist. Wir gehen jetzt zu einem anderen Bezugssystem (a’) iiber. 

X* = OF y(X*) X*; x (X*) = 1 anf X,, 

xX?’ = X4, 

wo z(X*) eine Funktion 0-ten Grades in H,., ist. In bezug auf 


dieses neue System bleibt (II.6) giiltig; wir fordern, daB dazu in 
H,,., gilt 174 * 0 und auf X, auBerdem a, ,—O ist. Aus (II. 13) folgt 


Ay = 76% + X* a, log x; 


(II. 13) 


(I. 14) Ks = X*' 4, log x; Ay = — X* 0, log x; 
AS = 0; He = 0; 
At =1; Rt =1; 

so daB in H,,., 


(11.15) Ty * (1 + X40, log x)* [7% 115.4 + X” 114,04 log x 


+ X* J14,,0, logy — X” 0,0, log x — X* (8, log x)" 
ist und auf X, auBerdem 


2 
(II. 16) ayy * (Det(Ac)\"~* (as, — 2 X*a,,9, log 7), 
denn aus (II. 10) folgt a,,X* 0. Aus (II. 16) folgt fir a,, = 0 auf X, 
444 

(II. 17) 0, log x = 2x"a,, 
Der Nenner ist ungleich Null, da a,,, den Rang n+ 2 hat. Aus (II. 15) 
ergibt sich unter Beriicksichtigung von (II.17) eine in H,,, giiltige 
Differentialgleichung fiir y, aus welcher sich eine eindeutig bestimmte 
Reihenentwicklung fiir 7 nach X% ableiten laBt. 

Wir gehen jetzt zu einem dritten Bezugssystem («”) iiber vermége 
X*" — X*, 
X#! = 9 (X*)X¢ 





(II. 18) 


%) A. P. D., 8. [30]. 
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und fordern, daB in bezug auf dieses System in ih sowohl ITs 4 & 0 


als ITS. « “=O ist und auf X, auberdem ay, = 0 ist. Wiederum 
bleibt (II. 6) erfiillt. Aus (II. 18) folgt 

Ay = & ; Rin = Fy; 

Az = 0; Hy = 0; 
(11.19) AS’ = X40, 9; Ah = — X* &, (dy gy) (yp + X7 Oe 9); 


At = 9 +X%0-9g; 
Det (Az) = 9 + X* 049, 
so daB auf X,, 


(II. 20) ayy = (Det (Az ))" ges “are %0 

ist und in H,,., 

(II. 21) if, 2’ 2 AiG -~ + HK, 04" At £ AGG ells ¢ = 9, 
(11.22) rq = Fn (fw — Ay log (p +X“ A, ¢))- 

Aus den beiden ersten Gleichungen folgt, da die neue Transiormation 
tatsaichlich /7*% ,. 0 liefert in H,., und ay 4,=0 auf X,. Die 
Forderung /7%:.. * 0 lautet umgeschrieben 


(II. 23) Oy p + Oy (X4 Oy y) = yw (p + X% Os 9) 
oder 

Ow: 4 X¢ 0 0 = Te + XxX“ 0a ’ 
(II. 24) ’ 2e = twa (P 29) 


2049+ X40s009 =o a(p + X% Os @) 

und die Integrabilitétsbedingungen dieser Gleichungen lauten 

(11.25) Oy Ow @ + Ow Oy p+ X42 Oy Ow Ay YP — 2OW Og YP —XL OWI Ay Y 
= 2 (jy Miya) (9 + X4 Og yp) + Mw (Or p + Oa 9 + X4 Oy Og Y) 

— 115 @ (Ow p+ X4 Oy Og y) = 9. 

Da aber 2 Ay Mie = 0 ist (II.5), ist diese Bedingung infolge (II. 24) 

gleichbedeutend mit 

(II. 26) Mi @ Wp» — MG @ Wi» = 0 

und diese Gleichung ist identisch erfillt. Es ist also méglich, y so zu 

bestimmen, daB IT¢, « in H,,, verschwindet. Fiir dieses neue be- 


vorzugte Koordinatensystem («”) schreiben wir jetzt wieder («). Damit 
ist der Hilfssatz bewiesen. 


Wir gehen jetzt aus von der X,, mit gegebenem g,,, betten sie 
irgendwie in eine H,,,, ein, legen das Bezugssystem in H,,, so, daB 
X* = 2 und X4 = 0 ist auf X, und legen die Parameterlinien von X¢ 
ganz beliebig. Auf X,, wahlen wir eine symmetrische Projektordichte a,,, 


vom richtigen Grad und Gewicht ( Index 0, => ot}, ; 0,0; 0}), mit Deter- 
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minante — 1, die der Gleichung (II.1) geniigt, und in bezug auf das 
gewahlte Bezugssystem auch der Gleichung a,, = 0, die im iibrigen 
aber beliebig ist. Die Aufgabe ist nun: 

a) Ausgehend von diesen Voraussetzungen das Feld a,;, iiber H,,, 
fortzusetzen und in H,,4, ein Feld /7;; (zu einer symmetrischen speziellen 
Punktiibertragung gehérend; vgl.(I.27)) zu konstruieren, derart, da8 in 
bezug auf das eben gewahlte Bezugssystem in H,,,, gilt: 


(II. 27) ~,20, 
(II. 28) IT}. = 0, 
(II. 29) V, az. = 0, 
(II. 30) Nu; = 0. 


Aus (II. 27) geht hervor, daB die Parameterlinien von X/ geoditisch sind. 

b) Zu beweisen, da8 sich bei Anderung der Kongruenz der Parameter- 
linien von X4 und der Wahl von a,,, iiber X, die Einbettung nicht 
wesentlich andert (Eindeutigkeitsbeweis). 


a3, ist eine Dichte vom Gewicht —*' Die zu dieser Dichte ge- 


n+ 2° 
hérigen Parameter des Zusammenhanges sind bekanntlich 
a a 1 a 
(II. 31) Ave = Wye — <5 IT}, AS, 


welche sich aber auf JJ}; reduzieren wegen (II.28). Ist das Feld ay, 
iiber H,,,, fortgesetzt, so bestimmt V,a,, = 0 die Parameter vollstandig. 
Fiir den Kriimmungsprojektor kann man dann, wie in der Riemannschen 
Geometrie, noch die folgende Identitaét ableiten: 


(II. 32) Naya = Neasy: 


Wir verwenden a;,, fiir das Herauf- und Hinunterziehen von Indizes in H,, . , 


2. Festlegung der II*, auf X,. 


Wir legen zuniichst die /7}; auf X, fest. Ausgangspunkt ist das 
Bekanntsein von a;, auf X, und die in H,,, giiltigen Gleichungen 
(II. 27) bis (II.30). Die Gleichung (II. 29) lautet ausgeschrieben 


(II. 33) 0 = 0,a3 — IT)ga5. — ITpa ag. 


Da a,, auf X,, bekannt ist, folgt, daB auch 0,a,,, auf X, bekannt 
ist und es fehlt also dort noch 0,a,,. Schreiben wir nun 


(II. 34) 0, a3.. * 2 Bre, 


so ist R, gu Schon bekannt. Die Gleichung (II.33) kann wegen der 
Symmetrie von /7}; nach /7;, gelést werden. Es ist namlich in H,,, 


(II. 35) TT. 232 & yas + Reyes lai Rp ya: 
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Aus dem Verschwinden von /74, und ///, in H,,, folgt deshalb 
(II. 36) 2R, 430" = Rissa’ 20. 


0 


(II. 37) Ryag a*? + 0. 
Uberschiebung von (II.35) mit a** ergibt fir y=, «=A auf X,: 
(II. 38) Ii, % — a4* Raya + B, 


wenn wir B verwenden als ein Symbol fiir alles was auf X, bekannt 
ist. Infolge (II. 11) ist [7f, also auf X,, bekannt mod X*. 

Da a** auf X, verschwindet, ist 77, auf X, bekannt. In der 
Tat ergibt kovariante Differentiation von (II. 10) auf X, 


(II. 39) (Vu G2) Xe + G30 Bu = (0, a) ¢ + oV ues, 
also auf X, 

r ] 
(II. 40) Gay % (0,0) eg — oll. 


Es ist also nicht nur J7%,, sondern auch J77, auf X, bekannt. 
Differentiation von (II.33) nach X% ergibt in H,,, 
é 5 dp 
(IL. 41) (0417) s) ase + (OsIT}2)Q53 = 940,030 — 2119 Rose — 21T)q Rasz. 
Schreiben wir fiir die rechte Seite 2 Ryse 
(II. 42) 2 Ryze % O49, Qse — IT p ade — Hee A409, 
so folgt in H, 4, 


(II. 43) d41T;s = ae? (Ry 53 + Royo sary Ray,)- 
Aus (II. 42) geht hervor (der Grad von 0,a;. ist —1), daB in H,,, 


1 


(II. 44) 2X? Ryiw * —Os0i, * —2Rarx 
ist. Aus (II. 42) folgt ferner unter Beriicksichtigung von (I. 27), (II. 10), 
(II. 33) und (II. 40) auf X, 
(II. 45) 2X Ryie % X* Og Ay Gin — IT? (8400) X* 

* 0,(6114;) — Oa din — IT), 174, 

= — O40, + au,114, + B. 
(11.44) und (11.45), angewandt auf (II. 43) fiir «=A, y=yp, B=, 
ergeben auf X,, 
(II. 46) A414, = o~* X* (Rute + ine — Reni) 

2-q¢q' O4Ain + a ' dyall4s +460 ‘Asai. +B 


* =f 5 =} J 
SO Ryu to Gui I154+ B. 
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Es gibt nun noch einen anderen Weg, der zu einem Ausdruck fiir 
6,11%, fihrt. Aus dem Verschwinden von N;;%° folgt fir 6 = 4, y = mu 
wegen (II. 28), (11.38) und (II. 40) auf X, 

(II. 47) 0,114, = —O,Miat+ Wi, Ms + Mi Ma +1 Mt: 
* 40, (0°' X* Aga; .) + Wig IT’, — 0 Gy, ITS; 
—o ‘ale 4+ B. 

Nun ist /7i, /1£, auf X, bekannt, da //{, auf X, mod X* be- 
kannt ist, so daB auf X,, 

(11.48) 0,112, * $o-*{(n +1) 0,024 — 20,04) — 207' Rai +B 
* (n — 3)o— Rana +B 
ist. Ein Vergleich von (II. 46) und (II. 48) lehrt, da8 auf X,, 


(II. 49) (n sm 2) Rona 2 @, 1144 + B 

ist. Aus (II. 35) folgt aber auf X,, 

(II. 50) 4a * 2a** Mies —a“* Reas + 20°*R, se, 
so da8 auf X,, 

(II. 51) (n — 2) Rays & 2ay0**Ry se +B 


ist. Nun ist laut (II.11) a44=0 auf X, und aus (II.37) folgt also 
auf X,, 


(II. 52) Ra ,ra"* + 2Ryy.a4* * 0, 
so daB aus (II.51) bei Uberschiebung mit a“* folgt auf X,, 
(II. 53) ~4(n—1)R, 4.04 = B. 


Fiir n + 1 ist wegen (II. 53) und (II. 36) also jetzt Rose bekannt, so 
0 
da8 nur noch R,,, fehlt. Aus (II. 51) folgt aber jetzt auf X,, 





(II. 54) Bayi —4 B, 











welche Gleichung fiir n + 2 R,,, auf X, bestimmt. Damit sind jetzt 
0,a,, und also auch JJ}, auf X, bekannt fiir n > 2. 


3. Fortsetzung der Felder a,, und JJ}, tiber H,4,. 


AuBer ag, und /7/, sind auf X, auch 0,a,, und 0,/7}, bekannt. 
Dies gilt allgemein, schreiben wir wie oben stets B fiir irgendeinen Aus- 
druck, der auf X,, bekannt ist, so sind auch 0, B, 0,0, B, usw. auf X,, 
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bekannt, aber 0,B und alle Ableitungen von 0,B brauchen nicht be- 
kannt zu sein. Aus 


(II. 55) 0, dg = IT) 905. + Tiadgs 
folgt, daB auch 0,a;, auf X, bekannt ist. 0,/7;, und 050,43, sind 
aber noch unbekannt. ODifferenziert man (II. 55) fiir y = 4 einmal 
nach X¥, so folgt auf X,, 
(II. 56) 849.500 * (A41T's) 43a + (A517 se) Gps + B 
und 0,0,a;,, ist also auf X,, bekannt, wenn 0,//%,; dort bekannt ist. 
Umgekehrt la8t sich die Gleichung auf X, __ 
(II. 57) 040, age * (04 1T)s) a5q + (01T}a) ae3 + B 
wegen der Symmetrie von 0,/1},; in y, 8 nach O,/T}, iésen. Da aber 
auf X,, 
(II. 58) 039,434 = 0,043, * B 
ist, folgt, daB 0,/7;, auf X,, bekannt ist, wenn 0,0,a;, dort bekannt 
ist. Allgemein gilt, daB 0, .)/7, (wir schreiben kurz 0,,) fiir q-fache 
Differentiation nach X/) auf X,, bekannt ist, wenn alle Ableitungen von 
a,,, bis einschlieBlich 0, —,a;, auf X, bekannt sind. Wir wollen nun 
annebmen, es sei gelungen, 0, )@,,, und alle vorigen Ableitungen auf X,, 
zu bestimmen. Dann ist auch 0,» /1;; auf X, bekannt und es gilt 
A») 43. dort zu bestimmen. 

Wir differenzieren (II. 55) (p — 1)-mal nach X%. Dann ergibt sich 
auf X,, 
(IL. 59) Op— 1 Oy aga = (Op~ »IT}p) ase + (A IT} 2) aes + B. 
Schreiben wir kurz 

p-—i1 p—l 
(Il. 60) 2Ryge * 2Ryag = (Ap—1 1135) a90 + (Oy — v1} 0) Gea, 
so ist auf X,, 
p-1 

(II. 61) 2 Rye * A — 1») 9, Opa = B, 
woraus hervorgeht, da® auf X,, 





(II. 62) 4, a *B 











y—1 p—t 
ist, und es bleibt nur "R spa auf X, zu bestimmen. Der Grad von Ry». 
ist — p. Lésung von (II. 60) ergibt wegen der Symmetrie von /7;; in y,f 


p-l pl pol 
(II. 63) Ap — TS © a* (Ryga + Rays —Rag,), 
also auf X,, 
p= 


(II. 64) Op—-vllia = — a"? Roui t+ B. 
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Anwendung von (II. 11) auf diese Gleichung ergibt auf X,, 
—1 
(IT. 65) Op-—vla = —o xX Rays +B 


und G,— 117, ist also auf X, bekannt mod X*. 
Da N37 = 0 ist in H,,,,, folgt auf X, 


(II. 66) O% —vlT44 £ Xp 2) 0,114.4 * B. 
Da aber //%, in H, +, verschwindet, folgt auf X,, 
(II. 67) Op —vylT55 = B, 


also wegen (II. 63) auf X,, 








—1 y—1 
(II. 68) "Resp BB pe * B 








Es folgt aus (II. 33) nach Uberschiebung mit X¢ 
(II. 69) (Oy Aa) X* = 0. 


Setzen wir nun y = 4, 8 = A in (II. 69) und differenzieren wir (p — 1)-mal 
nach X4, so ergibt sich 


(II. 70) X* Oy aa. = B. 
—1 -1 
Es bleibt noch , om auf X, zu bestimmen. (N. B.: "Roig X* 


ist auf X, schon bekannt wegen (II. 70).) Differenzieren wir jetzt 
(II. 55) p-mal, so ergibt sich auf X,, 


p ; 
(II.71)  2Ry ge * Ay 0, Ae — He (A — IT) 4) Osar« 


= ( °) (A, - ole) 04453 ee IT 4 iy) Wi « — IT Ap ie + B, 
und daraus folgt auf X,, 


(11.72) 2X R,,, * XO, Oya + BY — pAyai, + B. 
Uberschiebung von (II. 71) mit X« ergibt wegen (II. 70) 


p 


(IT. 73) 2X" Ryze * (Ay Ou dra) X® — (4) (Oy — IT 2) X* Oss + B. 


Nun ist infolge (II. 55) und (II. 11) auf X,, 
(II. 74) X ga) % IMs aye X* * ol 4). 


und wir fanden oben, daB Ap—vlTnr auf X, modX° bekannt ist. 
Dieser unbekannte Rest hat aber in (II.73) keinen LEinfluB, da 
X*/T,, = 0 ist, und der zweite Term im rechten Glied von (II. 73) ist 
also bekannt, so daB auf X,, gilt 


(II. 75) 2X* Rig © (Ap Oy dya) X* + B. 
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Ahnlich wie (II. 63) gilt auf einer um Eins héheren Stufe die Gleichung 


v 
(II. 76) Bells, te a** (Rips + Bova — Bard 
und also auf X,, 
be 
(1.77) Aslti, & o'* x" (hs. + &,.— Bd 


Setzen wir hier die Werte aus (II.72) und (II.75) ein, so folgt unter 
Beriicksichtigung von (II.70) auf X,, 


(II. 78) OpJ7%, 2% o' X* Ay Ouane +4 po 'A%pa,+B 
oA X* Op Ay g — OO yy Oui + 4 po~' Oy ay,+ B 
* 4(p — 2)0-! Oy a,, + B, 

also auf X,, 

(I. 79) Ap Td, = (p — 2)07* Rapa + B. 


Wir bekommen einen anderen Ausdruck fiir ,)/7z, aus dem Verschwinden 
von Niui: 
(II. 80) 0 Op —» OsMea + O,MTe1 — Me sMea), 


denn aus dieser Gleichung folgt unter Beriicksichtigung von (II.65) und 
(II. 63) auf X,, 


(II. 81) Ap Ts: * — 9,9) —w Tua + (Q,—»IT% ) IT2; + IT? 5 (@,,—» TT) 
p—1 p—1 poi 

4, (o-? X* Raui) + 2a*7 (Rau); =~ R, su) Tie + B. 

Schreibt man nun die auf X, giiltige Gleichung (II.40) in der Form 

(II. 82) Ny, =. o* 1(0,, a) es _ a, 3}, 


so gibt dies, eingesetzt in (11.81), unter Beriicksichtigung von (II. 70), 
da X/ auf X,, verschwindet, auf X, 


—1 _— 
(II. 83) jy ITZ; -& 0,(07? X" Ry us) + 207" Rayu)y) X’ Ono 


lr 


p-1 p—l pers 

—_ 20? Ry su X? Oi) 0 —2o-! Roua + 2o-1 Ruanat B 
p-1 —1 

* 8,(0-1X* Rayi) —20-" Raya + B 


= (n— p— 2)0-" Rana + B. 
Vergleich von (II.79) und (II.83) lehrt schlieBlich auf X,, 





(II. 84) (n — 2p) Rays = B, 











aus welcher Gleichung sich "Rasa fiir » + 2p bestimmen lat. Bevor 
wir aber weitere Schliisse ziehen, muB noch bemerkt werden, daB wir 


beim ersten Schritt (Bestimmung von Rape) zwar Nz, = 0 voraussetzten, 
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aber von dieser Voraussetzung in (II. 47) nur N,, = 0 gebrauchten und beim 
zweiten Schritt (p = 2) nur N , , = 0 (11.66) und 0, N,,, = 0 (11.80). Allgemein 


verwendeten wir 0,—1)N,, = 0 beim p-ten Schritt (Bestimmung von Ry g2) 


und dy-1)Nss = 0 beim (p+ 1)-ten Schritt (Bestimmung von R, 2). 
Es ist also noch fraglich, ob N,, 0,N., usw. alle verschwinden und wir 
also tatsichlich eine H,,, mit einem iiberall verschwindenden N,, be- 
kommen. Um dies sicherzustellen, beweisen wir, daB aus den auf X 


giltigen Gleichungen 


(II. 85) Iq Nea * 0, q = a 2: Kp—v Nui * 0 
auf X,, folgt 
(II. 86) (n —2p)O,-1) Nis = 0. 


Beweis: Wegen (II.85) und N,.,X? = 0 ergibt sich auf X, 
VoNee 9, gS p—2; Vip-y Nur * 9, 

Vip-y N * 7, Nuit 20° X*0y_y Nae = 0, 

wo V.) fiir V.,...V.4(g-mal) steht. Aus der Bianchischen Identitat (I. 29) 
folgt, wie in einer V,,,., daB in H,,,, 

(II. 88) VuGj° = 0; Gj“ = N3“-4NA;; N=N,“ 

ist. Durch (p — 1)-fache kovariante Differentiation erhalt man auf X, 
(11.89) a%* Vip) Vg Giz +O X* Vy) Ve Gag + OX“ Vy Gay & 0. 
Wegen (II.87) ist nun 


(II. 87) 


(II. 90) V Gea & 0, q = P — 2; Vip—y Gis = 0, 
woraus sich ergibt, daB auf X,, 

(II. 91) Vp—y VaGey = Ve Vy — Gey 

ist. Fiir (11.89) kann man dann schreiben 

a°* (0, Vip—Gix or Se Vy V (p—2) Giz ee —INh 4 Vip—s V,Gir- 


(IL. 92) -IT}, Vp— Geox —Mea Vip- Gay ig ITZV —1) 4, — TT. V (p—vGi a)- 
—o-* (PH 1)Vip—yGra— $07 Vip) NX% ag, —0—' p Vig _- Ga, =O, 

was unter Beriicksichtigung von (II. 40) und (II. 90) iibergeht in 
(11.93) o-'*' Vp-p Gall +n —(p+1)— p]—bpasaViyp—-yN =O 
oder auf X,, wegen (II. 87), 
(II. 93a) (n — 2p) Vip—-y Gar * (n — 2p) A%,-y Na * 9. 

Aus dem bewiesenen Satze geht hervor, da nach dem ersten Schritt 
schon feststeht, daB auch N,, * 0 ist (auf X,,), denn fiir n = 2 laBt 


sich dieser Schritt ja gar nicht vollziehen, ebenso nach dem zweiten, dab 
auch 0,N.,, = ist, usw. 
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Gesetzt nun, es wire n > 2 und der erste Schritt wire vollzogen, 
dann sind (8.613) auf X, die a;,, /7/; und @,a;, bekannt. Ist nun 


n + 4, so ergeben (II. 62) (IJ. 68) und (II. 84) a und somit 0,043, 
und @,/1), auf X,. Ist nm + 6, so lassen sich aus denselben Glei- 


chungen | oa und somit ,0,0,4;, und 0,0,11; 5 auf X,, bestimmen, usw. 
Fiir ungerades n lassen sich also alle Ableitungen auf X,, bestimmen 
und damit ist fiir a,, und /7;; eine Reihenentwicklung iiber H,,,, fest- 
gelegt. Ist die Ubertragung in der H,,,, in dieser Weise festgelegt, so 
mu8 sich natiirlich spater herausstellen, daB sie keine GréBen in der 
X, induziert, die keine Differentialkomitanten von g;, waren. Schreibt man 


(II. 94) gin = 0~? BBE ay.., 


so hat diese GréBe den Index {o, ae 0, 0; 0} und ist proportional 
ZU Q;,- Man kann sie also verwenden zur Bildung des Konformkriimmungs- 
affinors Cri", der ja durch einen skalaren Faktor in g;, nicht beeinfluBt 


wird. Sodann lehrt eine nicht komplizierte Rechnung, daB tatsichlich 
(II. 95) Ni;p° Biss B53 BY = 0453" 

ist. Man beachte, daB der Ausdruck links, trotz der Unbestimmtheit 
von &, und EK, volistindig bestimmt ist, da sowohl Nj; ;“t. als Nj,2. X° 
verschwindet. 

Fiir gerades n = 2p kommt man stets zu einer Ableitung, die sich 
nicht bestimmen la8t. Es entsteht statt dessen aus (II.54) bzw. (II. 84) 
eine Gleichung von der Form 
(II. 96) 0o=B8B 
und diese ist entweder identisch erfillt, oder sie stellt eine Bedingung 
dar, die erfiillt sein mu8, wenn iiberhaupt eine Einbettung der verlangten 
Art méglich sein soll. Aber auch wenn diese Bedingung erfiillt ist, 


—1 
kann man die eine Ableitung oder 4, om nicht beliebig wahlen. Aus der 
Forderung &»—1) Ns, = 0 (vgl. (II. 86)) ergibt sich noch eine Differential- 


p-1 
gleichung fiir Rix: 
pt ze"p* a «hy 4 ex®* 
(II. 97) a*°0 Rac ea Rigo {ya ”Raio— p 113.0 Ray + B*), 
—} 

die aber "Ras nicht eindeutig festlegt. 

21) Fair n = 2 beweist man leicht, daB die Bedingung (II. 96) identisch erfillt 
ist und (II.97) unbeschrankt integrabel. AuSerdem stellt sich heraus, daB Njip° 


stets in H,., verschwindet, so daB man bei jeder Wahl von @,a,, auf die be- 
kannte Einbettung einer Quadrik in P; zuriickkommt. 
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Wir wollen den Fall, wo nm gerade ist, hier nicht weiter untersuchen 
und bringen jetzt zunichst noch eine andere Methode zur Bestimmung 
der J7;; aut X,. 


4. Festlegung der //3, auf X, mit Hilfe eines anholonomen 
Bezugssystems. 

Die in II.2 verwendete Methode zur Festlegung der J//; auf X,, 
macht keinen Gebrauch von nichtholonomen Bezugssystemen. 

Da wir in II.3 zur Festlegung der Felder a3, und JJ}; in Ay+,1 
am besten mit holonomen Bezugssysteme auskommen konnten, lag es nahe, 
auch in II.2 zur Festlegung der /7/; iiber X,, nur solche Bezugssysteme 
zu verwenden. Diese Festlegung l48t sich nun aber auch mit einem an- 
holonomen Bezugssystem durchfiihren. Obwohl diese Rechnung etwas 
komplizierter ist, wollen wir sie hier doch als Anhang bringen, da sie 
an die Cartansche Methode von 1923%*) anschlieBt. 

In H,., definieren wir, nur iiber X,, ein anholonomes Bezugs- 
system (a) mit den projektiven MaBvektoren 


b 
e, 3; a, b, c, d, e, f, g = 0, 1,..., 0, oO, 


und zwar folgendermaBen. Zunachst wird le*] im Kontaktpunkt gewihlt: — 


(II. 98) e* = eX*; also e4 = eX4=0. 

é ist eine beliebig auf X, gewahlte Dichte mit Index {— 1, ss —1,0; 0| 2 
e also eine projektive Vektordichte mit Index \0, eat 0, 0; 0}. Sodann 
wahlen wir 

(IT. 99) es = dee"; {0, — 5 0, 0; 0}. 

Les) ist also die lokale Tangentialhyperebene der X,,: 

(II. 100) @ 0; es eaj4X". 


Der Ubergang von //},; zu /1% lautet 

(II. 101) TIty = Hath jp + AiO. As; a = ALA, 
woraus u. a. folgt 

(Il. 102) IIé, & @ X18, * 0 + e AGX' AL 0, Hi = 0, 
da As den Grad Null hat, und 

(II. 103) ITfq * 0 + & log Det (As) 


2) L. c. [FuBn. *)}. 
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(N. B. /7¢, braucht nicht symmetrisch in ¢ zu sein, obwohl /7/; symmetrisch 
in y® ist). 

Wir machen nun /7;, * 0 durch die Forderung 


(II. 104) Det (Az) = +1. 

AuBerdem soll noch /7!,, = B%,/1?, zum Verschwinden gebracht werden. Da 
(II. 105) to Ase les + AiO, Ay 

ist und 

(IT. 106) Av lly, = f Ilys = @ X* I1y5 = 0 

ist, folgt 

(II. 107) 0* AA. A 

(diese Gleichung ist unabhangig von der Wahl der Ubertragung /7/;) oder 
(II. 108) 0 & ASA, X° = 0, log e + e@, 

oder 

(II. 109) g. = de; (0, — =+3' 0, 0; ol. 

@, wird bestimmt durch die Forderung, daB \2,) die lokale Quadrik tangiert: 
(II. 110) Gy 0, a%* = 00, a* + 26,0,0'4 = 0, 

Jetzt setzen wir noch: 

(II. 111) e = art; (0,5; 0, 0; 0}. 


Geometrisch bedeutet dies folgendes: 
[e*] ist ein Punkt der lokalen Quadrik. {€,| ist die zugehdrige tan- 


gierende Hyperebene, diese schneidet die tangierende Hyperebene Les] 
der X,, in der P,_, leu, und ist so gewihlt, dag en Gradient sein kann. 








\.| \z| is" 
Die iibrigen MaSvektoren en, e*; (b,..., m = 1, 2,...,n) werden so 
gewahlt, daB die Quadrik die Form 


(II. 112) age = Se, ee +r es Cx + pe 


bekommt. Dabei kann gleichzeitig die Forderung Det A(;) = 1 erfiillt 
werden, da sowohl Det (a;,) = —1 als Det (ap,.2) = —1 ist. Diese 
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n-weiteren MaBvektoren sind dadurch bis auf orthogonale Transformationen 
festgelegt. 


Wir wollen nun die Ubertragungsparameter /7,', = @.J7¢y in bezug 
auf dieses System auf X,, festlegen. Da 





(II. 113) Mio = Vue = VyeX* * (0,8) X* + AL 
ist, gilt 
(II. 114) IT, = ee,. 











Bekannt sind schon //', * 0 und J7{,*0. Infolge der ersten 
Gleichung verschwindet der Unterschied zwischen den Ubertragungs- 
parametern fiir Vektoren und Vektordichten. Da 


ay = di, 
(II. 115) Agn = Gay = 1, 
Goo = Qa = 90 
ist, gilt 
(II. 116) 0 = Vudse © —Minaea — Madre, 


und daraus folgt 

a) 7, + — Tk, 

b) n= —Mn; Ua — Mo, 

c) Th — I~. * Q, 

d) 7,, = —,, 90; Mm. *= —M. +09. 
Aus (II. 112) folgt 


(IT. 117) 


os ie a) 
(II. 118) Gx = Aire = Leike. 


Nun ist die Umkehrung E; von E} mod z* bestimmt (8. 605). Da aber 
X4 = 0 ist auf X,, ist auf X, 


(II. 119) Qj, @ *% aj, X* * ee, +0 
und infolgedessen ist 

- oth’. b 
(II. 120) Jin = é Ev Qy = road Ei Lea & 


ein Tensor vom Grad Null und vom Range n, dessen Bestimmungszahlen 
den Bestimmungszahlen der Dichte g,, proportional sind. Aus demselben 
Grunde ist 


b s25 
(II. 121) 4, je ES e 
ein Vektor vom Grade Null unt es ist 
55 5 
(II. 122) Gin = 2 4; %. 


Mathematische Annalen. 112. 
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Q 
Die n Vektoren 1, sind also gegenseitig orthogonale Einheitsvektoren 
in bezug auf g,,. Sie bestimmen in X, ein anholonomes Koordinaten- 


system (5). 
In bezug auf den Hilfstensor g;, bilden wir in gewdhnlicher Weise 


die Ubertragungsparameter 

(II. 123) T= — ‘Qi + ging?!’ Qt + ging?" Qt) 

(‘Q}, sind die Bestimmungszahlen des Anholonomititsobjekts der X,,**) und 

bemerken, daB die Gleichung (II. 123) folgt aus: 

m= -Ty 

(II. 124) " “s 
T3y & — ‘Qh. 

Wir beweisen jetzt, daB aus V,,a;, = 0 folgt: 

(II. 125) TT}, % e Thi. 

Zum Beweise haben wir nur zu zeigen, daB 

a) II}, *- —Ijy, 

b) Min = — e'Q) 

ist. Die erste dieser Gleichungen folgt schon aus (II. 117). Um die 


zweite abzuleiten, differenzieren und alternieren wir die Umkehrung der 
Gleichung (II. 121) 


i? b 
(II. 127) E,% > &é, 
und beachten dabei, daB («) und (hk) holonome Systeme sind, (a) und (b) 
dagegen anholonome Systeme: 
Oe 

Ay (Ey ts) —* Op (e eu), 

ji 8 * 5 L) 

Eu A ty (A, e) Cu) a € Oy Cu) ? 

Ei, ‘Qh * (8) Ex + ¢ Bi, A», Bry ex, 

Bi, ‘Q), : (0, e) xy + e B* Qs, 
wo Q£, das Anholonomititsobjekt der H,., ist. Nun ist Bo + €; & 0, 
so daB 
(II. 129) € Bin Dey -* e Bi, Qi + Ze Bia Wi 
ist. Ferner ist 
(II. 130) 8, * Al A, Ad + 4X’ d(0,%, — d42,) > 3 ed, 


(II. 126) 


(II. 128) 


*3) Vgl. Einfihrung S. 85. 
24) Vgl. Einfiihrung 8. 68. 
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so daB infolge (II. 109) 


(11. 131) BAL OR, = Bl OP + (Ay €) ey +e Seen & Bi Dh, 
ist. Nun folgt aus (II. 127) 


(II. 132) EL * ei, 

und (II. 131) ist also gleichbedeutend mit 

(II. 133) OP, He * Dh. 

Aus der Symmetrie von /7},; in yf folgt in iiblicher Weise 
(II. 134) Tie = — Qe, 

so daB 

(II. 135) Thy = — Qi = — &'Qh, 


ist, womit die Gleichung (II. 126b) bewiesen ist. 


Es gilt jetzt noch /7}; abzuleiten. Forderung ist, daB N;;;* ver- 
schwinden soll. Es geniigt schon zu fordern, daB Ni; = 0 ist auf X,. 
Da auf X,, 


(II. 136) Napa’ %& 0%" Nayar & 00 ' X"Nayaz & 0 
ist (1.30), ist dies gleichbedeutend mit der Forderung, da8 auf X,, 
(Ii. 137) Nini = 0 


ist. Da X°Nj;2° = 0 und X* Nj; 3° = 0 ist, ist Nj cs" = 0 und Ny¢3" =0, 
so daB aus (II. 137) folgt 

(Il. 138) Niji’ = 0. 

Nun ist (erste zwei Indizes holonom, letzte zwei anholonom) 

(IT. 139) Neji? = 2 JT fi + 2M Ie jo AT yi + LIT emp ATi + 27 TI, 
in welcher Formel auf X,, 

(II. 140) 175 = BX Bis, (N.B. 2" Be = "BA, = X, 

ist. Da 

(II. 141) ry = ATH 

ist, folgt aus (IT. 125) und (II. 132) 














(II. 142) IT}, = T}i, 
und da ferner wegen (II. 114, 121) 

5 hau b * ~Las 5 4 
(II. 143) IT}, Ej Mi, = ¢ Ej e, * 4; 


ist, geht (II. 139) unter Beriicksichtigung von (II. 141) und (II. 143) iiber in 
5 a) i 
(II. 144) Wgje? 2g T 9 4: 27 hey Py t+ 2 tele + 2M fey 9) th 


b i 
* Ky ji? + WMH + iy Why. 
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Gehen wir jetzt fiir alle Indizes zu dem anholonomen System (b) iiber, 
so folgt 

(11.145) ee * Naji? * Kaji? + 2e7' ARMjit+2e7' Ay hy 

und 

(II. 146) QO * e- Ng ji? * & Kyi + (mn — 2) Ti + Wty” gis, 


und daraus folgt fiir n + 2: 














(II. 147) IT}, = —"—5 Ln, 
wo 

1 , 
dL. 148) Li = Ki a 2(n—1) K Ji 


ein aus der Theorie der konformen Transformation einer V,, bekannter 
Tensor ist (vgl. Der Ricci-Kalkiil, 8.170). Damit sind nun fiir n > 2 
alle Bestimmungszahlen /7%, auf X, bekannt: 


T., = — [1x ste £0, 
7’, =. Fi) Thi, 
(II. 149) IT.) te — TT ye — BL Lyi, 


IT, = 0; AT * 9, 
Tu. 20; IT. &.0. 
Kehren wir jetzt wieder zu dem holonomen System (a) zuriick, so sind 
auch die JJ, auf X, bekannt, und da auBerdem schon festliegt, daB 
“4 0 ist, fehlt wegen der Symmetrie nur noch /7 4,. Da aber auch 
IT, * 9 ist, folgt 


(II. 150) 4,7 —I1's, 


und somit sind jetzt die /7), auf X,, alle bekannt. 


Ill. Eindeutigkeitsbeweis. 
1. Die Mehrdeutigkeit der Einbettung. 

Wir haben im vorigen a,,, auf der X, gemaB (II. 1), im iibrigen 
aber beliebig, angenommen und auBerdem angenommen, es wire uns in 
der H,,., ein Koordinatensystem bekannt, derart, daB auf X, az, —0 
ware und iiber H,., 17%, * 0 und JJ}, 0. Waren diese Voraus- 
setzungen einmal gemacht, so war die Einbettung, wie sich herausstellte, 
fiir ungerades n > 1 eindeutig bestimmt. 

Scheinbar gibt es also unendlich viele mégliche Einbettungen, da 
man @;, noch variieren kann und sich auch die Kongruenz der Parameter- 
linien von X/ anders wahlen laBt. 
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Wir wollen nun zwei beliebige solche Einbettungen vergleichen. Dazu 
nehmen wir also an: 

Eine X,, (n ungerade und > 2) mit den gewdhnlichen Koordinaten £" 
und homogenen Koordinaten 2z* lasse sich einbetten in eine H,,, mit 
homogenen Koordinaten X*: 

X« = X*(2*); Grad 1; Bi = 0, X* 


(IIT. 1) gh ‘ate gh (x*); Grad 0; E* = Ou Eh, 


In der X,, sei eine Tensordichte g;, vom Gewicht — = mit Determinante + 1 
gegeben, in H,,,, eine projektive Tensordichte as; vom Grade 0, vom 
Gewicht — 





—T% und Determinante — 1, sowie eine symmetrische 


spezielle Punktiibertragung IT;,, 80 daB® folgende Gleichungen erfiillt sind 
(III. 2) Bi Oza :: Ei" g:, (aut X,), (:: = proportional zu) 
(III. 3) Vy ae. = 0, 

(III. 4) N33" = 0; infolgedessen auch 05/7 )je = 3. Nij.° = 0. 
Dieselbe X,, lasse sich ebenfalls einbetten in eine andere H,,,;, o:. 
genannt, mit den homogenen Koordinaten X“': 

(III. 5) Xe’ — X«'(2*); Grad 1; Be = 0, X“ 

in welcher H,,, eine projektive Tensordichte aq’ vom Grade 0, vom 


Gewicht — —; 


53 und Determinante — 1, sowie eine symmetrische spezielle 


Punktiibertragung IT} gegeben sind, die folgende Bedingungen erfiillen 
(IIL. 6) Bie dy :: Bix Gin (aut X,), 

(III. 7) Vy aya = 0, 

(III. 8) Ny ye = 0; infolgedessen auch A, it. = 0. 


Dies angenommen, beweisen wir im folgenden Paragraphen den Satz: 

Es gibt eine Punkttransformation (Transformation analytischer Punkte), 
die die H,,, auf die H,., abbildet, derart dap 

1. jeder Punkt (System von o!' analytischen Punkten) der H,., 
tibergeht in einen Punkt der H,,.;, 

2. jeder Punkt der X,, invariant bleibt, 

3. die Felder & und IT iibergehen in die Felder a bew. II. 


2. Die Abbildung von H,,, auf die H,,,. 
In der H,,,, wahlen wir das Koordinatensystem («) so, daB 
1. X= 0 die X,, darstellt, 
2. X* * z* ist auf X,, 
3. 113, +0 ist, woraus folgt, daB die Parameterlinien von X¢ eine 
Kongruenz von geodiatischen Linien bilden, 
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4. IT}, ‘tiberall Null ist und 

5. 4ty4> 0 ist auf X,- 

Da8 dies stets méglich ist, wurde frither bewiesen (Hilfssatz auf S. 608). 
In der H,,, wahlen wir das Koordinatensystem (a’) so, daB erstens 


(III. 9) R22" * Ost x" 


ist, wo © eine beliebig aber fest gewahlte Funktion 0-ten Grades der z* 
ist, und zweitens 

(III. 10) X% = 0, 

die X,, darstellt. 

Nun kann eine Abbildung der gesuchten Art der H, ,, auf die H, ,, 
einfach zustande kommen, indem man in H,, +1 Vermége einer Transformation 
der Gruppe §,,; neue Koordinaten einfiihrt und diese dann mit den X“ 
von H,,,, identifiziert. Man kann aber auBerdem noch die analytischen 
Punkte von H,,, einer Punkttransformation (analytischer Punkte) aus 
der Gruppe § unterwerfen, die jeden einzelnen Punkt invariant laBt. Wir 
machen den Ubergang in vier Schritten und fiihren zunachst in H,, , neue 
Koordinaten X«" ein. Die Koordinatentransformation von X“ auf X«" 
in H,,, wahlen wir so, daB X“° =0 ist auf X, und daselbst X*” 
proportional zu z* bleibt. Die allgemeinste Transformation, die diesen 
Bedingungen geniigt, hat die Form 


Xe = ere (X") X*" + yr" (Xe) X"" 

X” = w(X“)X*", 

wo Tt, y* und » naher zu bestimmende homogene Funktionen 0-ten 
Grades der in der Formel angegebenen Argumente sind. Die Funktionen t 
und  diirfen nicht verschwinden. Aus (III. 11) folgt, daB auf X, 

(III. 12) Xe" = 0 1 Xe 

ist. Zunichst wollen wir nun dafiir sorgen, daB wenigstens auf X, die 


Gleichungen 43°." == Fue Oya und [72:4 0 gelten. Aus (III. 11) folgt, 
daB auf X,,: 


(IIE. 11) 


Ko. = th + F¥ A, log t; AS =0 
(III. 13) Ki = y*; Ai. =w 
Det (Az) = eto 


ist, also, da ay... vom Gewicht — — ist und Xa; auf X, ver- 
schwindet, 


9 


(IIT. 14) fe ig & Gyre = (=P On aye. 
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2 
(111.15) Gay, * Gyr = (=y* {e-* vO aye + = a 


+ 2 8 (Oy log 1) X" ayy}. 


2 
(III. 16) 0 = O44 = Gyr g = (2) "8 yy ave 
+ 2r- oy" ayy + ot ay). 
(111.17) 0% Of Teg * Moran = 1 Onn (TT a + Oy log ("+ )}, 
welche Gleichungen nur auf X,, giiltig sind. 
Aus (III. 15) folgt bei Uberschiebung mit 4; ¥” 


(II. 18) 6; x” ag, = (2) ad xX as x', 


durch welche Gleichung = auf X, bestimmt ist. 

Da /7%:. Gradient ist, folgt aus (III. 17) t"*' auf X, bis auf 
einen konstanten Faktor. 

Die zwei Funktionen t und m sind also jetzt auf X, eine jede bis 


auf einen auf X, konstanten Faktor bestimmt. Da = auf X,, voll- 


stindig bestimmt ist, ist in (ITI. 15) und (III. 16) jetzt alles bekannt, 
auBer r~! p*’; (III. 15) bestimmt diesen Ausdruck bis auf einen additiven 
Term proportional mit X*’, (III. 16) legt auch diesen Term fest. Die 
Gleichung (III. 14) ist von (III. 15) und (III. 16) abhangig, da die Deter- 
minanten von @;_ und Gy," beide gleich — 1 sind. 

Die Werte von itt auf X,, bestimmen die Richtung vom Punkte » ad 
zum MaBpunkte e * FA. Da t 'y” und r ‘a festliegen, liegt auch 
diese Richtung fest. Nun wahlen wir fiir die Parameterlinien von X”" 
geoditische Linien in H,,,. Damit ist dann verbiirgt, daB /7%.. mod X”” 
in H,., verschwindet. Die Festlegung der Parameterlinien geschieht 
durch geeignete Verfiigung auf w und y*’ auferhalb der X,, natiirlich 
unter Beibehaltung der schon auf X, berechneten Werte. Jetzt machen 
wir den zweiten Schritt und gehen zu einem System X*° iiber vermége 
einer Transformation von der Form 


> onl ~~ on a (X*") xX’. 
xX” — xX 


wo a eine Funktion 0-ten Grades ist, die auf X, den Wert 1 hat. 
Auf X,, ist also wegen (III. 12) 


(IIT. 20) Xe = Or ' X". 


(III. 19) 
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Ferner ist in H,,., 
Ro = 2 8 + FX A, log a: 


(III. 21) me = XO» loga; Aue = — X*" a, loga, 
Az =0; AZ = 0, 
At =1; At =1, 

und wir wahlen 0,-loga = 0 auf X,, damit 

(III. 22) Gigeae Tye ge Gig ar 2 yoke Oe 


ist. Auf X,, gilt auch Det (Ax) = 1, und da 
TI ae = Fee 1g a + Te Oye Fee 
% Ais (11 @ — yr log Det (AZ*)| 
ist, gilt also auf X, die folgende Gleichung 
(III. 24) [TS go 2 Ope Te qn & 0. 
Die Forderung, da8 ITS. 4. ‘iberall verschwinden soll, fibrt zu einer 
Differentialgleichung fiir a in derselben Weise, wie auf S. 609 (fiir x). 


Sodann machen wir den dritien Schritt und gehen zu einem Ko- 
ordinatensystem (a) iiber vermége einer Transformation von der Form 


X* = Xe 
X4 = B(X*") X*, 
wo # eine Funktion 0-ten Grades ist. Dann ist auf X,, wegen (III. 20): 


(III. 23) 


(III. 25) 


(III. 26) X« = 64 ' X* 
und in 7 
Hee = 8; KE = &F, 
(111.27) AY. = 0; Az = 0, 
w= X88; AD = —X° IF (0,8) (6 + X° 048)", 


Hi. = B+ X48; Det (AS) = B+ X” 04-8. 
Wir wahlen 6 = 1 auf X,. Dann ist auf X, AS. = 6%. und daher 


(III. 28) Bigg OFS Apres * Opa, 

(III. 29) Tit. & Fe ea + Hj 8, AZ 0. 

In H,,,, ist 

(IIT. 30) Ts 4 = AST ATs oe + He OAF = 0, 
(III. 31) IT;, = Ay fiz... + A, log Det (Az’). 


Soll also /7, verschwinden, so mu8 


(III. 32) 8, log (B + X“ O48) = IT% 4 
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sein. Wie auf 8.610 wird bewiesen, da8 die Integrabilititsbedingungen 
dieser Gleichung erfiillt sind. Man darf 6 = 1 auf X, wihlen, da 
Tea = 0 ist auf X,,. 

Endlich machen wir jetzt den vierten Schritt. Wir iiben in | oe 
eine Transformation analytischer Punkte X* + 9 X* der Gruppe § aus 
und stellen die Forderung, da8 X« gleich X“ wird auf X,. Da aber 
auf X,, gilt: 

X* + 2’, x’ = 0, 
X*2@O@r'2z, X* =0 
miissen wir fiir 9 nehmen 

(IIT. 34) e=Or? 


auf X,. Da a ,, vom Grade Null ist, andert sich 4, nicht, so daB 
auf X, nach der Punkttransformation 

(IIT. 35) G3, = Igq 

ist und weil IT; 5 vom Grade —1 ist, werden in H,., sowohl /7%, als 
i?,,, die nur einen Faktor o~! bekommen, Null bleiben. 

Jetzt haben wir also folgendes erreicht: H,,,, und oe besitzen 
jetzt je ein Koordinatensystem X* bzw. X*. Die Parameterlinien von X/ 
und X% sind geodiitische Linien und es ist Ty, * 0, 1144 0 iiberall 
in H,., und /7%, *- 0, 115, * 0 iiberall in H,,,. Die Gleichung der X,, 
ist X = 0 inH,,., und ¥4= 0 in @,,,. Auf der X, ist X* % X* * 2*. 
In analytischen Punkten X“ bzw. X*, die zu demselben Punkt der Xx, 
genéren, ist as, = @3.. Auf der X, ist auberdem a,, = 44 = 0. 

Da wir nun schon bewiesen haben, daS es fiir ungerades n unter 
den Umstinden, die jetzt sowohl in H,,, als H,,., in bezug auf die 
Koordinatensysteme X* bzw. X« herrschen, eine und nur eine Fortsetzung 
der Felder a,,, bzw. @s,, gibt und nur eine spezielle symmetrische Punkt- 
iibertragung /7, baw. /7;,, die den auf S. 608 explizit aufgestellten Be- 
dingungen geniigt, folgt, daB sich die beiden Einbettungen nicht wesent- 
lich unterscheiden und es somit nur eine Einbettung der X, in Hy 4, 
gibt, die alle aufgestellten Forderungen befriedigt. 


(IIT. 33) 


(Eingegangen am 29. 10. 1935.) 











Zur Theorie der allgemeinen ebenen quadratischen 
Abbildungen. 


Von 
Othmar Baier in Minchen. 


Einleitung. 

Die in den birationalen (Cremonaschen) Transformationen enthaltenen 
quadratischen Abbildungen sind in einer groBen Zahl von Arbeiten sehr 
eingehend behandelt worden. Hingegen wurden die ,,allgemeinen quadra- 
tischen Abbildungen“ vorwiegend im Rahmen der (1, )- und der (n,,,)- 
Korrespondenzen') untersucht’). Speziell mit den allgemeinen quadra- 
tischen Abbildungen befassen sich Th. Reye*), J. R. Conner‘) und R. Sauer’). 

In einer Arbeit von R. Sauer und dem Verfasser*) ist eine raumliche 
Konstruktion von Kreisdreiecksnetzen eines speziellen Typs aus gerad- 
linigen Dreiecksnetzen angegeben. Diese Konstruktion ist eine rdumliche 
Konstruktvon von ebenen quadratischen Abbildungen eines speziellen Typs. 
Ferner haben G. Darboux’) und andere fiir die in den allgemeinen quadra- 
tischen Abbildungen als Sonderfall enthaltenen birationalen (Cremonaschen) 
Abbildungen und wohl zuerst R. de Paolis*) fiir die in den (1, 2)-Korre- 
spondenzen enthaltenen quadratischen Abbildungen raumliche Konstruktionen 
angegeben. 

Im Anschlu8 hieran stellt sich die vorliegende Arbeit die Aufgabe, 
eine rdumliche Konstruktion zu finden, welche die allgemeinen quadratischen 
Abbildungen zweier Ebenen erzeugt und die oben erwaihnten Konstruktionen 


1) R. Baldus, Zur Theorie der gegenseitig mehrdeutigen algebraischen Ebenen- 
transformationen. Math. Annalen 72 (1912), S. 1—36. 

2) Ausfihrlicher Literaturnachweis in Berzolari: Algebraische Transformationen 
und Korrespondenzen. Enz. III. 2, 2. Bd. 

3) Th. Reye, Uber quadratische Transformationen und rationale Flachen mit 
Kegelschnittscharen. Math. Annalen 48 (1897), S. 113—141. 

*) J. R. Conner, Correspondences Determined by the Bitangents of a Quartic. 
Amer. Journ. of math. 38 (1916), S. 155—176. 

5) R. Sauer, Die allgemeinen quadratischen Abbildungen, dargestellt durch 
geradlinige Dreiecksnetze. Math. Annalen 106 (1932), S. 722—754. 

®) R. Sauer und O. Baier, Uber besondere Dreiecksnetze aus Kegelschnitten. 
Jahresber. d. D. M. V. 43 (1933), S. 146—153. 

7) Ann. Ec. Norm. (1) 6 (1869), S. 61. 

8) R. de Paolis, Le trasformazione piane doppie. Roma Mem. Acc. Linc. (3) 1 
(i877), S. 31. 
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als Sonderfille umfaBt. Den Betrachtungen ist der komplexe projektive 
Raum zugrunde gelegt. Zur Konstruktion werden verwendet das Schneiden 
von Ebenen mit Flachen 2. Ordnung und die Schnittpunkte von Kurven 
2. Ordnung. 

Ausgehend von einer geometrischen Definition der allgemeinen quadra- 
tischen Abbildungen in § 1 werden ihre bekannten, fiir das folgende 
wichtigen Eigenschaften zusammengestellt und in § 2 rdéumliche Konstruk- 
tionen dieser Abbildungen hergeleitet, die durch eine Flache 2. Ordnung 
vermittelt werden. In §3 wird ferner gezeigt, daB die Flache 2. Ordnung, 
welche die Abbildung vermittelt, speziell als Kegel gewaihlt werden kann. 
Der Nachweis hierfiir macht die Untersuchung der in einem Kegelschnitt- 
netz auftretenden Typen von Kegelschnittbiischeln notwendig. 


§ 1. 
Definition und Haupteigenschaften der allgemeinen quadratischen 
Abbildungen. 


A. Analytische Definition’). 


1. Die allgemeine quadratische Abbildung einer Ebene «* auf eine 
Ebene « wird definiert durch die Gleichungen 
{1) oz = K,(z,, 2%, 2;) += 1,2,3: 0 + 0. 
Dabei bedeuten die z* und z, homogene Punktkoordinaten (@ Proportionali- 
tatsfaktor) in beliebig waihlbaren projektiven Koordinatensystemen und die 
K, drei linear unabhiangige Formen zweiten Grades in den 2, die keinen 
Linearfaktor gemeinsam haben. Da die projektiven Koordinatensysteme 
in e* und « noch beliebig gewahlt werden kénnen, ist die quadratische 
Abbildung durch (1) nur bis auf eine willkiirliche Kollineation in e* und 
in € bestimmt. 

2. Den Geraden in der Ebene e* 
(2) uy ay + usa + us as = 0 
entsprechen in der Ebene ¢€ eindeutig umkehrbar die Kegelschnitte 
(3) ut K, (x,, %, 2) + uj K,(x,, 2, 2) + uf K,(z,, 2, 2) = 9, 
deren zweiparametrige Gesamtheit Kegelschnittnetz'®) genannt wird. Ein 
Geradenbiischel mit dem Scheitel P* in e* wird abgebildet in ein projek- 
tives Kegelschnittbiischel in « mit den Grundpunkten P,, P,, P,, P,; einem 
Punkt P* entsprechen also die vier Punkte P,, P,, P,;, P,, von denen 
einige oder alle zusammenfallen kénnen. AuBerdem kann es in ¢* noch 
besondere Strahlenbiischel geben, deren entsprechende Kegelschnittbiischel 

%) Vgl. 5). 


10) Eine Verwechslung dieses Begriffes mit ,,Dreiecksnetzen aus Kegelechnitten* 
kann im folgenden nicht eintreten, da von diesen nicht die Rede sein wird. 
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in ¢ aus lauter Geradenpaaren bestehen. Solche Kegelschnittbiischel 
mégen fortan kurz singuldre Biischel genannt werden. Haben alle Geraden- 
paare eines solchen singuliren Biischels eine feste Gerade g gemeinsam 
und ist P* Scheitel des entsprechenden Strahlenbiischels in ¢*, so sind 
auBer P noch alle Punkte von g Bildpunkte von P*, der dann ein 
Ausnahmepunkt der Ebene e* genannt werden mége. Die Annahme, dab 
jeder Punkt von «* Ausnahmepunkt sei, fiihrt auf den ausgeschlossenen 
Fall, daB die K, einen Linearfaktor gemeinsam haben. 


B. Geometrische Definition. 

1. Um eine allgemeine quadratische Abbildung geometrisch zu definieren, 
wihlen wir in e* drei nicht in einer Geraden liegende Punkte A*, B*, C*. 
Ihre Verbindungsgeraden (B* C*, C* A*, A* B*) seien mit a*, b*, c* be- 
zeichnet. In ¢ wihlen wir drei (nicht notwendig irreduzible) Kegel- 
































Fig. 1. 


schnitte (K,), (K,), (K,), die weder zum gleichen Biischel gehéren noch 
eine Gerade gemeinsam haben sollen. (K,), (K,), (K,) bestimmen ein 
Kegelschnitinetz £. Durch A* legen wir eine von b* und c* verschiedene 
Gerade d*, durch B* eine von a* und c* verschiedene Gerade e*. Aus 
dem Biischel UM, das durch die Kegelschnitte (K,), (K,) bestimmt ist, 
greifen wir einen von (K,) und (K,) verschiedenen Kegelschnitt (K,) und 
aus dem Biischel 8, das durch die Kegelschnitte (K,), (K,) bestimmt ist, 
einen von (K,) und (K,) verschiedenen Kegelschnitt (K,) heraus. 
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Um nun einen nicht auf A* B* gelegenen Punkt P* der Ebene «* 
abzubilden, verbinden wir ihn mit A*(A* P* = p%), desgleichen mit 
B* (B* P* = pj). Im Biischel YU bestimmen wir den Kegelschnitt (K, 4) 
so, daB das Doppelverhiltnis ((K,), (K.), (K,«), (Ka))") gleich dem 
Doppelverhialtnis (b*, c*, p%, , d*) ist, desgleichen bestimmen wir im Biischel 8 
den Kegelschnitt (K,,,) so, daB ((K,), (K.), (K, 2), (Ke)) = (a*, c*, ph, e*) 
ist. Dem Punkt P* ordnen wir als Bildpunkte die Schnittpunkte von 
(K, 4) mit (K, x), P,, P,, P;, P, za, die ganz oder teilweise zusammen- 
fallen kénnen. Die Punkte P, (i = 1, 2,3, 4) sollen fortan assoziiert 
genannt werden. 

Um einen Punkt Q* der Geraden A* B* abzubilden, konstruieren 
wir die Bildpunkte C; von C*. Sie sind die Grundpunkte des durch (K,) 
und (X,) bestimmten Biischels €. d* und e* schneiden sich im Punkt D*. 
Die Geraden C* D*, C*Q* seien mit /,g bezeichnet. (K,) sei ein Kegel- 
schnitt des Biischels €, der durch einen der Bildpunkte D,; von D* geht’). 
Bestimmt man im Biischel © den Kegelschnitt (K,) so, daB das Doppel- 
verhaltnis (a*, b*, {*,g*) gleich dem Doppelverhiltnis ((K,), (K»), (K,),(K,)) 
ist, so sollen dem Punkt Q* die Schnittpunkte Q; von (K,) mit (K,) zu- 
geordnet werden. Speziell sind den Punkten A*(B*) die Grundpunkte 
des Biischels U(B) zugeordnet. 


Satz I: Die hier vorliegende Abbildung ist mit eimer unter A. 1. 
definierten allgemeinen quadratischen Abbildung identisch, wenn man noch 
zulaBt, daB die Ebenen e* und « je einer beliebigen Kollineation unter- 
worfen werden kénnen. 

Das erkennt man durch Einfiihrung geeigneter Koordinatensysteme 
in e* und ¢: Das Koordinatensystem in «* sei so gewahlt, daB die 
Gleichungen der Geraden a*, b*, c*, d*, e* entsprechend zt = 0, z= = 0, 
za} = 0, cz} —z3 = 0, 2] —z} = 0 sind. In einem beliebig gewiahlten 
Koordinatensystem der Ebene « seien die Gleichungen der Kegelschnitte (K,), 
(K,), (K,) entsprechend K, = 0, K, = 0, K,= 0. Die Gleichungen von 
(K,), (K,) sind «K, — K, = 0, AK, —K, = 0. Setzt man nunAK,=K,, 
uk, = | K, = | so ist 

oa = K; += 1,2,3; 0 +0 


eine der unter A. 1. definierten allgemeinen quadratischen Abbildungen. 
Aus A. 2. folgt, daB diese Abbildung mit der eben geometrisch definierten 
Abbildung identisch ist. 


") Das Doppelverhaltnis von vier Kegelschnitten eines Biischels ist das 
Doppelverhaltnis ihrer vier Polaren beziiglich eines beliebigen Punktes, der nicht 
mehbrfach zihlender Grundpunkt ist. © 

®) Aus C. I. wird folgen, daB (K,) durch alle Punkte D, geht. 
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Umgekehrt folgt leicht der 

Satz II: Jede der in A. 1. definierten allgemeinen quadratischen 
Abbildungen ist unter den geometrisch definierten allgemeinen quadratischen 
Abbildungen enthalten. 

Zum Beweis braucht man bloB K,=K,, K, = K,, K, = K,, 
K, — K, = Kz, K, — K, = K, ™ setzen. 

Durch die Satze I und II ist die Aquivalenz der beiden Definitionen 
erwiesen. 

2. Wenn (K,), (K,), (K,) gemeinsame Punkte besitzen, ‘so sind diese 
allen Kegelschnitten von 2 gemeinsam und sollen ,,Fiapunkte“ genannt 
werden. Nach der algebraischen Anzahl] der Fixpunkte teilen wir die 
allgemeinen quadratischen Abbildungen in vier Hauptklassen ein, namlich 
in solche mit 0, 1, 2 oder 3 Fixpunkten. Weil (K,), (K,), (K,) nicht zum 
gleichen Biischel gehéren, kénnen mehr als drei Fixpunkte nicht auftreten. 

3. In einem Fixpunkt von « schneiden sich (K,), (K,), (K,); ein zu- 
gehériger Punkt in e* ist daher nicht vorhanden. Jeder Punkt P, der 
nicht Fixpunkt ist, wird in einen einzigen Punkt P* in e* abgebildet. 
Mit Aushahme der Fixpunkte ist die Abbildung P + P* durchwegs ein- 
deutig und die Abbildung P* + P, von den Ausnahmepunkten abgesehen, 
bei algebraischer Zahlung der Vielfachheit der Grundpunkte vier-, drei-, 
zwei- bzw. eindeutig, je nachdem 0, 1, 2 bzw. 3 Fixpunkte vorliegen. 
Die letzteren sind mit den birationalen Cremonaschen quadratischen 
Abbildungen identisch. 


C. Haupteigenschaften der allgemeinen quadratischen 
Abbildungen. 

Die folgenden Eigenschaften der allgemeinen quadratischen Abbildungen 
mit Ausnahme von 6, die sich aus der analytischen Definition leicht er- 
geben, mégen hier ohne Zuriickgreifen auf die analytische Definition be- 
wiesen werden. 

1. Durchliuft P* eine Gerade p*, so durchlaufen die Punkte P, 
(¢ = 1, 2, 3, 4) eimen Kegelschnitt (K,). — Die Kurve (K,) wird durch 
zwei projektive Kegelschnittbiischel, die (K,) entsprechend gemeinsam 
haben, erzeugt und ist daher ein Kegelschnitt. 

2. Ein Geradenbiischel mit dem Scheitel P* wird in ein Kegelschnitt- 
biischel mit den Grundpunkten P, abgebildet und (K,) gehért daher dem 
durch (K,), (K,), (K,) bestimmten Netz 2 an. 

3. Ordnet man jedem Kegelschnitt (K) des Netzes X seine Polare p 
beziiglich eines festen Punktes P, der nicht mehrfach zaihlender Grund- 
punkt eines Biischels des Netzes ist, zu, so entspricht auch umgekehrt 
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jeder Geraden p ein Kegelschnitt (K) von 2, dessen Polare beziiglich P 
die Gerade p ist, und diese Abbildung ist eine quadratische. 

Beweis: Das Netz sei durch die Biischel & und $8 vorgegeben. Die 
Polaren des Punktes P beziiglich der Kegelschnitte eines Biischels gehen 
durch einen Punkt P, der der zu P total konjugierte Punkt des Biischels 
genannt werde. Die zu P total konjugierten Punkte beziiglich der 
Biischel M und B seien Py, Py (Py ist verschieden von Py). Das 
Strablenbiischel Py werde durch eine (von der Geraden Py Pg ver- 
schiedene) Perspektivititsachse p auf das Strahlenbiischel Py perspektiv 
bezogen. Nun ist jedem Strahl durch Py (Px) derjenige Kegelschnitt des 
Biischels M (B) zugeordnet, dessen Polare beziiglich P der betreffende 
Strahl ist. Mit den Polarenbiischeln sind nach Definition auch die beiden 
Biischel UM und B projektiv aufeinander bezogen und der gemeinsame 
Kegelschnitt ist sich selbst zugeordnet. Die Biischel M% und B erzeugen 
daher einen Kegelschnitt (K), dessen Polare beziiglich P die Gerade p ist. 
Diese Abbildung ist nach Definition eine quadratische. Bildet man die 
Geraden der Ebene « auf eine Ebene «* kollinear ab, so erkennt man, 
daB sich jede quadratische Abbildung von «* auf ¢ so erzeugen abt. 
Weiterhin folgt: 

4. Die Geraden der Ebene «* sind umkehrbar eindeutig den Kegel- 
schnitten von X der Ebene e¢ zugeordnet. 

5. An Stelle der Kegelschnitte (K,), (K,), (K.), (Ka), (K,) kénnen 
wegen 3. beliebige Kegelschnitte aus 2 treten, falls sie und die ihnen in e* 
entsprechenden Geraden die zu Beginn von B. 1. geforderten Voraus- 
setzungen erfiillen. 

6. Jede Gerade g in e, die nicht einem zerfallenden Kegelschnitt 
von & angehért, wird in einen Kegelschnitt der Ebene «* abgebildet. — 
Die Gerade g schneidet jeden Kegelschnitt von £ in je zwei Punkten, 
die weder assoziiert sind, noch alle zusammenfallen kénnen. Diese Punkte 
werden daher in verschiedene Punkte von e* abgebildet. Nach 4. schneiden 
die Geraden von e* das Bild von g in je zwei Punkten, die nicht alle 
zusammenfallen kénnen. Das Bild von g ist daher ein Kegelschnitt, da 
nach A. 1. die Abbildung algebraisch ist. 


§ 2. . 
Raiumliche Konstruktion der allgemeinen quadratischen Abbildung. 
A. Abbildung einer irreduziblen Flache 2. Ordnung 
auf eine Ebene. 


Eine irreduzible Fliche 2. Ordnung [F] werde wie folgt auf eine 
Ebene « abgebildet (verallgemeinerte stereographische Projektion): 
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Auf [F] sei ein regulirer Punkt S’ gewahlt, der nicht in « liegt. 
Jedem von S’ verschiedenen Punkt P’ der Fliche [F] sei als Bild der 
Schnittpunkt P der Geraden S’ P’ mit ¢ zugeordnet. Diese Abbildung 
ist punktweise umkehrbar 
eindeutig mit folgenden 
Ausnahmen: Ist [F] kein 
Kegel, dann werden die 
von 8S’ _ verschiedenen 
Punkte der Erzeugenden 
S’G, und S’G, der Flache 
in die Punkte G, bzw. G, 
abgebildet. Aus Stetig- 
keitsgriinden sei ferner 
dem Punkt S’ die Ge- 
rade G,G,  szugeordnet. 
Ist [F] ein Kegel, so 
fallen die beiden  Er- 
zeugenden S’G, und S’G, 
in eine Erzeugende S’G 

Fig. 2. zusammen, deren von S’ 

verschiedene Punkte dem 

Punkt G@ zugeordnet sind. Dem Punkt S’ wird dann die in «¢ liegende 
Tangente des Kegels in G zugeordnet. 

Satz III: Die Achse a eines Ebenenbiischels, die nicht durch S’ 
gehen mége, treffe [F] in den Punkten G,, G,, die auch zusammenfallen 
kénnen. Die Ebenen des Biischels schneiden [F] in Kegelschnitten, welchen 
vermége der obigen Abbildung in « wieder Kegelschnitte entsprechen. Die 
Kegelschnitie in e bilden ein Biischel mit den Grundpunkten G,, G,, G,, G,. 
Das Doppelverhiltnis von vier Kegelschnitten des Biischels ist gleich dem 
Doppelverhdlinis der vier Ebenen, welche die entsprechenden Kegelschnitte 
auf (F] ausschneiden. 


Es gilt auch die Umkehrung von Satz III: 


Satz IV: Die Kegelschnitte eines reguliren™) Biischels der Ebene e 
kénnen durch Projektion der Schnitte eines Ebenenbiischels mit einer nicht 
zerfallenden Fliche 2. Ordnung [F] von einem ihrer reguliren Punkte S’, 
der nicht in « liegt, auf e erhalten werden. — Der Beweis hierfiir kann 
durch folgende Uberlegung gefiihrt werden: 





fé 








18) Das Biischel enthalte nicht lauter zerfallende Kegelschnitte. Die Be- 


hauptung gilt — wie nicht weiter ausgefiihrt werden soll — auch fir singulare 
Kegelschnittbischel. 
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In der Ebene « sei ein regulares Kegelschnittbiischel vorgegeben. Es 
gehért bekanntlich einem der fiinf Typen an“): 

1. Sémtliche Kurven des Biischels gehen durch vier verschiedene 
Grundpunkte G,, G,, G,, G,. 

2. Das Biischel hat drei Grundpunkte G,, G,, G,; in G, berihren 
sich die irreduziblen Biischelkurven. 

3. Das Biischel hat zwei Grundpunkte G,, G,, in jedem beriihren sich 
die irreduziblen Biischelkurven. 

4. Das Biischel hat zwei Grundpunkte G,, G,, in G, beriihren sich 
die irreduziblen Biischelkurven dreipunktig. 

5. Das Biischel hat einen Grundpunkt G,, in G, beriihren sich die 
irreduziblen Biischelkurven vierpunktig. 

Wir suchen nun fiir die fiinf den fiinf Biischeltypen entsprechenden 
Fille die gesuchten Abbildungen herzustellen. 8’ darf dabei weder in ¢ 
liegen, noch, falls zur Abbildung ein Kegel beniitzt wird, mit dessen 
Spitze zusammenfallen. Eine kurze Uberlegung zeigt, daB in jedem der 
fiinf Fille die geforderte Abbildung vermittelt wird. 

a) Die Flache [F] gehe durch eine nicht zerfallende Biischelkurve. 
Vgl. die schematische Tabelle von Fig. 3. 

1. Wir wahlen [F] so, daB S’G,, S’G, zwei ihrer Frzeugenden sind "*) 
Die Achse a des Ebenenbiischels sei G, G,,. 

2. Wir wahlen [F] so, daB S’G,, S’G, oder S’G,, S’G, Erzeugende 
von [F] sind. a sei dann entsprechend die gemeinsame Tangente der 
Biischelkurven in G, oder G,G,. 

3. und 4. Wir wiahlen [F] so, daB S’G, und S’G, Erzeugende 
von [F] sind. a sei G,G, bzw. die gemeinsame Tangente der Biischel- 
kurven in G,. 

Beim zweiten bis vierten Biischeltyp kann [F] auch als Kegel ge- 
wibhlt werden. S’ wihle man dann auf der Erzeugenden durch G,. a sei 
dann im zweiten Fall G,G,, im dritten Fall die gemeinsame Tangente 
der Biischelkurven in G,, im vierten Fall G, G,. 

5. Wir wahlen [F] als Kegel und S’ auf der Erzeugenden durch G.,,. 
Die Achse a sei die gemeinsame Tangente in G,. 

b) Die Flache gehe durch eine zerfallende Kurve des Biischels. Die 
Abbildung lat sich bei den Typen 1 bis 3 wie unter a) angeben. Dabei 
darf die Achse a nicht Teil der zerfallenden Biischelkurve sein. Man 
kann sich die Abbildungen b) aus den Abbildungen a) dadurch entstanden 


14) Vgl. z. B. R. Baldus: ,,Zur Theorie der Bischel von Flachen 2. Ordnung*. 
Miinchener Akad. Ber. 1931, S. 94—.102. 
15) Die Flache [F] ist hier und weiterhin auBer den genannten Bedingungen 
noch willkirlich wahlbar. 
Mathematische Annalen. 112. 42 
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denken, daB im einzelnen Fall an Stelle der Ebene ¢ eine Ebene des 
Ebenenbiischels mit der Achse a tritt, die die Flache in einem zerfallenden 





Fig. 3. 








Kegelschnitt schneidet, der den 
Punkt S’ nicht enthilt. 


B. Prinzip der Konstruktion 
an einem Spezialfall erlautert. 

In «* seien die Geraden a*, 
b*, c*, d*, e*, in é die Kegel- 
schnitte (K,), (K,), (K,), (Ka), (K.) 
vorgegeben mit der in §1. B. an- 
gegebenen Anordnung. Das Bii- 
schel der Geraden b*, c*, d* werde 
Biischel &*, das Biischel der Ge- 
raden a*, c*, e* Biischel 8* ge- 
nannt. Dadurch ist nach §1. B. 
eine quadratische Abbildung fest- 
gelegt. Das Konstruktionsprinzip 
soll an einem einfachen Fall er- 
lautert werden. 

Wir setzen voraus, (K,), (K;), 
(K,) haben keine Fixpunkte. Ferner 
seien die Biischel M und B beide 
vom 1. Typ. Dann kénnen wir 
nach §2. A. Biischel M auf eine 
Flache [Fy] und Biischel 8 auf 
eine Fliche [Fg] abbilden. Die 
Projektionszentra der zugehérigen 
Abbildungen seien mit Sy, Sg be- 
zeichnet. Die Bilder der Kegel- 
schnitte (K,), (Kg), (K,) auf [Fx] 
seien (K,)’, (K,)’, (K,)’, die Bilder 
der Kegelschnitte (K,), (K,), (K-) 
auf [Fs] seien (K,)’, (K,)', (K,)’. 
[Fu] und [Fs] sollen ferner den 
Kegelschnitt (K,) = (K,)’ gemein- 


sam haben. Nach §2.A. gehéren die Ebenen der Kegelschnitte (K,)’, 
(K4)', (K,)’ einem Ebenenbiischel mit der Achse a (durch zwei Grund- 
punkte des Biischels MU), und die Ebenen der Kegelschnitte (K,)', (K,)’, 
(K.)’ einem Ebenenbiischel mit der Achse 6 (durch zwei Grundpunkte 


des Biischels 8) an. 





a schneidet 6 in einem Punkt @ der Ebene «, 
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der auf keiner der Flaichen [Fy], [Fs] liegt. Schneidet man die Ebenen 
von (K,)', ..., (K,)’ mit einer beliebigen nicht durch Q gehenden 
Ebene @, so entsteht in ¢ eine zur Konfiguration der Punkte A*, B*, C* 
und der Geraden a*, ..., e* in e* kollineare Konfiguration. Da die all- 
gemeine quadratische Abbildung bis auf Kollineationen in e* und «€ be- 





[ e* ae reat Eero 















Fig. 4. 


stimmt ist, kann é¢ = e* angenommen werden. Daraus laBt sich die 
folgende rdéumliche Konstruktion der quadratischen Abbildung des vor- 
liegenden speziellen Typs ableiten (vgl. Fig. 4): 

Um in e die Bildpunkte P, eines Punktes P* von e* zu konstruieren, 
ziehe man durch A* die Gerade A* P* = p%, durch B* die Gerade 
B* P* = p}. Dann projiziere man pi, bzw. p}, von Q aus auf [Fy] bzw. [Fg} 
(in der Fig. 4 ist [Fy] = [Fs]; Punkte sind ferner durch Nullkreise be- 
zeichnet, die, falls die Punkte nicht verdeckt sind, ausgefiillt sind) wnd 
erhiilt (K,4) bew. (Kyp)’. (Kya) projiziere man von Sy, (K,z)' von Sx 
auf e. Die Schnittpunkte P; der beiden so erhaltenen Kurven (K, 4), (Kp x), 
in € sind dann die Bildpunkte des Punktes P*. Denn die Kurven (K, 4), (Ky ») 
sind wegen der Gleichheit der Doppelverhaltnisse der Biischel U*, U 
bzw. 8*, B nach §1.B. und §2.A. die Bilder der Geraden p% und 7}. 


C. Vereinfachte Darstellung der raumlichen Konstruktion 
im allgemeinen Fall. 
I. Die obige Konstruktion liBt wesentliche Vereinfachungen zu. Es 
kann niimlich stets [Fy] = [Fs] = [F] gewdhlt werden. Die vier Haupt- 
42* 











640 O. Baier. 


klassen (§ 1, B.2.) lassen sich ferner durch einfjache Lagenbeziehungen der 
Punkte Sy, Se, Q zu [F] kennzeichnen. Das soll jetzt gezeigt werden. 
Das Netz 2 enthilt stets mindestens einen nicht zerfallenden Kegel- 
schnitt. Ein solecher Kegelschnitt werde als Kurve (K,) (Tragerkurve) ge- 
wihit. Die Biischei A, 8 kénnen dann nicht singular sein. Die méglichen 
Fille seien durch die Symbole (/, m, n) bezeichnet. | bedeutet die Nummer 
des Biischeltyps (§2.A.) von U, m die von %, n die Zahl der auftretenden 
Fixpunkte. Man kann sich auf |! < m beschranken. Die Fille (1,5, 2); 
(1, m,3), m= 3,4,5; (2,5,3); (3,3,n), (3,5,n), m=1,3; (4,5, 2); 
(5,5,n), m = 1,2,3 sind nicht méglich. Die Grundpunkte des Biischels U 
seien mit G,, die des Biischels 8 mit H, (¢ = 1,2,3,4) bezeichnet. 


1. (l,m, 0). 


Im Fall (1, 1, 0) wahlen wir die regulire Flache [F] so, daB SyG,, Sq G, 
Erzeugende auf [F] sind. Sg ist dann der eine oder der andere der 
Schnittpunkte der Erzeugenden durch H,, H,. In den Fallen 1, m < 4 gibt 
es die vier verschiedenen Grundpunkte G,, G,, H,, H,. Daher kann in diesen 
Fallen [F] wie bei (1, 1,0) gewahlit werden. Der Schnittpunkt Q liegt 
dabei stets nicht auf [F]. 

In den Fallen (1, 5, 0), 1 = 2,3, 4,5 wiahlen wir einen Kegel mit der 
Erzeugenden Sy G, und nehmen Sg auf der durch H, gehenden Erzeugenden 
an. Das ist auch bei (l,m, 0), l,m + 1 méglich. 

Im Fall (1, 5, 0) scheint es zunichst unmédglich, [Fy] = [Fs] zu er- 
reichen. Da es jedoch nach §1,C. freisteht, irgend drei den dortigen 
Voraussetzungen geniigende Kegelschnitte aus 2 als Ausgangskurven (K,), 
(K,), (K,) zu wahlen, trete an Stelle von (K,) eine von (K,) verschiedene, 
irreduzible Kurve (K,,) des Biischels U. Wir erhalten — wenn z. B. (K,) 
die Doppelgerade des Biischels 8 ist — dann den Fall (1,3,0), der oben 
schon erledigt wurde. 


2. (l,m, 1). (l,m) + (3,3), (3,5). (5, 5). 


Ist 1, m =< 4, so kann, wie in 1., immer eine nicht singulare Fliche [F} 
an Stelle von [Fy] und [Fg] treten. Dabei ist es stets méglich, a und 6 
so zu legen, da8 ihr Schnittpunkt mit dem Fixpunkt F zusammenfillt. 

Bei (2,5, 1) und (4,5, 1), sowie den schon angefiihrten Fallen (2, n, 1), 
nm = 2,3,4; (3,4,1); (4,4,1) kann [F] als Kegel gewahlt werden. Q fallt 
dann stets mit F zusammen. 

In dem noch ausstehenden Fall (1,5,1) ersetzen wir wieder (K,) 
durch eine andere irreduzible Kurve des Biischels & Dieser Fall ist 
damit auf (1,5,1) zuriickgefiihrt, wenn (K,) wieder die Doppelgerade 
von §$ ist. 
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3. (I. m,2). (l,m) + (1,5), (4,5), (5,5). 

Die beiden Fixpunkte F,, F, kénnen auch in einem Punkt F zu- 
sammenfallen. ‘Samtliche irreduziblen Kurven von 2 haben dann in F 
eine gemeinsame Tangente ¢. a,6 diirfen nicht beide durch F, und F, 
gehen, noch beide mit ¢ zusammenfallen. Bei (1,m,2), m = 1,2,3,4; 
(4,4, 2) miissen, bei (2,m, 2), m = 2,3,4 kénnen zwei getrennte Fixpunkte 
auftreten. In diesen Fallen kénnen wir [F] so wiahlen, daB8 S'F,, S’ F, 
Erzeugende von [F] sind und somit Sy = Sy = S’ ist. 

Bei (2,5,2); (3,m,2), m = 3,4,5 muB, bei (2,m,2), m = 2,3,4 
kann ein doppeltzaihlender Fixpunkt auftreten. In diesen Fallen kann 
stets ein Kegel so gewahlt werden, da8 S’F Erzeugende ist und somit 
Sy = Ss = S’ angenommen werden kann. 

In allen Fallen (1,m,2) liegt der Schnittpunkt Q von a und 6 nicht 
auf [F]. 

4. (I,m,3). (l,m) + (1,3), (1,4), (3,3), (@,5); @ = 1,2,3,5. 

Wir unterscheiden drei Faille: 

a) Drei getrennte Fixpunkte F,, F,, F;. 

Dies tritt bei (1, 1,3); (1,2,3) stets, bei (2,2,3) méglicherweise ein. 
Man wahle [F] so, da®B S’F,, S’ F, Erzeugende auf [F] sind. F, ist dann 
der Schnittpunkt Q der Achsen a und 6 und liegt auf [F]. 

b) Zwei Fixpunkte F,, F,. In F beriihren sich alle irreduziblen 
Systemkurven. 

Dies tritt bei (2,3,3); (2,4,3); (3,4,3) stets, bei (2,2,3) méglicher- 
weise ein. Man wihle [F] als Kegel so, daB S’ F, Erzeugende des Kegels 
ist. a und 6 schneiden sich in F,, also auf dem Kegel. 

c) Ein Fixpunkt F. 

Samtliche irreduziblen Systemkurven beriihren sich in F dreipunktig. 
Dies muB bei (4, 5,3); (5,5,3) eintreten. Man wiahle [F] als Kegel so, 
daB S’F eine Erzeugende des Kegels ist. a,6 schneiden sich in F, also 
auf dem Kegel. 

Es ergibt sich somit: 

Satz V: Die allgemeine quadratische Abbildung kann stets durch eine 
irreduzible Fliche 2. Ordnung vermittelt werden. Die Abbildung (§2,B.) kann 
dabei so eingerichtet werden, daB beim Vorhandensein 1. eines Fixpunktes F,Q 
mit F zusammenfillt, 2. zeweier Fixpunkte Sy mit Se in S’ zusammenfallt, 
3. dreier Fixpunkte Sy mit Sy in S’ und Q mit einem der drei Fixpunkte 
zusammen{allt. 

II. Sind mindestens zwei Fixpunkte vorhanden, so laBt sich die Kon- 
struktion der Abbildung noch weiter vereinfachen. Um in e die Bild- 
punkte P; eines Punktes P* von e* zu konstruieren, wird durch A* die 
Gerade A* P* = p%,, durch B* die Gerade B* P* = p} gezogen. Dann 
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projiziert man pi bzw. pj auf [F) und erhalt (K,,)’ und (K,3,)’. (K,4) 
und (K,,)' werden von S’ auf « projiziert. Die Schnittpunkte der so 
erhaltenen Kurven (K,,) und (K,,) sind dann die Bildpunkte P,; von P*. 
Von den Punkten P, fallen stets zwei nach F,, F, bzw. nach F, da (K, 4) 
und (K,,) sich stets in F, und F, schneiden oder in F, falls sie irreduzibel 
sind, eine gemeinsame Tangente besitzen. Die beiden anderen Schnitt- 
punkte sind die Projektionen der Schnittpunkte von (KX, 4)’ und (K,,)’ 
von S’ auf «. Diese Schnittpunkte liegen auf [F] und auf der Schnitt- 
linie der beiden Ebenen (K,,)' und (K,,)' und sind somit die Schnitt- 
punkte der Geraden P*Q mit [F]. Die Konstruktion la8t sich daher so 
formulieren : 

Satz VI: Um in e die Bildpunkte P, eines Punktes P* von e&* zu 
finden, schneide man P*Q mit [F] und projiziere die Schnittpunkte von S’ 
auf «. Diese Punkte sind dann die gesuchten Bildpunkte P, des Punktes P*'*). 


§ 3. 

Darstellung der riumlichen Konstruktion mittels Kegeln 

im Zusammenhang mit der Sauerschen Klassifikation 
der allgemeinen quadratischen Abbildungen. 


A. Vorbereitende Bemerkungen und Sitze. 


Es liegt die Frage nahe, bei welchen Abbildungen kann die Flache [F] 
als Kegel gewahlt werden und welches sind dabei die Typen der Biischel U 
und %? Diese Frage steht in engem Zusammenhang mit den méglichen 
Typen von Kegelschnittnetzen. 

Nach bekannten Sitzen umhiillen die zerfallenden Kegelschnitte eines 
Kegelschnittnetzes eine Kurve 3. Klasse (H) und die Doppelpunkte dieser 
Kegelschnitte liegen auf einer Kurve 3. Ordnung (D)""). 

Ist P einer von vier getrennten Grundpunkten eines Biischels von 
Kegelschnitten aus 2, so werden die drei durch P gehenden zerfallenden 
Kegelschnitte nach §1, C. in drei durch P* gehende Gerade abgebildet. 
Zwei oder drei dieser Geraden fallen zusammen, wenn zwei oder drei der 
iibrigen Grundpunkte zusammenriicken. Die Geraden in e*, in welche die 
zerfallenden Kegelschnitte von  abgebildet werden, umbhiillen somit, da 
die Abbildung algebraisch ist, eine Kurve 3. Klasse (H*). Ausgehend von 


16) Fir den Spezialfall dreier Fixpunkte (Q auf [F]) wurde die obige Kon- 
struktion von Reye, Battaglini und Darboux angegeben. Vgl. FuBnote *) S. 2013. 
Zum Fall zweier Fixpunkte vgl. FuBnote *) und *). Aus dem Obigen geht hervor, 
daB an Stelle der in *) verwendeten Kugel eine beliebige reelle [ F] treten kann, bei 
der + Kreisschnittebene und S’ Nabelpunkt ist. 

17) Enz. d. math. Wiss. III. 2., 8. 135—139. (D) heiBt  ,,Hessesche*s, 
(/) ,,Cayleysche* Kurve. 
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einer Klassifikation der Hiillkurven (H) in ¢ hat R. Sauer®) durch Unter- 
suchung der méglichen Zuordnungen der Kurven (H) und (H*) in ¢ bzw. e* 
die allgemeinen quadratischen Abbildungen klassifiziert, die einzelnen Typen 
analytisch beschrieben und in metrischer Normierung gestaltlich diskutiert. 

Es sollen einige bekannte Sitze, die fiir spiter von Wichtigkeit sind, 
vorausgeschickt werden. Die Beweise werden aus der geometrischen 
Definition erbracht. 

1. Die Kurve (D) ist der Ort der Pumnkte, in welchen sich Kegel- 
schnitte von XL zwei- oder mehrpunktig beriihren”*). — Q sei Doppelpunkt 
eines in g, und g, zerfallenden Kegelschnittes (@) von 2. Die Biischel U 
und % seien so projektiv aufeinander bezogen, daB sie (G) erzeugen. Legt 
man durch Q den Kegelschnitt (Ky) von & und den Kegelschnitt (Kg) 
von 8 — falls Q Grundpunkt der Biischel U, B ist, jeweils irgend einen 
Kegelschnitt — so miissen die Kegelschnitte (@), (Ky), (Kx) einem Biischel, 
dessen Grundpunkte Q,, Q,, Q,, Q, sind, angehdren, d. h. (Ky), (Kw) 
miissen sich in Q(=Q, =Q,) beriihren. Die gemeinsame Tangente in Q 
ist die dritte durch Q gehende Tangente an (H). Fiallt g, mit g, in g 
zusammen, so ist g Bestandteil von (D) und die g erzeugenden Kegel- 
schnitte miissen sich jeweils in zwei Punkten von g beriihren. — In den 
Punkten von (D) ist somit die Abbildung nicht mehr ,,im Unendlichkleinen* 
projektiv. 

2. Die Punkte von (H) und (D) werden auf die Punkte von (H*) ab- 
gebildet **). 

_ Wir nehmen zunichst an, daB die Grundpunkte Q,, Q,, 2 (=Q; = Q,) 
des Biischels (Ky), (Kg), (@) nicht zusammenfallen. Dann fallen zwei 
der durch Q, baw. Q, gehenden Tangenten in Q,Q bzw. Q,Q zusammen. 
Q,, Q, sind daher Punkte von (H). Da Q,,Q, nicht auf (D) liegen, ist 
die Abbildung in ihrer Umgebung ,,im Unendlichkleinen“ projektiv und 
die assoziierten Punkte Q (= Q, = Q,), Q,, Q, sind Bildpunkte eines 
Punktes Q* auf (H*). 

Es sei QQ, = 9,, QQ, = 9,. Fallt Q, mit Q zusammen, so ist Q 
gemeinsamer Punkt von (D) und (H) und g, gemeinsame Tangente von (D) 
und (H) in Q. Q, ist im allgemeinen Riickkehrpunkt von (H) und wird 
mit dem dreifach zihlenden Punkt Q in einen Riickkehrpunkt Q* von (H*) 
abgebildet. Fallt schlieBlich noch Q, mit Q zusammen, so ist g (= 9, = 9,) 
Wendetangente oder Bestandteil von (D). 

3. Jede einem zerfallenden Kegelschnitt von £ angehérende Gerade g 


schneidet die tibrigen Kegelschnitte von X in den Punktepaaren ein und 
derselben Involution. 


18) Siehe 5) und Reye, ,,Geométrie der Lage“ 1, 4. Aufl. (1899), S. 268—293. 
1%) Dieser Satz ist in 5) analytisch bewiesen. 
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g schneidet die erzeugenden Biischel &, 8 nach den Punkten ein und 
derselben Involution [3]. (K) sei ein beliebiger Kegelschnitt von 2. 
Einer seiner Schnittpunkte mit g sei Q. (K) mu8 auch durch die zu Q 
assoziierten Punkte gehen. Einer dieser Punkte ist der Q auf g durch die 
Involution [3] zugeordnete Punkt. — Die Schnittpunkte von g mit (D) 
sind nach 1. der Doppelpunkt von (@) und die beiden Doppelpunkte 
von [3]. 


B. Die in den (Sauerschen) Typen auftretenden Biischeltypen und 
die Konstruktion der allgemeinen quadratischen Abbildungen 
mittels Kegeln. 

Im folgenden soll der Nachweis erbracht werden fiir den 

Satz VII: Jede quadratische Abbildung kann durch Kegel vermittelt 
werden. 

Dabei wird die Sauersche Einteilung’) der quadratischen Abbildungen 
zugrunde gelegt. Dazu ist es nach §2,C. notwendig, die einzelnen Fille 
auf die bei ihnen auftretenden Biischeltypen hin zu untersuchen®’). 

Damit die Abbildung durch Kegel vermittelt werden kann, ist hin- 
reichend, da8 in jedem Fall eine irreduzible Kurve (K,) in ¢ angegeben 
werden kann, die zwei Biischel (Grundpunkte G,, H,) vom Typ (I, m,n) 
l,m + 1 tragt, mit Ausnahme von (4,4, 2) und, falls getrennte Fixpunkte 
vorliegen, von (2,2, 2) und (2, 4, 2). 


I. Abbildungen ohne Fixpunkte. 

a) (H) nicht rational*). 

Singulare Biischel kénnen hier nicht auftreten, da sonst (H) zerfallen 
miiBte. Auch kénnen Biischel vom 3. und 5. Typ nicht vorkommen, 
sonst hatte (H) eine Doppeltangente und wire damit rational. 

(K,) sei eine irreduzible Kurve eines zu (H) gehérigen Netzes. G, sei 
ein Punkt auf (K,). Es kénnen folgende Fille eintreten: 


Die zu G, assoziierten Punkte sind 
Grandpunkte eines Biischels vom 


G, weder auf (D) noch auf (H) 1. Biischeltyp. 
G, einfacher Schnittpunkt von (D) und (K,) 2. - 
G, Beriihrpunkt von (D) und (K,) 4. in 


Im letzteren Fall geht (K,) durch einen Riickkehrpunkt von (H). Zur 
Abbildung mittels Kegeln kénnen auf (K,) die folgenden Biischel ver- 
wendet werden: 


2) Eine Untersuchung der Zuordnung der Gebiete bei den allgemeinen quadra- 
tischen Abbildungen mit reellen Koeffizienten findet sich in 5). 

21) Eine vorgegebene nicht rationale (C*) kann als Cayleysche Kurve von drei 
verschiedenen Netzen aufgefaBt werden. Vel. °). 














Ebene quadratische Abbildungen. 645 


(2,2,0) G,, H, einfache Schnittpunkte von (K,) und (D). 

(2,4,0) G, einfacher Schnittpunkt von (K,) mit (D), H, Spitze von (H). 

(4,4,0) G,, H, Spitzen von (H). G,, H, sind nicht assoziiert, und 
(K,) ist auch in diesem Fall irreduzibel, wie leicht gezeigt 
werden kann. 

b) (H) rational und 

1. nicht zerfallend mit Doppeltangente d. Singulare Biischel kénnen 
auch hier nicht auftreten. Da durch die Punkte der Doppeltangente 
(mit Ausnahme der Beriihrungspunkte) auBer der Doppeltangente nur 
eine einzige Tangente an (H) geht, so miissen sich die Kegelschnitte des 
Netzes biischelweise in d beriihren. (D) zerfailt daher in d und einen 
Kegelschnitt (D,). Die Doppelpunkte der Involution auf d sind die 
Schnittpunkte von (D,) mit d. AufSer den unter a) genannten Fillen — 
(D) ist dabei mit Ausnahme des ersten Falles durch (D,) zu ersetzen — 
kénnen noch die folgenden Fille eintreten: 

G, auf d, jedoch nicht Beriihrpunkt 3. Biischeltyp. 

G, Beriihrpunkt von d 5. Pe 
Zur Abbildung mittels Kegeln kénnen auf irreduziblen Kegelschnitten die 
Biischel (l,m, 0), l,m > 2 und (l,m) + (3, 3), (3,5), (5,5) verwendet 
werden. Denn die assoziierten Punkte der Biischel vom 3. und 5. Typ 
liegen auf d. 

Mit Wendetangente w. w werde durch zwei projektive Kegelschnitt- 
biischel erzeugt. Die Involution auf w muB8 zu einer parabolischen aus- 
arten, sonst wiirden auf der Wendetangente zwei Beriihrpunkte mit (H) 
liegen. Die Annahme, da8 die Involution auf d parabolisch ist, fiihrt 
jedoch auf den ausgeschlossenen Fall, da8 saimtliche Kegelschnitte von 2 
durch einen festen Punkt gehen. (H) kann also keine Wendetangente 
besitzen. 

2. Zerfallend. Von (H) spaltet sich ein Strahlenbiischel (Scheitel S) 
ab. Wir legen durch S die Kurven (Ky) und (Kg) der beiden erzeugenden 
Biischel M und B. Ware das Biischel (Ky), (Kg) regulir, so kénnten 
durch S héchstens drei Tangenten an (H) gehen. Das Biischel ist daher 
singular und (Ky) und (Kg) sind durch S gehende Geradenpaare, welche 
einer nicht singularen Strahleninvolution angehéren (Doppelstrahlen d,, d,). 

a) (H) zerfallt in S und (H’). 

Man zeigt leicht: (D) zerfallt in d,,d, und die Polare a von S 
beziiglich (H*). d,, d, sind die Tangenten von S an (H’). Daraus folgt: 


G, weder auf (D) noch auf (H) 1. Biischeltyp. 
G, auf d, oder d, 3. ~ 
G, auf s ; 2. - 


G, Schnittpunkt von s mit d, oder d, 5. 


” 
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Zur Abbildung mittels Kegeln kénnen auf irreduziblen Kegelschnitten die 
Biischel (2, 2,0), (2,3, 0), (2, 5, 0), (3, 5, 0), (5, 5, 0) herangezogen werden. 
B) (HB) zerfallt in S,, S,, S,. 
(D) zerfallt in S,S,,S8,S8,,8,8,. Es treten drei singulire Biischel 
auf, deren Doppelstrahlen diese Geraden sind. 
G, nicht auf (D) 1. Biischeltyp. 
G, auf (D) 3. v 
Zur Abbildung durch einen Kegel kénnen auf einem irreduziblen Kegel- 
schnitt nur die Biischel (3, 3, 0) verwendet werden. 


Il. Abbildungen mit Fixpunkten. 

a) Bin Fixpunkt F. (H) zerfallt in F und (H”). 

1. F nicht auf (H*). P,Q seien die Beriihrungspunkte der Tangenten 
von F an (H*). FP kann nicht eine Doppelgerade von 2 sein, denn 
sonst ginge durch jeden Punkt von FP eine von FP verschiedene 
Tangente an (H*), wahrend doch durch P nur eine Tangente an (H*) 
geht. Das gleiche gilt fiir FQ. Die Biischel mit den Grundpunkten F, P 
bzw. F,Q sind daher vom 4. Typ. (D) hat damit in F einen Doppel- 
punkt und ist daher rational. Es kann iiberdies gezeigt werden, da (D) 
sich als Erzeugnis der beiden projektiv aufeinander bezogenen Strahlen- 
biischel F und (H*) auffassen la8t. (D) beriihrt (H*) in drei Punkten. 
(Vgl. Enz. d. math. Wiss. ITI. 2., 8. 504—506.) Biischel vom 3. oder 5. Typ 
kénnen nicht auftreten. Denn die Doppelgerade wiirde mit dem Geraden- 
paar FQ, FP ein singulares Biischel bilden, das eine zweite Doppelgerade 
hat. Ein irreduzibler Kegelschnitt (K) wiirde mit den beiden Doppel- 
geraden 2 bestimmen und alle irreduziblen Kurven von 2 hitten in F 
eine feste Tangente, wihrend F doch einfacher Fixpunkt sein sollte. 

G, weder auf (D), F P, FQ noch auf (H’) 1. Biischeltyp. 

G, auf (D) oder F P, FQ jedoch + P,Q 2. 

G, Beriihrungspunkt von (D) mit (H*) oder P,Q 4. a 
Zur Abbildung durch Kegel kénnen auf einem irreduziblen Kegelschnitt 
die folgenden Biischel verwendet werden: (2, 2, 1), (2, 4, 1), (4, 4, 1). 

2. F auf (H*). Die beiden Tangenten von F an (H*) fallen in eine 
Doppelgerade d zusammen, die sich von (D) abspaltet. (D) zerfallt somit 
in d und (D,). (D,) und (H*) haben in F die gemeinsame Tangente d. 


” 


G, weder auf (D) noch auf (H*) 1. Biischeltyp. 
G, auf (D,) 2. 09 

G, auf d , 3. - 

G, gemeinsamer Punkt (= Beriihrpunkt B) 


von (D,) und (H*), + F 
Biischel durch F mit d als Doppeltangente 5. 


~ 
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Zur Abbildung durch Kegel kénnen auf einem irreduziblen Kegel- 
schnitt die folgenden Biische] herangezogen werden: 


(2, 2, 1) G,, H, auf (D,). 

(2, 3, 1) G, auf (D,), H, auf d. 

(2, 4, 1) G, auf (D,), H, = B. 

(2, 5, 1) G, auf (D,), Tragerkegelschnitt beriihrt d. 
(3, 4, 1) Tragerkegelschnitt durch B, der d nicht beriihrt. 
(4, 5, 1) Trigerkegelschnitt durch B, der d beriihrt. 


Bei den Typen (3, 3,1) und (3,5, 1) ist der Triagerkegelischnitt die 
Doppelgerade d, also reduzibel. 

b) Zwei Fixpunkte F,, F,. 

1. Getrennte Fizpunkte. (H) mu8 in drei Strahlenbiischel zerfallen. 
Wir betrachten die Involution auf einer nicht durch F,, F, gehenden 
Geraden g, die Teil eines zerfallenden Kegelschnittes ist. Es sei Q der 
Schnittpunkt von g mit F, F,. 

a) Q sei nicht Doppelpunkt der Involution. 

Die Schnittpunkte der Verbindungslinien von F,, F, mit entsprechenden 
Punkten der Involution auf g sind Punkte eines Kegelscbnitts (D,), der 
mit F,F, die Kurve (D) bildet. (H) zerfallt in drei Strahlenbiischel mit 
den Scheiteln F,, F,, und Q, wobei Q der Q auf g durch die Involution 
zugeordnete Punkt ist. Q ist Pol von F,F, in bezug auf (D,). 

Das Biischel der Netzkurven durch Q ist singulair. (Simtliche Kurven 
des Biischels haben die Gerade F,F, gemeinsam.) 

G, nicht auf (D), F,Q, F,Q und +Q 1. Biischeltyp. 

G, auf (D,), F,Q, F,Q jedoch + Q 2. 

Das Geradenpaar QF,, F,F, und ein 
Kegelschnitt, der QF, beriihrt 4. 

Das Geradenpaar QF,, F,F, und ein 
Kegelschnitt, der QF, beriihrt 4. * 

G, auf F,F, Singulires Biischel. 

Zur Abbildung durch einen Kegel kénnen auf einem irreduziblen 

Kegelschnitt die folgenden Biischel benutzt werden: 

(2, 2, 2) Der Trigerkegelschnitt schneidet 
aa) (D,) in G,, F,Q oder F,Q in H,; 
BB) F,Q in G,, F,Q in H,. 

2, 4, 2) Der Triagerkegelschnitt beriihrt (D,) in F, oder F,. G, ist 
sein Schnittpunkt mit F,Q oder F,Q. 

Dieser Fall zeigt, daS bei Verwendung von Kegeln zur Vermittlung 
der Abbildung nicht mehr allgemein Sy = Sy im Fall zweier Fixpunkte 
erreicht werden kann. 


” 











648 O. Baier. 


B) Q sei Doppelpunkt der Involution. 

(D) zerfallt in die doppelt zihlende Gerade F, F, und eine Gerade h. 
Q ist Scheitel eines singuliéren Biischels. (H) zerfallt in die drei Strahlen- 
biischel mit den Scheiteln F,, F,, Q. 


G, nicht auf A, F,F, 1. Biischeltyp. 
G, auf h, jedoch nicht auf F,F, 2. “ 
Kegelschnitte, die sich in F, oder F, je zwei- 

punktig berihren 3. s 


Zur Abbildung mittels Kegeln kénnen auf irreduziblen Kegelschnitten 
die folgenden Biischel verwendet werden: (2, 3,2) mit G, auf h. 

2. Zusammenfallende Fixpunkte. 

Die irreduziblen Kegelschnitte des Netzes haben eine gemeinsame 
Tangente / in F. Wir betrachten die Involution auf einer von f ver- 
schiedenen Geraden g, die Teil eines zerfallenden Kegelschnittes ist. Q sei 
der Schnittpunkt von g mit f. 

a) Q sei nicht Doppelpunkt der Involution. 


(D) zerfallt in f und in die Verbindungsgeraden d,,d, der Doppel- 
punkte der Involution mit F. (H) zerfallt in das singulare Biischel mit 
dem Scheitel F (Doppelstrahlen d,,d,) und in das singulire Biischel mit 
dem Scheitel Q. @Q ist der Q auf g durch die Involution zugeordnete 
Punkt. (Die Geradenpaare durch Q haben die Gerade / gemeinsam.) 


G, nicht auf (D), FQ 2. Biischeltyp. 
G, auf d,, d, 3. % 
G, auf FQ 4. ™ 


Typ 5 kann nicht auftreten, da die Doppeltangenten von / verschieden 
sind. 

Zur Abbildung mittels Kegeln kénnen auf irreduziblen Kegelschnitten 
die folgenden Biischel verwendet werden: 


(2, 2, 2) G,, H, nicht auf (D), FQ. 

(2, 3, 2) G, nicht auf (D), FQ; H, auf d, oder d,. 
(2, 4, 2) G, nicht auf (D), FQ; H, auf FQ. 

(3, 3, 2) G, auf d, oder d,, H, auf d, oder d,. 

(3, 4, 2) G, auf d, oder d,, H, auf FQ. 


B) Q sei Doppelpunkt der Involution. 

(D) zerfallt in die doppelt zaihlende Gerade FQ und in FQ,(= 4). 
Q, ist der zweite Doppelpunkt der Involution auf g. (H) zerfillt in die 
beiden singularen Biischel mit den Scheiteln F (Doppelstrahlen F Q und FQ,) 











Ebene quadratische Abbildungen. 649 


und Q. (Die durch Q gehenden zerfallenden Kegelschnitte haben die 
Gerade FQ gemeinsam.) 
G, nicht auf (D) 2. Biischeltyp. 
G, auf d 3. 
Kegelschnitt mit FQ 5. 3 
Zur Abbildung mittels Kegeln kénnen auf irreduziblen Kegelschnitten die 
folgenden Biischel verwendet werden: 


(2, 2, 2) G,, H, nicht auf (D). 

(2, 3, 2) G, nicht auf (D), H, auf d. 

(2, 5, 2) G, nicht auf (D), die Punkte H, fallen mit F zusammen. 
(3, 5, 2) G, auf d, die Punkte H, fallen mit F zusammen. 


(3,3, 2) hat die reduzible Tragerkurve d. 

c) Drei Fixpunkte F,, F,, F,. 

1. Drei getrennte Fixpunkte F,, F,, F,. (H) zerfallt in die Strahlen- 
biischel mit den Scheiteln F,, F,, F;. (D) zerfallt in die drei Geraden F, F,, 
F,F,,F,F,. Die durch F, gehenden zerfallenden Kegelschnitte bilden ein 
singulires Biischel; sie haben jeweils die Gerade F,F, gemeinsam. 

G, nicht auf (D) 1. Biischeltyp. 
G, auf (D) singulares Biischel. 
Kegelschnitt mit F,F,, F,F, 2. Biischeltyp. 
Zur Abbildung mittels Kegeln kénnen auf irreduziblen Kegelschnitten nur 
Biischel vom Typ (2, 2,3) verwendet werden. 

2. F,, F; fallen zusammen. Die irreduziblen Kegelschnitte haben 
eine gemeinsame Tangente f. (D) zerfallt in f und die doppelt zahlende 
Gerade F,F,. (H) zerfallt in die singuliren Biischel mit den Scheiteln F, 
und F,. Die durch F, gehenden Geradenpaare haben / gemeinsam; die 
durch F, gehenden Geradenpaare haben F, F, gemeinsam. 

G, nicht auf (D) 2. Biischeltyp. 

Kegelschnitte, die in F, eine gemeinsame Tangente haben 3. 

Kegelschnitte, die sich in F, dreipunktig beriihren 4. = 
Zur Abbildung mittels Kegeln kénnen auf irreduziblen Kegelschnitten die 
folgenden Biischel verwendet werden: (2, 2, 3), (2, 3, 3), (2, 4, 3), (3, 4, 3). 

3. Dreipunktiger Fixpunkt F. Die irreduziblen Kegelschnitte haben 
in F die Tangente / gemeinsam. (D) zerfallt in die dreifach zihlende 
Gerade /, (H) zerfallt in das singulire Biischel mit dem Scheitel F. 

G, nicht auf (D) 4. Biischeltyp. 
Kegelschnitt mit f 5. = 

Zur Abbildung mittels Kegeln kénnen auf irreduziblen Kegelschnitten 

die Biischel (4, 4, 3), (4,5, 3) verwendet werden. 


” 
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Bemerkung: In den Fillen mit mindestens zwei Fixpunkten lat 
sich die Abbildung wegen der einfachen Darstellung (§2, C. 2.) bequem 
iiberblicken. 


Die Geraden durch S* werden in Geradenpaare abgebildet. Eine 
Gerade ist stets F,F,, die andere geht durch Q. 


Die iibrigen Geraden in e*, die in Geradenpaare der Ebene ¢ ab- 
gebildet werden, umhiillen den Umrifkegelschnitt (U*), der durch Projek- 
tion der Flache [F) von Q auf e* entsteht. Die entsprechenden Geraden- 
paare in « bilden Strahlenbiischel durch F,,F,. (H*) zerfallt in (U*) 
und das Strahlenbiischel S*. (H) zerfallt in die drei Strahlenbiischel mit 
den Scheiteln Q,F,, F,. (D) zerfallt in F, F, und (0). 

















Ein Beispiel zur Abbildung durch Kegel. Die Abbildung 
ez; = x, 
ez = 2}, 
ez = + a3 — 2} 


vermittelt durch einen Kegel wird durch Fig. 5 veranschaulicht. 
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Die Gerade A* B* in e* wird abgebildet in den Grundkreis des 
Kegels. Die Ebenen QA*O* und Q B*O* beriihren den Kegel. Die Bilder 
der Geraden O0* A* bzw. O* B* sind daher z3 = 0 bzw. 23 = 0. Ferner 
sind die Bilder P, des Punktes P* konstruiert: Die Ebenen QA* P* 
und Q B* P* — in der Figur geht die Ebene Q A* P* durch den Punkt Sy, 
Q B* P* durch Sg — schneiden den Kegel in zwei Ellipsen, die in die 
Geradenpaare P,P,, P,P, und P,P,, P,P, abgebildet werden”). Ist 
z, = 0 die Gleichung der uneigentlichen Geraden von e¢ und sind P* 
bzw. P, die Einheitspunkte der Koordinatensysteme in «* bzw. ¢, dann 
wird nach §1,B. die gegebene Abbildung durch die Konstruktion von 
§2, B. und Satz V vermittelt. 


22) Wegen § 2, A. 


(Eingegangen am 22. 10. 1935.) 








Internationaler Mathematiker-KongreB 
Oslo, 13. bis 18. Juli 1936. 


Fiir die allgemeinen Sitzungen sind vorgesehen Vortraige der Herren 
L. Ahlfors, 8. Banach, G. D. Birkhoff, V. Bjerknes, E. Cartan, J. G. van 
der Corput, M. Fréchet, R. Fueter, A. Gelfond, H. Hasse, E. Hecke, 
A. Khintchine, E. Landau, 0. Neugebauer, J. Nielsen, ©. Ore, 
C W. Oseen, F. Severi, C. L. Siegel. C. Stérmer, O. Veblen, N. Wiener. 

Es werden folgende Sektionen gebildet: I. Algebra und Zahlentheorie. 
Il. Analysis. III. Geometrie und Topologie. IV. Wahrscheinlichkeits- 
rechnung, Mathematische Statistik, Versicherungsmathematik und Okono- 
metrie. V. Mathematische Physik, Astronomie und Geophysik. VI. Me- 
chanik und Ingenieurwissenschaften. VII. Logik, Philosophie und Ge- 
schichte. VIII. Padagogik. Die Dauer eines Vortrags ist auf 15 Minuten 
beschrinkt. Die genauen Titel miissen bis zum 15. April bei dem Sekre- 
tariat angemeldet werden. Zusammenfassungen (etwa 800 Silben) werden 
in den KongreBakten erscheinen. Manuskript mu8 vor dem Schlusse 
des Kongresses (18. Juli) abgeliefert werden. 

Preis der KongreBkarte 40 Norwegerkronen, Karten fiir Familien- 
angehérige 20 Norwegerkronen. Der Betrag ist vor dem 1. Mai an 

Christiania Bank- u. Kreditkasse Oslo 
zugunsten 
Den Internationale Matematikerkongress, 


Kontingentkonto 601 
einzuzahlen. 


Vor oder nach dem KongreB kénnen Reisen in Norwegen zu er- 
maBigten Preisen ausgefiihrt werden. 

Alle Auskunft erteilt das Sekretariat. Adresse: Internationaler 
Matematikerkongress, Universitetet, Blindern, Oslo. 








Alexander v. Brill. 
Ein Lebensbild. 
Von 
Sebastian Finsterwalder in Munchen. 


Mit Alexander v. Brill ist eine hochragende Persénlichkeit aus dem 
Kreise der deutschen Mathematik dahingegangen, die einer Reihe von 
Geschlechtern Wegweiser, Vorbild und Gegenstand der Verehrung gewesen 
war und dadurch einen EinfluB auf die Wertschitzung dieser Wissenschaft, 
auf die Gestaltung des Unterrichts an Hochschulen und héheren Schulen 
und mittelbar auch auf die Stellung der Wissenschaft als solcher zu Land 
und Volk ausiibte, der weit iiber die Leistungen im eigenen Fach hinaus- 
ragte, wie sehr auch diese selbst Achtung verdienen und bleibende Werte 
schufen. Diesem letzten iiberlebenden bedeutenden Schiiler ihres groSen 
Griinders Clebsch wollen auch die Mathematischen Annalen Worte des 
Gedichtnisses widmen. Die Bedeutung Brills als Mitbegriinders der 
algebraischen Geometrie, insbesondere als Begriinders der Theorie der 
Korrespondenzen zwischen algebraischen Kurven, ist von F. Severi im 
31. Jahresbericht der D. Math. Ver. (1922) so sachkundig geschildert worden, 
daS darauf bei dieser Gelegenheit nicht noch einmal eingegangen zu 
werden braucht. In diesem Nachruf sollen vorwiegend andere, bisher 
vielleicht weniger beachtete Ziige von Brills vielseitiger Persénlichkeit 
hervorgehoben werden. 

Sein Dasein verlief im ganzen einfach und sehr harmonisch, vom 
Gliick begiinstigt und von schwerem Leid verschont, in vorbildlichem 
Familienleben, das in warmem Sonnenschein sein hohes Alter verschénte. 
Kérperliche Riistigkeit, gepaart mit geistiger Beweglichkeit erméglichten 
ihm einen reichen, mit Klugheit und Zuriickhaltung genossenen Anteil 
an den Freuden und Ehren eines langen und erfolgreichen Lebens. Uber 
dreiviertel Jahrhundert bewegten sein Herz die wechselvollen Schicksale 
des deutschen Volkes und befestigten in ihm die Uberzeugung, daB der 
gegenwartige Aufstieg dieses Volkes als Ausdruck seiner unverwiistlichen 
Tiichtigkeit volle Dauer verspricht. 

Alexander Wilhelm Brill entspro8 am 20. September 1842 als iltester 
von fiinf Geschwistern der Ehe des Darmstidter Buchdruckereibesitzers 


Heinrich Brill und dessen Frau Julie, geb. Wiener. Diese war die Tochter 
Mathematische Annalen. 112. 43 
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des Kriminalrichters Wiener aus Darmstadt und Schwester des bekannten 
Vertreters der darstellenden Geometrie am Polytechnikum zu Karlsruhe 
Christian Wiener; ihre urspriinglich bauerliche Familie stammt aus dem 
Odenwald. Brills Jugend verfloB in sehr einfachen, aber gliicklichen 
Verhiltnissen. Der EinfluB seines gelehrten und freisinnigen Onkels Christian 
machte sich schon auf den Darmstidter Gymnasiasten geltend, der von 
seiner Schule die vom Direktor Bossler genahrte Begeisterung fiir Horaz 
sowie einen regen Sinn fiir Musik mitbrachte, die ihn sein ganzes Leben 
lang begleiteten. Als AusfluB der Nebenficher des Gymnasiums be- 
schaftigten Projektionszeichnen und neuere Sprachen den jugendlichen Geist, 
wihrend die Mathematik des Gymnasiums ihm wenig bot und erst durch 
Nachhilfe seines Onkels fiir den Besuch des Karlsruher Polytechnikums 
ausreichend gemacht werden muBte. Dort begann der Achtzehnjahrige 
das Studium der Architektur und blieb dabei auch dem studentischen 
Leben nicht fremd. Neben den Vortrigen und Ubungen seines Onkels 
Ch. Wiener sprachen ihn am meisten die Mechanikvorlesungen von A. Clebsch 
an, aus denen ihm erst die Vertrautheit mit der Infinitesimalrechnung 
erwuchs. 

Im Herbst 1862 siedelte Brill an die Universitat GieBen iiber, um 
sich dort fiir die Ablegung des staatlichen Architekturexamens vorzubereiten. 
Unterwegs traf er A.Clebsch, der eben einen Ruf als Professor der 
Mathematik nach GieBen erhalten hatte, und diese Begegnung war fiir 
sein Leben entscheidend. A. Clebsch fiihrte den angehenden Architekten 
in die Geometrie als Wissenschaft ein und zwang ihn in dem MaBe in 
seinen Bann, in dem Brill Clebschs Bedeutung als Forscher erkannte und 
zu wiirdigen verstand. Im Winter 1863/64 bestand Brill das Architektur- 
examen und gleichzeitig jenes fiir das Lehramt der Mathematik. A. Clebsch, 
der damals auf dem Gipfel seiner Schaffenskraft stand, hatte Brill andert- 
halb Jahre vorher die Aufgabe gestellt, zu 8 Basispunkten eines Biischels 
von ebenen Kurven 3. Ordnung den 9. zu finden. Die Lésung gelang 
Brill, und diese Leistung machte auf Clebsch einen solchen Eindruck, 
daB er, obwobl er bald fand, daB Chasles schon eine ahnliche Lésung 
veréffentlicht hatte, die Promotion Brills auf Grund derselben und des 
guten Mathematikexamens durchsetzte. So wurde Brill ohne eigenes 
Examen und ohne gedruckte Dissertation Doktor. 

Vom Militaérdienst wegen Kurzsichtigkeit befreit, diente Brill als 
Lehramtsanwirter sein Akzessisten-Semester am Gymnasium in Darmstadt 
ab und bearbeitete gleichzeitig ein ihm von Clebsch vorgeschlagenes Thema 
itiber die Anwendung der hyperelliptischen Funktionen in der Geometrie, 
dessen Abschlu8 er Clebsch im Herbst 1865 vorlegen konnte. Uber die 
damaligen GieBener Verhaltnisse finde ich in Brills Aufzeichnungen folgende 
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Stelle, die ich hier wiedergebe: ,,Bald erkannte Clebsch, da® die mathe- 
matische Ausbildung einer Zuhérermasse von ihm allein nicht geleistet 
werden konnte. Er sah sich nach einer Hilfskraft um und schon im 
Sommer 1863 zog Paul Gordan in GieBen ein, auBerlich damals von der 
Kultur noch unbeleckt, der véllige Gegensatz zu Clebsch in Gestalt und 
Benehmen. Bald beschiftigte die Lacher in GieBen das fremdartige Bild 
von zwei in wissenschaftlichen Austausch vertieften Mathematikern, fiir 
die — auf der Promenade spazierend oder im Café auf der Speisekarte 
schreibend — die iibrige Welt nicht zu existieren schien. Sie erledigten 
einen groBen Teil ihrer Arbeit im miindlichen Verkehr, der sich oft in 
grotesken Formen bewegte und, von Gedanken und Witzen spriihend, lustig 
anzuhéren war. Der scharfsinnige, kritisch unerbittliche Fachgenosse reizte 
Clebsch zum Aufgebot seiner ganzen reichen Erfindungskraft und Gordan 
nahm von jeder Unterredung Probleme mit nach Hause, mit deren Be- 
arbeitung und Walzung er am andern Tage aufwartete.“’ Brills Eltern 
hatten die Kosten fiir sein Hochschulstudium in GieBen nur mit Miihe 
aufgebracht, so daB es fiir ihn kein leichter Entschlu8 war, auf Clebschs 
Anraten in Berlin weiterzustudieren, was nur unter Ausniitzung der Ver- 
dienstméglichkeiten, die die Grofstadt bot, erfolgen konnte. Als Einfiihrung 
bei den Berliner Mathematikern, insbesondere bei Kronecker, diente Brill 
seine Arbeit iiber die hyperelliptischen Funktionen, die von Borchardt fiir 
sein Journal angenommen worden war. Der dreisemestrige Aufenthalt in 
Berlin brachte Brill eine michtige Erweiterung seines Horizontes, namentlich 
durch die Beriithrung mit der tiichtigen und betriebsamen norddeutschen 
Art, die den bedichtigen schwerfilligen Siiddeutschen michtig aufriittelte. 
Seine durch Clebsch vermittelte mathematische Auffassung wurde durch 
WeierstraB, Kronecker und Kummer erheblich verscharft, und der Kreis 
um Weingarten, Fuchs, Kénigsberger, G. Cantor, Pasch, H. A. Schwarz 
und Rosanes bestirkte ihn in dieser Richtung. Bei Kronecker, Quincke 
und E. Du Bois-Reymond verkehrte er im Hause, bei letzterem wirkte er 
als Hauslehrer. 

Brill trug sich schon in Berlin mit Habilitationsgedanken, er fand 
aber keine bezahlte Beschaftigung, die ihm die dazu nétige Freizeit 
gewahrt hitte, und war froh, als ihm Clebsch in GieBen die Habilitation 
antrug und erleichterte. Sie erfolgte im Sommersemester 1867. In der 
vorangehenden Disputation verfocht Brill unter andern die These: ,,Die 
Mathematik ist eine Experimentalwissenschaft.‘‘ Die nun folgende Lehr- 
titigkeit in GieBen umfaBte allerlei Nebenficher, wie Elastizitatslehre fiir 
Architekten, Euklidische Geometrie fiir Forstleute, Mechanik, Feldmef8- 
kunst und Optik. Inzwischen war A. Clebsch einem Rufe nach Géttingen 
gefolgt und Brill schlo8 sich enger an P. Gordan an, der mit Clebschs 

43* 
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Nachfolger R. Baltzer nicht gut harmonierte. Gordan weihte Brill in die 
Geheimnisse des symbolischen Rechenverfahrens der Invariantentheorie ein 
und schirfte dessen mathematisches Gewissen in bezug auf Strenge der 
Schliisse und der Beweise. Damals tauchte auch am GieBener Dozenten- 
tisch im ,,Rappen‘‘ der stud. math. Max Nother auf, der Brill miachtig 
beeindrukte und ihm spiiter ein treuer Freund und Weggenosse auf wissen- 
schaftlichem Gebiete wurde. Wir wollen hier um des sachlichen Zusammen- 
hanges willen zeitlich etwas vorgreifen. In regem Briefwechsel und 
persénlichem Verkehr entstand einige Jahre spiter, 1872 bis 1873, als 
Noether in Heidelberg und Brill in Darmstadt war, die beriihmte klassische 
Arbeit von Brill und Noether iiber die Theorie der algebraischen Funktionen 
in Math. Annalen 7 (1874), S.269—310, welche fiir die ganze spiitere Ent- 
wicklung der algebraischen Geometrie in Deutschland und Italien ent- 
scheidend wurde. Wibhrend das Hauptergebnis des ersten Teiles dieser 
Arbeit, der Beweis des Riemann-Rochschen Satzes, von beiden Autoren 
gleichzeitig gefunden wurde, stammt der zweite Teil der gemeinsamen 
Arbeit von Brill allein. 


Wir kehren zu der GieBener Zeit zuriick. Das unerfreuliche Ver- 
hiltnis zu R. Baltzer bewirkte mit, da® Brill trotz der guten Aussicht 
auf ein bezahltes Extraordinariat in Giefen mit Freuden 1869 einen Ruf 
als ordentlicher Lehrer der Mathematik mit dem Titel Professor an das 
neugegriindete Polytechnikum in Darmstadt annahm. Er verdankte ihn 
wohl] der Vielseitigkeit seiner GieBener Lehrtitigkeit und der Geschicklich- 
keit, mit der er die ihm iibertragenen Aufgaben bewiltigte. Den deutsch- 
franzésischen Krieg machte Brill als Sanititer mit, zu welchem Dienst 
er sich als kriegsuntauglich freiwillig gemeldet hatte. Die Darmstidter 
Verhiltnisse waren nicht eben erfreulich. Die Mittel der neuen Hoch- 
schule waren sehr knapp; sie hatte auBerdem aus der alten polytechnischen 
Schule eine Reihe riickstindiger Lehrer iibernehmen miissen und fand bei 
der Bevélkerung und der Beamtenschaft wenig Achtung und Entgegen- 
kommen. Das inderte sich allerdings, als 1872 der Ministerialrat August 
Schleiermacher zum Kurator der neuen Anstalt ernannt wurde und 
alsbald Neuberufungen, wie die des Physikers F. Kohlrausch und des 
Geometers R. Sturm durchsetzte. An diese beiden fand Brill, der bis 
dahin .,wie ein Fremdling in der eigenen Heimat gelebt hatte, familiiren 
Anschlu£. Immerhin blieben die Gehaltsverhiltnisse noch unbefriedigend 
und so war die Aussicht auf Veriinderung nach sechsjibriger Tatigkeit 
in Darmstadt wohl zu begriiBen. Fiir diese hatte Brill in rastloser und 
erfolgreicher wissenschaftlicher Arbeit (als wichtigste Erfolge seien die 
beiden Beweise des Cayley-Brillschen Korrespondenzprinzips aus den Jahren 
1873 und 1874 hervorgehoben) und durch gewissenhafte Lehrtitigkeit die 
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Vorbedingung geschaffen. Sie trat ein, als Felix Klein von der Universitat 
Erlangen an das Polytechnikum in Miinchen als Nachfolger Otto Hesses 
berufen wurde und es dabei durchgesetzt hatte, daB ein dortiges Extra- 
ordinariat zu einer zweiten ordentlichen Professur fiir Mathematik erhoben 
wurde. Dieses zweite Ordinariat benétigte Klein zur Durchfiihrung seiner 
geplanten Reform des mathematischen Hochschulunterrichts. Brill, der 
bereits 1873 Kleins Bekanntschaft auf einer Mathematikerversammlung in 
Géttingen gemacht hatte, erhielt, wohl auch auf Befiirwortung Gordans, 
der Kleins Nachfolger in Erlangen wurde, 1875 den Ruf auf die neue 
Professur. Es gelang ihm dabei, die volle auGere Gleichstellung mit 
F. Klein durchzusetzen, was bei Kleins Feuergeist, Genialitat und Unter- 
nehmungslust gewiB nicht leicht war. 


Die Berufung nach Miinchen fiihrte noch insofern eine entscheidende 
Wendung in Brills Lebenshaltung herbei, als sie ihm die Méglichkeit 
eréffnete, einen eigenen Hausstand zu griinden. Er vermihlte sich 1875 
mit Anna Schleiermacher, der Tochter seines friiheren Kurators, und hat 
damit eine iiberaus gliickliche Wahl getroffen. Sie entstammte einem 
hessischen Beamtengeschlechte, das dem Lande nicht nur tiichtige Ver- 
waltungsbeamte lieferte, sondern auch solche, die sich um Wissenschaft 
und Kunst verdient gemacht und damit die Ehrfurcht vor dem Geistes- 
adel in ihren Reihen groBgezogen hatten. Frau Brill schenkte ihrem 
Gatten vier wohlgeratene Kinder (drei Séhne und eine Tochter); sie 
umgab ihn auBerdem mit einer wonltuenden Hiauslichkeit, in der alles 
die wissenschaftliche Arbeit Stérende ferngehalten wurde. Sie leitete mit 
einfachen Mitteln und in unaufdringlicher Art eine schlichte Geselligkeit, 
die anregend und geruhsam zugleich war und eine dauernde Quelle geistiger 
Erfrischung fiir den stets sich erweiternden Kreis von Schiilern und Be- 
kannten abgab. F. Kleins Reformpline wirkten sich in der Einrichtung 
einer zusammenfassenden durch vier Semester sich erstreckenden Vorlesung 
iiber héhere Mathematik aus, die die friiher getrennten, ganz verschieden 
gearteten Einzelvorlesungen iiber analytische und synthetische Geometrie, 
algebraische Analysis, Differential- und Integralrechnung ersetzen sollte. 
Klein war es dabei — den Forderungen des Erlanger Programms ent- 
sprechend — in erster Linie um die gegenseitige fruchtbare Durchdringung 
der Einzelwissenschaften und einen einheitlichen Aufbau des mathematischen 
Wissens nach groBen Gesichtspunkten zu tun, waihrend Brill die bescheidenere, 
aber praktisch nicht weniger wichtige Rolle zufiel, den fiir die technische 
Anwendung wichtigen Teil der Mathematik mit dem grundlegenden zu 
einem méglichst anschaulichen und faBbaren Lehrgebiude zu vereinigen, 
das Jedem Verwertbares bot und den Weiterstrebenden den Zugang zu 
héheren Disziplinen erschloB. Der Umstand, daB jeder der beiden Parallel- 
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professoren die Studenten der Technik eines Jahrgangs durch vier Semester 
in einer vierstiindigen Vorlesung behielt, entlastete Lehrer und Studenten 
und gab ersteren die Méglichkeit, nebenher héhere Sondervorlesungen ab- 
zuhalten und einen Seminarbetrieb fiir Mathematikstudierende einzurichten. 
F. Klein wurde durch Berufung nach Leipzig schon bald der Durchfithrung 
seines Planes in Miinchen enthoben, und es blieb Brill vorbehalten, ihn 
den Forderungen der Praxis entsprechend auszubauen, was ihm auch in 
zehnjahriger Arbeit wohl gelang. 

Zu den wertvollen persénlichen Bekanntschaften, die Brill schon vorher 
in dem Géttinger Clebschschiiler J. Liiroth und dem Dinen H. G. Zeuthen 
gewonnen hatte, gesellten sich nunmehr die Mathematiker der Miinchener 
Universitat, neben dem fast erblindeten L. Ph. Seidel Gustav Bauer, der 
jugendliche A. Pringsheim und der friih dahingegangene L. Scheeffer. Auch 
an die damals an die Universitat Neuberufenen verwandter Ficher wie 
den Astronomen H. Seeliger und den Mineralogen P. Groth fand Brill 
nahen AnschluB, desgleichen auch an den Thermodynamiker Carl Linde 
vom Polytechnikum. Brills Verdienste um die Hebung des mathematischen 
Unterrichts wurden allgemein anerkannt, ebenso die Schaffung einer Samm- 
lung mathematischer Modelle fiir diesen Unterricht, auf welche er und 
seine Schiiler viel Zeit und Miihe verwandten. Diese Modelle sollten nicht 
wie bis dahin einzelne Kuriosa, sondern richtige Unterrichtsmittel sein, fiir 
deren Verbreitung an andere Lehranstalten Brill durch den Verlag seines 
Bruders Ludwig, der das viterliche Geschaft in Darmstadt iibernommen 
hatte, Sorge trug. Die bayerischen Lehramtsanwirter fiir Mathematik 
und Physik konnten schon damals sowohl an der Universitit, wie auch 
am Polytechnikum studieren und machten von letzterer Méglichkeit in 
steigendem MaBe Gebrauch. Zu Brills Schiilern aus dieser Zeit zaihlten 
P. Vogel, nachmals Lehrer an der Artillerieschule, A. v. Braunmiibl, der 
spitere Historiker der Mathematik, G. Kerschensteiner, der bedeutende 
Padagog, und die Professoren der Mathematik H. Wiener, L. Schleiermacher 
und E. Hess (Bamberg). Brill beeinfluBte auch die ersten Arbeiten von 
W. Dyck, Fr. Meyer, K. Rohn und J. Bacharach und lieh dem auf- 
strebenden F. Lindemann selbstlos seine Hilfe bei Abfassung der geo- 
metrischen Vorlesungen von A. Clebsch. Es gewahrte ihm immer eine 
besondere Genugtuung, mathematische Talente bayerischen oder doch siid- 
deutschen Stammes zu férdern, wozu ihm die bayerische Lehramts- 
priifungsordnung mit der Einrichtung der freiwilligen Spezialpriifung eine 
willkommene Méglichkeit bot. Das hat man Brill nicht vergessen, und 
so wirkte er auch nach seinem Abgang von Miinchen im Kreise der 
bayerischen héheren Schulen weiter. Auch seine Griindung zweier Grt- 
licher Fachvereinigungen, der einen am Polytechnikum und der anderen 
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unter den Mathematikern Miinchens, trugen dazu bei, Brills Andenken in 
Miinchen noch lange wach zu erhalten. Trotz dieser Erfolge und obwohl 
Brills Stellung in Miinchen durch seine Aufnahme in die bayerische 
Akademie 1882 befestigt schien, folgte er im Herbst 1884 einem Ruf an 
die Universitat Tiibingen, die ihn dann noch fast ein halbes Jahrhundert 
zu den Ihrigen zahlen konnte. 

Die ausschlaggebenden Griinde fiir diesen Entschlu8 waren neben der 
Unzufriedenheit mit der damals autokratischen Verfassung des Poly- 
technikums die zunehmende Unruhe und Verstrickung in alle méglichen 
Interessenkreise der Hauptstadt eines groBen Staatswesens, sowie die 
Hoffnung, seiner heranwachsenden Familie giinstigere fuBere Lebens- 
bedingungen in einfacheren Verhiltnissen und gréBerer Naturnihe zu 
schaffen. Darin hatte er sich nicht getaéuscht. In Tiibingen wohnte er 
am Rande der kleineren Stadt, spiter sogar in einem Einfamilienhaus. 
Er konnte sich dort mit Frau und Kindern der Pflege eines eigenen 
Gartens widmen, der ihm dauernd Freude und Gesundheit gewibrte. 
Auch folgte ihm eine kleine Schar von Miinchener Schiilern, darunter 
der Verfasser, in den neuen Wirkungskreis und half ihm den Kern einer 
neuen Zuhérerschaft bilden. Da es hauptsichlich Lehramtsanwirter 
waren, die er nun auszubilden hatte, galt seine Hauptsorge der Ein- 
fiihrung einer neuen, der bayerischen nachgebildeten Priifungsordnung 
mit einer freiwilligen Sonderpriifung auf Grund einer selbstandigen 
wissenschaftlichen Arbeit. Die wiirttembergische Lehramtspriifung vom 
Jahre 1864 war allzusehr auf die Bediirfnisse der Schulverwaltung, d. h. 
auf méglichst vielseitige Verwendbarkeit der Lehrkrafte zugeschnitten und 
umfaBte gleichzeitig Mathematik, Physik, Chemie und beschreibende Natur- 
wissenschaften. Sie war mit Nebenfichern so iiberladen, daB fiir griindliches 
Studium der Kernficher keine Zeit verblieb. Aber sie kam den Neigungen 
und Fahigkeiten des schwibischen Stammes entgegen, dem ein allgemeiner 
Uberblick manchmal niaher liegt als Fachstudium. Eine weitere Eigen- 
tiimlichkeit Wiirttembergs, da8 sich die Priifungskommission aus Ver- 
tretern der Tiibinger und Stuttgarter Hochschulen zusammensetzte, hatte 
Brill schon aus bayerischer Erfahrung kennen und schitzen gelernt, weil 
dort sogar vier Hochschulen an der Zusammensetzung der Priifungs- 
kommission beteiligt waren. Die Anregungen, die sich aus dem Zusammen- 
arbeiten verschiedener Kreise ergaben, wobei es an Reibungsflichen nicht 
fehlte, und die gegenseitige Anpassungsnotwendigkeit standen ihm héher 
als die Durchsetzung der eigenen Individualitét. Es kostete Brill einen 
zehnjahrigen Kampf, bis seine Idee bei der Unterrichtsverwaltung durch- 
drang. Beim Antritt der Tiibinger Professur hatte Brill eine Art Aus- 
bildungsprogramm aufgestellt, das dem doppelten Ziel dienen sollte, 
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einmal dem Lande einen Stamm von gut ausgebildeten Lehrern der 
héheren Schulen zu liefern, dann aber auch der Mathematik schépferische 
Krifte des Volkes zuzufiihren, um dessen Anteil am Aufbau der Wissen- 
schaft zu steigern. Mit seinem Kollegen H. Stahl ging er frisch ans 
Werk, das ihnen durch den Weggang P. Du Bois-Reymonds von Tiibingen 
erleichtert wurde. Aber nur in der ersten Hilfte lieB sich das angestrebte 
Ziel im gewiinschten Umfang erreichen, wihrend es im zweiten Teil bei 
einem bescheidenen Erfolg blieb, da nur fiinf seiner Tiibinger Schiiler ordent- 
liche Professoren an Hochschulen wurden (J. Sommer, P. Zenneck, K. Kom- 
merell, Brills Nachfolger in Tiibingen, W. Grammel u. R. Furch). Die schépfe- 
rische mathematische Arbeit Brills, die auch auf das Gebiet der Diffe- 
rentialgeometrie iibergegriffen hatte, wurde nun durch eine Jahre wahrende 
historische Unternehmung abgelést, welche in dem mit Max Néther 
gemeinsam verfaBten groBen Referat iiber die Entwicklung der Theorie 
der algebraischen Funktionen in ilterer und neuerer Zeit ihren lite- 
rarischen Ausdruck fand (Jahresbericht der D. Math. Ver. 1894). Brill fiel 
dabei in der Hauptsache die Zeit von Newton bis Riemann zu. Im 
Jahre 1892 ernannte ihn die Géttinger Gesellschaft der Wissenschaften 
zum korrespondierenden Mitglied. In dem MaBe, wie der Stachel zu 
produktiver Leistung schwicher wurde, verdichtete sich Brills ungebrochene 
Energie auf den Betrieb des Unterrichts. Er erweiterte seine Vorlesungen 
auf das Gebiet der Mechanik, wobei ihn Heinrich Hertz’ 1894 erschienene 
Prinzipien besonders anzogen. Hertz’ groBangelegter Versuch, die Krifte 
auf Trigheitswirkungen vorborgener Massen, die mit den sichtbaren in 
gesetzmaBiger Verbindung stehen, zuriickzufiihren, fihrte zwar, wie Brill 
bald erkannte, allgemein nicht zum Ziel, aber er veranlaBte diesen, nach 
Beispielen solcher Kraftwirkung zu fahnden und die Hertzsche Grundidee 
beim Aufbau einer Mechanik der kontinuierlichen Massensysteme zu ver- 
werten. Einen gleichstarken AnstoB erfuhr Brills Vorlesungstitigkeit 
durch die Relativititstheorie von H. A. Lorentz-Einstein, fiir deren Aus- 
priagung im Sinne H. Minkowskis und ibre Erweiterung durch A. Einstein 
er durch friihe Beschiftigung mit der Kriimmung mehrdimensionaler 
Raiume wohl vorbereitet war. Er legte dieser Theorie von Anfang an 
groBte Bedeutung bei und bemiihte sich um ihre Verbreitung im Kreise 
seiner Schiiler. Fiir die dlteren stand ihm dabei die Eimrichtung der 
Ferienkurse zu Gebote. 

Das wissenschaftliche Vereinswesen lag Brill von jeher am Herzen, 
kaum weniger das gesellige, das er ernsten Sinnes zur Erhéhung der 
Wertschitzung der Wissenschaft in weiteren Kreisen ausnutzte. Mit der 
ihm eigenen Griindlichkeit widmete er sich den reprasentativen Amts- 
pflichten, sei es bei der Leitung der deutschen Mathematikervereinigung, 
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beim WeierstraBjubilium 1895 oder bei Fiihrung des Rektorats 1897") 
oder bei der Vorbereitung des internationalen Mathematikerkongresses in 
Heidelberg 1904. Bei solchen Gelegenheiten fiihrte er der Offentlichkeit 
kennzeichnende Gestalten des schwibischen Volkes, wie den Geodaten 
J. G. F. Bohnenberger oder den Heros der deutschen Himmelskunde 
J. Kepler vor, oder er unternahm es, Gegenstiinde mathematischen 
Belanges dem Verstiindnis weiterer Kreise zu erschlieBen. Gelegentliche 
MiBerfolge wurden durch bedeutsame Anregungen, die von andern Vor- 
tragen ausgingen, reichlich wettgemacht. So ist die deutsche Bearbeitung 
von Keplers Mysterium Cosmographicum und der Astronomia Nova durch 
Brills Schiiler M. Caspar solchen Vortriigen entsprossen. 


Schon trug sich Brill, dessen Kinder wohl versorgt waren und 
Familien zum Teil im Ausland gegriindet hatten, mit Riicktrittsgedanken, 
als der Weltkrieg ausbrach und seine drei Séhne und den Schwiegersohn 
za den Fahnen rief. Die verwaisten Familien bevélkerten abwechselnd 
das viiterliche Haus und trotz aller damals auftretenden Schwierigkeiten 
vertraute er stets auf einen fiir Deutschland gliicklichen Ausgang des 
Vélkerringens. Er hatte wenigstens die Genugtuung, daB alle vier heil 
und mit hohen Auszeichnungen aus dem Felde heimkehrten. Brill hatte 
schon friih die tiefere Ursache der deutschen Niederlage erkannt und trat 
kraftig fiir Bodenreform, Auflockerung der GroSstadte und SeBhaftmachung 
des Proletariats ein. Auf Wunsch von Universitit und Regierung verschob 
er wiederholt seinen Riicktritt, so daB er erst im Marz 1919 seine Vor- 
lesungen schloB. Zahlreiche und aus tiefem Herzen kommende Kund- 
gebungen seiner Schiiler anlaBlich der verschiedenen Jubilien, die sich im 
Laufe der Zeit einstellten, bezeugten ihre Verbundenheit mit dem Lehrer; 
zu ihnen gesellten sich allerlei Ehrungen aus wissenschaftlichen Kreisen, 
darunter die Mitgliedschaft der Accademia dei Lincei in Rom 1914, das 
Ehrendoktorat der Technischen Hochschule Miinchen 1914. 


Nach dem endgiiltigen Riicktritt vom Lehramt widmete sich Brill 
einer neuen Aufgabe, die fiir seine Stellung bezeichnend ist. Schon vor 
dem Kriege war in juristischen Kreisen der Universitit Tiibingen die 
Griindung einer Gesellschaft zur Férderung der Wissenschaften in die 
Wege geleitet worden. Diesen Gedanken griff Brill nun wieder auf, und 
zwar in der bestimmten Absicht, den Naturwissenschaften den gebiihren- 
den Anteil an der Griindung zu sichern. Auch trat er fiir die Beiziehung 
der Technischen Hochschule in Stuttgart ein und bemiihte sich um die 
Beschaffung von Mitteln aus den Kreisen der Industrie, die er richtiger 





1) Im Anschlu8 an welches ihm der Kénig den Kronenorden mit dem per- 
sénlichen Ade] verlieh. 
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zu schitzen verstand als die meisten seiner akademischen Kollegen. Die 
Notwendigkeit eines Publikationsorganes stand ihm von vornherein fest, 
und so griindete er die Tiibinger naturwissenschaftlichen Abhandlungen, 
die Aufsitze von allgemeiner Verstindlichkeit enthalten und dem Neben- 
zwecke dienen sollten, die Universitatsbibliothek im Austauschverkehr zu 
bereichern. Bei der zunehmenden Geldentwertung war das keine leichte 
Sache, und die Kosten fiir die ersten sechs Hefte muBten férmlich zu- 
sammengebettelt werden. Eine zweite Sorge, die den Lebensabend Brills 
erfiillte, war die Herausgabe seiner Vorlesungen, auf deren Ausfeilung er 
zeitlebens viel Sorgfalt verwandt hatte. Zwei davon waren schon vor 
dem Kriege (die Einfiihrung in die Mechanik raumerfiillender Massen, 
Teubner 1909, und jene iiber das Relativitatsprinzip, ebenda in vier 
Auflagen 1912—20) erschienen, aber die geldlichen Schwierigkeiten ver- 
zégerten den Druck der Vorlesungen iiber algebraische Kurven und 
Funktionen bis 1925, und die Vorlesungen iiber allgemeine Mechanik 
erschienen erst dank dem LEingreifen der Notgemeinschaft Deutscher 
Wissenschaft 1928, erstere bei Vieweg, letztere bei Oldenbourg. 

Brills Freude und Sorge im Greisenalter galt zwar in erster Linie 
seiner zahlreichen GroBfamilie, fiir die er ein Gegenstand der Verehrung 
und des Stolzes war, aber er behielt seine lebendige Anteilnahme an den 
Fortschritten der Wissenschaft, insbesondere auch der Physik. Die ,,Mathe- 
matischen Annalen“‘, welche seine bedeutendsten Veréffentlichungen ent- 
halten, bezog er vom Griindungsjahr 1868 bis zu seinem Tode. Noch 
als Neunzigjahriger griff er, als er in einer dort erschienenen Arbeit’) 
eine versteckte Liicke im Beweis seines ,,Restsatzes‘ aufgezeigt fand, zur 
Feder, um die Tragweite seiner Methoden zu verteidigen, und nichts be- 
zeichnet mehr die Klarheit seines Denkens und den Adel und die Freiheit 
seiner Gesinnung, als dab er die geplante Veréffentlichung alsbald zuriick- 
zog, als ihn ein von van der Waerden angegebenes und ihm durch 
Emmy Noether, die Tochter seines alten Freundes, iibermitteltes Gegen- 
beispiel von der Berechtigung des Einwandes iiberzeugte. Wenige Monate 
vor seinem Ableben beschiftigte ihn eine selbst gestellte Aufgabe der 
BildmeSkunst, die er auf ein Eliminationsproblem zuriickfiihrte, zu dem 
er die Gleichungen ausfiihrlich niederschrieb. Brill pflegte iiber einen 
GroBteil seines langen Lebens eine Chronik zu fiihren, in die er alle 
méglichen Dinge eintrug. Einen immer noch iiber 1000 Seiten umfassenden 
zweibaindigen Auszug aus diesen Eintragungen hat er 1887 begonnen und 
1927 fiir seine Kinder als Lebenserinnerungen zu Ende gefiihrt. Eine 


*) van der Waerden, Zur Begriindung des Restsatzes mit dem Noetherschen 
Fundamentalsatz. Math. Annalen 104 (1931). 
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Abschrift hiervon hinterlieB er dem Verfasser dieser Zeilen, mit dem er 
iiber 50 Jahre in Briefwechsel gestanden hat und der sie als Hauptquelle 
fiir diesen Nachruf benutzt hat. Der letzte Eintrag vom 9. Juni 1935 
in die Chronik enthalt die bedeutsamen Worte: ,,Aber ich méchte meiner 
Uberzeugung doch einmal Ausdruck geben, da8 mir das Vaterland in der 
Hand von Hitler die schénste Lésung der Schwierigkeiten aller Art scheint, 
die Deutschland bis dahin bedroht haben. Méchte der Mann dem Volke 
noch lange, lange erhalten bleiben“. 

Brill hatte das seltene Gliick, das 70 jahrige Doktorjubilaum und die 
diamantene Hochzeit im Genusse voller geistiger Kraft zu erleben. Bald 
darauf, am 18. Juni 1935, segnete er nach kurzer Krankheit das Zeitliche. 

Die wissenschaftliche Arbeit fiel Brill nicht leicht. Von Einzel- 
beispielen ausgehend, drang er zu Siatzen allgemeiner Geltung vor, deren 
Begriindung viel Miihe kostete. Von der eigenen Leistung selten voll- 
befriedigt, folgte er gerne dem Rat kundiger Freunde, kam wiederholt 
auf das gleiche Thema zuriick und veranderte und verbesserte die Beweise. 
Sein mathematisches Werk, namentlich das auf die algebraische Geometrie 
beziigliche, ist anlaBlich verschiedener Jubilien geschildert worden, am 
sachkundigsten und anteilnahmevollsten wohl von F. Severi bei dem 
80. Geburtstage in der in der Kinleitung zitierten Schrift. Da Brills Werk 
mit dem von Max Néther vielfach verkniipft ist, darf man auch die Aus- 
einandersetzung iiber den beiderseitigen Anteil, die Brili in dem Nachruf 
auf seinen langjihrigen Freund im 32. Jahresbericht der D. M. V. (1923) 
gegeben hat, nicht iibersehen. Sie ist zudem ein beredtes Zeugnis von 
der Beherrschung des umfangreichen und schwierigen Stoffes sestens des 
Achtzigjahrigen. Die gedruckten Vorlesungen Brills sind durch eine un- 
gliickliche Verkettung auBerer Umstinde zu spit erschienen, um ihre volle 
Wirksamkeit zu entfalten; sie sind auch manchmal zu zeitgebunden fiir 
eine Dauerwirkung auf groBe Massen. Brill selbst hat sie, wie sein ganzes 
mathematisches Werk, wohl geschitzt, aber nicht iiberschitzt. Hoher 
stand ihm die Liebe seines groBen Schiilerkreises und das Denkmal, das 
er sich in ihren Herzen gesetzt hat. 


Miinchen, 18. Februar 1936. 


(Eingegangen am 19. 2. 1936.) 











iiber die Bestimmung Dirichletscher Reihen 
durch ihre Funktionalgleichung. 
Von 


E. Hecke in Hamburg. 


§ 1. 
Problemstellung und Uhersicht iiber die Resultate. 
Man weif durch die Untersuchungen von Herrn Hamburger'), daB 
die Riemannsche Zetafunktion {(s) durch ihre Funktionalgleichung 


G(s) = G(1 — s) 
mit 


G(s) = a *P(5)c(), 


eindeutig bis auf konstanten Faktor bestimmt ist, wenn man auBer ge- 
wissen Regularititsforderungen fiir {(s) die Entwickelbarkeit in eine 
spezielle Dirichletsche Reihe 
cw = 3 
n=1 
verlangt. Im folgenden untersuche ich eine allgemeinere Klasse von 
Funktionalgleichungen, wie sie bei vielen Dirichletschen Reihen aus der 
Arithmetik bestehen, und gewinne damit gleichzeitig ein neues Resultat 
fiir das Riemannsche ¢(s), welches in einem wesentlichen Punkte iiber 
das bekannte hinausgeht; nur die Regularititsforderung wird etwas ver- 
scharft. 
Es seien A, k, y konstante, von der komplexen Variabeln s unab- 
hangige GréBen, und 
A>0, k>0O. 
Man bilde mit einer analytischen Funktion (s) den Ausdruck 
(1) R(s) = (F) “Te) 9) 


und suche alle »(s) mit folgenden Eigenschaften: 








1) Hans Hamburger, Uber die Riemannsche Funktionalgleichung der {-Funk- 
tion I., II., III., Math. Zeitschr. 10 (1921); 11 (1922); 13 (1922). 
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I. (s—k) (s) ist eine ganze Funktion von s von endlichem Ge- 
schlecht. Eine solche Funktion ¢(s) heibe 


»vom Typus k*. 
II. Es ist 


(2) R(s) = y R(k — 8). 


Da nach I. R(s) (s — k)s regular fiir R (s) > 0 ist, so ist es auch iiber- 
haupt im Endlichen regulir. Uberdies mu8 offenbar 
y=x21 
sein. 
III. @(s) soll in eine spezielle Dirichletreihe 


y(s) = ¥ a,n-* 


n=1 
entwickelbar sein, die irgendwo konvergiert. 

Von einer Funktion g(s) mit den Eigenschaften I., I1., III. wollen 
wir sagen, sie habe die 

Signatur {A, k, y\“, 
und das Zahlentripel iiberhaupt als Signatur bezeichnen. In § 2 bis 5 
wird die Frage behandelt, die Funktionen mit gegebener Signatur auf- 
zustellen bzw. die Anzahl der linear unabhingigen zu ermitteln. 

Dieses Problem wird in §2 nun auf elementare Weise (durch das 
I’-Integral und seine Umkehrung, das Mellinsche Integral) in ein Problem 
aus der Theorie der automorphen Funktionen iibergefiihrt. Es ist dazu 
nichts weiter nétig, als konsequent die klassische Methode zu verfolgen, 
welche den Ubergang von ¢(2s) zur Thetafunktion vermittelt. Die Gruppe 
linearer Substitutionen, welche hier zugrunde liegt, wird erzeugt durch 
die beiden Substitutionen 


, , 


t=t+Ai4, r= - * (Gruppe © (A)) 


und jede Funktion g(s) mit der Signatur {/A, k, y| entspricht genau einer 
Funktion f(z), die sich bei der Gruppe © (A) etwa so verhilt, wie eine 
Modulform von der ,,Dimension — k** und dem Multiplikator y bei Modul- 
substitutionen. Die Aussage iiber das Verhalten von f(r) bei 1 = 1+A 


ist das Aquivalent fiir die Forderung ,,spezielle Dirichletreihe fiir  (s), 
und die Aussage iiber i ( — +) ist das Aquivalent fiir die Funktional- 


gleichung von g(s). Von hier aus sieht man deutlich die Tragweite dieser 
gleichzeitigen Forderungen; sie bedeuten soviel wie eine Aussage iiber das 
Verhalten von /(t) bei der unendlichen Gruppe 6 (A). 

Die Resultate sind nach dem Typus der Gruppe (A) wesentlich 
verschieden und auch von verschiedener Wichtigkeit fiir die Arithmetik: 
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Fiir 4 > 2 ist G(A4) vom Schottky-Typus, und bei A <= 2 vom Typus 
der Modulgruppe, die ja mit ©(1) identisch ist. 
Es wird gezeigt werden: 


Satz 1: Wenn 4 > 2, so gibt es unendlich viele linear-wnabhdngige 
Funktionen der Signatur {4,k, y}. (§ 3). 


Satz 2: (A= 2). Die Anzahl linear unabhéingiger Funktionen der 
Signatur {2, k, y} ist endlich: fiir y = 1 gleich [£]+ 1 und fiir y = —1, 
wenn k > 2, gleich [FA] +1, sonst Null. 

Insbesondere hat man fiir {2,4,1} als einzige Lésung ¢ (2s) 
= p(s) und bei {2,1, 1} als einzige Lésung die Zetafunktion des 
Kérpers K(¥—1). (§ 4). 

Zu diesen Reihen gehéren weiter auch alle Reihen, wo a, = Anzahl 
der Darstelluigen von n als Summe von r Quadraten ganzer Zahlen. 
Sie haben die Signatur (2, =: 1}. 

Satz 3, 5,6 in §5: Bei 0<4<2 ezistieren Funktionen der 
Signatur {A,k,y} nur dann, wenn i, k von der Gestalt sind 

nm 4K 
mit positiven ganzzahligen q, K(q > 3). Die Anzahl der p(s) ist dann 


ciz-! 
Pal + 1, und speziell ist die Anzahl der bei s =k reguliren 


— q 
Lésungen o(s) genau = ee 

Fir 0<A4<1 gibt es demnach iiberhaupt keine Funktionen der 
Signatur {A, k, y}. 

Speziell ist die Zetafunktion des Kérpers K (¥—3) (auch 
noch die mit dem einfachsten GréBencharakter gebildete) durch 


ihre Signatur. (V3, 1,1} bis auf einen konstanten Faktor be- 
stimmt. 


Fir 4=1 ist g=3 und G(A) die Modulgruppe. Zur Signatur 


k 
(1, k, y} gibt es keine Lésungen, auBer, wenn k grade und y = (— 1)?. 
Die Anzahl der unabhingigen Lésungen ist dann 


FA} wenn k = 2 (mod 12) 
1+ [a wenn k + 2 (mod 12). 
In diesen Formeln bedeutet [a] fir a>0 die gréBte ganze Zahl <a. 
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Unter den aus der Arithmetik stammenden Dirichletreihen sind nun 
solche der Signatur {A, k, y} vor allem in folgenden Fallen: 

a) Die Riemannsche Funktion ¢ (2s) mit {2, 4,1} und die rationalen 
L-Reihen gebildet mit Restcharakteren mod m (bzw. passende Linear- 
kombinationen) mit {2m, 4, + 1}, {2m, 3, +1). 

Die Bezeichnung der Variablen s ist dabei aber so, daB ¢(2s) bzw. 
L (2 s, x) als Dirichletreihen in s betrachtet werden. Nach Satz 1 und Satz 2 
ist dann zwar ¢(2s) durch die Signatur bis auf einen konstanten Faktor 
bestimmt, dagegen gibt es fiir m > 2 unendlich viele linear-unabhingige 
Dirichletreihen, die sich ebenso wie L (28,7) verhalten. Herr Hamburger 
hat durch die in der Natur seines Ansatzes liegende scharfe Zusatz- 


forderung, da8 nicht nur @(s), sonderm auch noch (5) eine spezielle 


Dirichletreihe in s sein soll, wieder die im wesentlichen eindeutige Be- 
stimmtheit des Systems der L-Reihen mit festem Modul m durch die 
Funktionalgleichung bewiesen. Ich finde durch meine Methode zu der 
Signatur eine naturgemaiBe andere Forderung, welche die Endlichkeit der 
Lésungszahl auBerdem noch fiir die weiteren Fille erzwingt. 

b) Die Zetafunktion des imaginar-quadratischen Kérpers mit der 
Diskriminante D, sowie die Zetareihen fiir die einzelnen Idealklassen dieser 
Kérper gehéren zur Signatur {|VD|, 1,1}. Desgleichen gehéren die Zeta- 
funktionen mit GréBencharakteren*) aus diesen K6rpern zur Signatur 
(\VD\, k, +1} mit ganzen rationalen k, wenn man sie mit dem Argument 
s+ const. an Stelle des iiblichen schreibt. Abhnliches gilt fiir die ganz- 
zabligen Multipla m | VD} = 4, welche bei Verfeinerung der Klassen- 
einteilung der Ideale durch Hinzunahme eines Moduls auftreten. Fiir 
|D| > 4 sind nach Satz 1 stets unendlich viele linear-unabhingige 
Lésungen des Probleras vorhanden. Um einen Endlichkeitssatz beweisen 
zu kénnen, hat man dann folgenden Ansatz zu machen: 


Es sei eine quadratische Matrix € = (c,,) des Grades N gegeben. 
Gesucht werden N spezielle Dirichletsche Reihen vom Typus k, ¢,(s) 
(lL = 1, 2,...,.N), welche die Eigenschaft haben: 


(3) R,(k —s) = E ey R, (8) (i = 1,..., ¥) 


wobei 


R,(s) = (=) ‘T'(s) qui). 


4 


Uberdies soll aber 


2) E. Hecke, Eine neue Art von Zetafunktionen und ihre Beziehungen zur 
Verteilung der Primzahlen. Math. Zeitschr. 1 (1919); 6 (1920). 
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IV. fiir eine gewisse feste natiirliche Zahl q zu jeder der N Reihen 9, (8) 
eine Restklasse 


b, mod q 
existieren, derart, daB in der Reihe 
~ td) 
(4) p(s) = )' = 


n=1 
nur die Zahlen » der Restklasse n = 6, (mod q) auftreten. 

Setzt man die N Funktionen g,(s) noch als linear unabhiangig vor- 
aus, so mu8 die Substitution (3) die Periode 2 haben (was der Bedingung 
y? = 1 entspricht). Dazu tritt dann diejenige Gruppe linearer Substitu- 
tionen in N Variabeln auf, welche erzeugt wird durch € und durch die 
Substitution von der Periode g 


uel “& (i = 1, ..., N). 


Diese Gruppe heiSe M. Durch denselben Ansatz wie oben wird dann 
das Problem iibergefiihrt in ein solches aus der Theorie der automorphen 
Funktionen einer komplexen Variabeln +. Es handelt sich um die 


Gruppe 6 (=) in der friiheren Bezeichnung und um die Frage, ob diese 


einen Normalteiler hat, dessen Faktorgruppe mit MN isomorph ist (§ 6). 

Bei den L-Funktionen fiir den Modul g und den Zetafunktionen aus 
K (¥—q) ist 4 =2q oder q und die Gruppe M eine endliche Gruppe, 
isomorph mit der biniiren Modulargruppe mod 2 q oder mod q. Es gilt wieder 
der Endlichkeitssatz (Satz 9, § 6) und man kann angeben, ob z. B. auBer den 
Zetareihen fiir die einzelnen Idealklassen aus K (¥—4) (die hier noch 
mod. ¥—q aufgespalten werden!) weitere Lésungen des Systems von 
Funktionalgleichungen (3) existieren. Von besonderer Einfachheit ist das 
Ergebnis fiir ganzzahliges k > 2, wo in der Anzahl der linear- 
unabhingigen Lésungssysteme explizite die Klassenzahl von K ()—q) 
auftritt (§ 7). 

Insbesondere erscheint die Zetareihe aus K (VD), erstreckt iiber die 
einzelne Idealklasse, und die Teilsummen dieser mod )D aufgespaltenen 
Reihe als ein System von Dirichletreihen, das zusammen einem System 
derartiger Funktionalgleichungen geniigt. Ein‘ solches System hat nur 
endlich viel linear unabhingige Lésungssysteme. Durch Hinzunahme 
einer Funktionalgleichung, welcher das der Restklasse 0 mod. YD ent- 
sprechende Element ¢,(s) nach Multiplikation mit |D\* genigt (Signatur 
(\VD|, &, 1}) wird aus der genannten Schar eine Teilschar ausgesondert, 
unter der sich fiir k = 1 die Zetafunktion des Kérpers und fiir k = 2,3,... 
die Zetafunktionen mit ,,GréBencharakteren“ 2*~'(u) befinden. Mit Hilfe 
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meiner neuen Sitze iiber elliptische Modulformen*) lassen sich dann 
— wenigstens fiir Primzahlen D, wo ich die Rechnung schon durch- 
gefiihrt habe — diese Zetafunktionen eindeutig als charakteristische 
Wurzeln einer durch die Daten des Problems gegebenen Matrix fest- 
legen (§ 7). 

Die offenbar notwendige Hinzunahme dieser mod YD aufgespaltenen 
Zetareihen zur Zetafunktion des Kérpers ergibt auch fiir die Riemannsche 
Zetafunktion einen neuen Gesichtspunkt, wo durch Hinzunahme der 
L-Reihen eine analoge Méglichkeit besteht. 

Bei den folgenden Beweisen wird die allgemeine Theorie der auto- 
morphen Funktionen nicht benutzt; die Existenzbeweise in § 3 und 5 
erfordern nur den Fundamentalsatz der konformen Abbildung und einige 
elementare Siitze iiber analytische Fortsetzung durch das Spiegelungs- 
prinzip aus der Theorie der Dreiecksfunktionen. 


§ 2. 
Ubergang zur Theorie der automorphen Funktionen. 


Es sei y(s) nun eine Funktion mit der Signatur {/4,h,y|}. Da sie 
als absolut konvergente Dirichletreihe in einer gewissen Halbebene § (s) >, 
beschrinkt ist, andererseits vom Typus I. sein soll, so ist sie wegen der 
Funktionalgleichung auf Grund der bekannten SchluBweise von Phragmén- 
Lindeléf in jedem fester Streifen 6, < R(s) =o < B, von endlicher 
GréBenordnung in bezug auf die Ordinate, d.h. es gibt zu £,, 8, eine 
positive Zahl A, so daB 


(5) p(o+it) =O(jt|4) fir |t} +o, 8, <o<B, 
gleichmaBig in o. 

Nun betrachte man die, offenbar in der Halbebene R(x) > 0 regu- 
lare, Funktion 


= ~ Foe 
(6) F(z) = Sae ? 


’ 


welche durch die Koeffizienten a, von g(s) eindeutig bestimmt ist. Sie 
lé8t sich unter Benutzung des Mellinschen Integrals 
1 ff r(¢s) 
2ai } x 
(G9) 


o-* = 


ds 





3) Eine kurze Skizze der Theorie habe ich veréffentlicht: Die Primzahlen in 
der Theorie der elliptischen Modulfuriktionen, Danske Videnskab. Selsk. Matema- 
tisk-fysiske Meddelelser 18 (1935), 10. 


Mathematische Annalen. 112. 


44 
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(die Integration ist dabei lings der vertikalen Geraden R(s) = o, mit 
o, > 0 im Sinne wachsender Ordinaten zu erstrecken) durch einen Inte- 
grationsproze8 aus ~(s) gewinnen: 


oc 


F (z) .s Ps a, mat {ds 





224 2; 
. n=1 (2702) 
(0) 
a 22\~—# I'(s) p(s) 1 , R(s) 
= aa | (7) 2 ds ~ Bae | x ds. 
(04) (94) 


Dabei soll die Gerade R(s) =o, im Innern der absoluten Konvergenz- 
halbebene von g(s) liegen, wo wegen des bekannten asymptotischen 
Verhaltens der J-Funktion die Vertauschung von Summation und Inte- 
gration erlaubt ist. Hier kann nun der Integrationsweg unter Beriick- 
sichtigung der einzigen Pole s = 0,k des Integranden auf eine beliebige 
Vertikale der s-Ebene verschoben werden. Denn fiir festes z mit 


z= |z|-e?, -($-)<s 9s - (e > 0) 


ist nach (5) fiir |t} > o 


2M) = 0 = — jefe 8 +4) = Ofer ej 4 +4) 


gleichmaBig fir 8, < o < f,. Mithin ist 
re) = gh; { MbaMara st, [ Mas 





2x4 a** 221i at—* 
(k— 0) (k—6,) 
(7) y R (s) = R(s) = 
= = oS ” \" ds — | ds — 7 A "a A 
2aix* z* Qni-2* ) «-* al o “t+ Ay) 
(k—,) (6) 


wo A,,A, die Residuen von == ei s=0,k bedeuten. Wegen 
Zz 


R(s) = y R(k— s) ist aber das Residuum von R(s) bei s = 0 gleich 
dem Residuum bei s = k, mit dem Faktor —y. Setzt man also 


a = Residuum von ¢(s) bei s = k 


8 : 22\-*,, 

® a= CYP, 

so ist 
A, = 0,2 
A, = —y7C, 


und aus (7) ergibt sich 


“Vp T x 
Peer ae 9a 














Bestimmung Dirichletscher Reihen durch Funktionalgleichung. 671 


Die Potenz z* ist dabei der in der rechten Halbebene eindeutige Zweig, 
welcher fiir positive x positiv ist. Setzt man daher 

= —$t, 
wo dann t in der Halbebene mit positiv-imaginirem Teil variieren darf, 
und fiihrt ein 


(9) f(t) = 7 Cy + F(— in), 
so ist 
_1) 
(10) He+a=fe = 7I (0). 


Die Forderung, daB g(s) eine Konvergenzhalbebene hat, bedeutet, daB 
a, nicht stairker als eine Potenz von n wichst und ist gleichwertig mit: 
. hs " 
1) {(z) ist fiir R ( =) > 0 regular a 
f(t) ist auch bei i o regular, gemessen in e * . 

(12) Fiir reelle u,v ist f(u+iv) = O(v-*) fir v0 
gleichmaBig in u mit irgendeinem festen AK, das wir gleich noch > k 
annehmen. 

Hat umgekehrt die in der oberen t-Halbebene regulire Funktion f(r) 
die Eigenschaften (10), (11), (12), so besteht eine konvergente Entwicklung 





pone sxi 
f(t) =b4+ Dae", 


n=1 


in der keine negativen Exponenten auftreten, und die Dirichletsche Reihe 


* 
7 (8s) = 2 a 

ist von der Signatur {A,k,y}. Denn das J-Integral liefert fiir dieses 

p(s) die Darstellung (bei R(s) > K + 2) 


R(s) = [PF (a)a*-*da, wo bei z > 0 
0 


F (z) = f (tx) — 6, 
und nach (8), (10) mit b, = yC, 


F(z) 


xk 





F(z) =y - b+ “oP 


R(s) = [re da = ( (Fey + F(=)e")F 


0 1 


F (2) (2° + jpat—1)  — Peo _ o, 
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Also ist o(s) vom Typus k und 
R(s) = y R(k — 8). 

Mithin gilt der 

Hauptsatz: Die Anzahl der linear unabhiingigen Dirichletreihen der 
Signatur {A,k,y} ist genau gleich der Anzahl der linear unabhidngigen 
Funktionen f(t), welche die Eigenschaften (10), (11), (12) besitzen. 

Zur Bestimmung dieser f(t) betrachte man diejenige Gruppe 6 (A) 
linear-gebrochener Substitutionen von 1, welche erzeugt wird aus: 

O:’=t1+A; Vir= ~=. 

Die obere und die untere Halbebene gehen durch ©(A) je in sich iiber. 
Es ist zu vermuten, da8 ein Fundamentalbereich von 6(A) enthalten ist 
in dem Teil des Vertikalstreifens — + SR(t) = = der auBerhalb des 


Einheitskreises liegt. Dieser Bereich B ist ein zusammenhingendes Stiick, 
das aus der oberen in die untere Halbebene reicht, wenn 4 > 2. 


§ 3. 
Der Fall 4 > 2. 
Sei also zuniichst A> 2. Dann kann man sich automorphe Funk- 
tionen von der Art der /(r) durch das Prinzip der konformen Abbildung 


auf folgende Weise konstruieren. Man bilde die linke Halfte des Bereiches B, 
nimlich den Bereich 


—~ $< R(t) <0, |r/>1 (Bereich B,) 
auf das Innere der oberen Halbebene von z durch 
Zz h(t) 

eineindeutig und konform ab, was bekanntlich méglich ist. A(t) ist nach 
dem Spiegelungsprinzip iiber den Rand von B, fortsetzbar und erweist 
sich als eindeutig in t in der ganzen Ebene und invariant bei @(A). 
Normiert man A(r) noch so, daB 

h(r) = 1,0, & 

bei tr = +140,1, —1 
(durch eine linear gebrochene Substitution mit reellen Koeffizienten), so 
nimmt A(t) in B jeden Wert genau einmal an, gemessen in den richtigen 
Ortsvariabeln von (A), insbesondere hat es im Punkte —i einen Pol 
erster Ordnung, ist also im Innern der oberen Halbebene regular und fiir 
R (=) > 0 auch beschrinkt. Es existiert also eine Fourierentwicklung 


nT 
27i 


h(t) = 1+ bx a,e + 


n=1 
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mit beschrinkten Koeffizienten, iiberdies a, + 0, weil der Wert 1 in 
erster Ordnung angenommen wird. Die Funktion H (tr) = Vh(z) ist ferner 
offenbar noch in der oberen Halbebene (nicht auch noch in der unteren) 
eindeutig und regulir, da sie sich in der Umgebung jeder Stelle so ver- 
halt, und es ist 


(13) H(r+4)=H(x), H(—+) = —H(2). 


Die Ableitung A’(t) verandert sich bei den Substitutionen von 6 (A) 
bekanntlich so: 


D 
h (2h) = (er +d)*X' (2) 


und hat als einzige Nullstellen also in der oberen Halbebene die Punkte 

+to und i, derart, daB 

g(t) = — 2 
H(t) (h(t) —1) 

im Innern der oberen Halbebene und bei ¢ o regulir und von Null 

verschieden ist. Daher ist hier log g(r) eindeutig und mithin fiir jedes 

positive B 





g(t)? = f, (t) 
auch eindeutig und verindert sich bei U, V so: 
1 
to(-) —e 
(—ispe = o(T), 
woraus fiir t = ¢ und f,(t) + 0 noch 0 = | folgt, da @ von t unab- 
hingig ist. Hieraus stellen wir uns eine Funktion f(t) her, die auch 
noch die Koeffizienteneigenschaft (12) hat, wie sie im Hauptsatz gefordert 
wird: Wir bedenken, daB fiir eine reelle Substitution ZL mit Determinante 1 
L(t) — L(z) = — 


jer+d\?° 


fo(t +A) = f(t), 


(@ ist die konjugiert imaginire GréBe zu «.) 
Also ist 


|h’ (x) (t — T)| und auch wit (x — Tr) 





bei © (A) invariant, iiberdies in B beschrinkt, in dem Teil, wo R (=) => 0, 


weil es in jedem Punkte definiert und stetig ist, auch bei tr = ¢ a, wo es 
den Wert Null hat, da h’(r) dort exponentiell verschwindet. Also gibt 
es eine Konstante C, so daB fiir alle r = u+iv (mit v > 0) 
h' (rz) | C 
H()| <7 
und daher, wenn nm eine ganze Zahl > # ist: 


|g (x)| |a (et) — 1" <4 
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Fiir 
f(t) = f,(t) (a(t) — 1 


(=) 


f(t +A) = f(r), Cime = /), 
is) = 0(5) 


ist dann 


gleichmaBig in wu. 

Die zu f(t) gehdérige Dirichletreihe hat dann nach dem Hauptsatz 
die Signatur {4,28,1} und die zu H(r) f(t) gehdrige die Signatur 
{A,28,— 1}, und durch Wahl von nm kann man beliebig viele linear- 
unabhingige f(r) erhalten, womit Satz 1 bewiesen ist. 


§ 4. 
Der Fall 4 = 2. 
Nun sei 4 = 2. Die Gruppe © (2), erzeugt durch t+ 2 und — =, 
ist aus der Theorie der elliptischen Modulfunktionen wohlbekannt; sie 


hat innerhalb der vollen (inhomogenen) Modulgruppe den Index 3 und 
besteht aus denjenigen Substitutionen, deren Koeffizientenschema 


ab\_ 10 0 1 F 

(¢ a) =(o 1) oder (_y o) mod 2 
ist. Ihr Fundamentalbereich ist der Teil des Vertikalstreifens — 1 < ® (rt) 
<= +1 der oberen Halbebene, in welchem |r| > 1 ist. Es gibt genau 
zwei nach ©(2) nicht-iquivalente rationale Punkte, etwa t = o und 
t = 1. Eine fundamentale Bedeutung fiir diese Gruppe hat die Theta- 
reihe 

+o 
O(c) = 0, (t) = JF ot*e*, 


Es gilt bekanntlich 
l 
o(——) 


j—ir 








6(r +2) = B(t), = Bir). 

Hierbei ist, wie auch spater, die Potenz (— ir)’ in der oberen Halbebene 
so zu wihlen, daB sie auf der imaginiren Achse positiv ist. Die 
Funktion #(r) ist im Sinne des Hauptsatzes eine Funktion f(t) mit 
k = 4 und fihrt zu einer Dirichletreihe der Signatur {2,}, 1}, welche 
offenbar 2¢(2s) ist. Die eindeutige Bestimmtheit von g(s) durch die 
Signatur {2, 4, 1} ist leicht durch Abzahlung der Nullstellen zu beweisen. 
Wir wollen gleich den allgemeinen Fall {2, k, y} behandeln. 
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Hierzu miissen wir noch das Verhalten der Funktionen f(z) in dem 
rationalen Punkte tr = 1 kennen. Zunichst ist 


Joiwan ~~ °%l) = nme 


(e eine 8-te Einheitswurzel), also 

tool; #1) ve MN (erxir 
(14) ee 7 BO, 
wo $P(z) eine bei z = 0 regulire Potenzreihe mit $(0) + 0 bedeutet. 
Da #(t) im Innern der oberen Halbebene regulir und + 0, ist auch fiir 
jedes reelle positive 6 die Potenz #?(r) noch eindeutig und regular mit 
den Eigenschaften: 

o(—+) 
Tt 


(cr + 2) = & (zr); a 

(—#r)? 

AuBerdem hat # auch die O-Eigenschaft (12), da sie ja fiir # gilt. 
Mithin ist jedes # eine Funktion f(r) im Sinne des Hauptsatzes und 
definiert eine Dirichletreihe der Signatur (2, > 1}. In der Gruppe 6 (2) 
gemessen, erhilt #(r) die Nullstellenzahl 4, entsprechend der Nullstelle 
bei t = 1, die sich aus (14) ergibt (oder auch aus der Tatsache, daB # 
eine ganze Modulform zu ©(2) von der Dimension — 1 ist, Nullstellen- 


Also hat ##(7), 


Tt 
Boo (=F) a aa Ont 








= 6? (rt). 


zahl = Index der Gruppe x Betrag der Dimension x 3) 


in der Gruppe ©(2) gemessen, die Nullstellenzahl , und wir wollen 
zeigen, daB fiir y = 1 jede Funktion f(t) mit den im Hauptsatz ge- 
forderten Eigenschaften die Nullstellenzahl + besitzt. Hierzu miissen wir 


feststellen, daB f(r) in dem rationalen Punkte t = 1 auch vom Charakter 
einer ,,ganzen Modulform“ ist. Der Quotient 

_ f(r) 
(15) h(t) = Src 
ist absolut invariant bei &(2), weil er bei den Erzeugenden der Gruppe 
sich nicht andert. Setzen wir 


S(t) = sat 
so bleibt A(St) bei P(r) = ++ 1 invariant, weil 
SPS- = (*, 3) au 6 (2). 
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Also ist nach (14), (15) 


je (Sr) a ny enirat . 
Cis ~ "Sa Epip = Se = Oi" we * h, (rt), 


wo h,(r) eine periodische Funktion von t mit der Periode 1 und in der 
oberen Halbebene regular ist. Hiernach existiert eine Entwicklung 


+x 
h, (t) _ > Cy ez tirn 
r= —o 


7 psy er(n+t) 
ws 1) ieee 


und in dieser letzten Entwicklung — das ist das Ziel dieser Uberlegung — 


kénnen nun wegen der O-Eigenschaft (12) keine negativen Exponenten 
auftreten. Denn es ist 


“a7 — 4% i n ) 
o = f g(t) amir ( +a) as. 
To 
wo tT = u,-}-tv, ein beliebiger Punkt im Innern der oberen Halbebene, 
etwa t, = iv,. Fir! = n+ 4 ist also 


1 1 
Cy = [gir +a) em a*Omr olde = ettro | g(t, + ae tt" dz 


0 0 


von v, unabhingig. Dieser Ausdruck konvergiert aber bei 1 < 0 fir 
v, > + co gegen Null, weil g nur wie eine Potenz von v, wachsen kann: 
Es ist gleichmaBig bei 0 <= x < 2 fiir v} » + o nach (12) 
c | 8 +ir ) ’ \ 
g(z+tv,)| = ok de Ml < | if oo ad ) 


—= wtl 
((z — 1)? + v3)? vathieas 


= fut ail |< ¢ (SEES & Ome. 


Daraus folgt: h(St) hat bei r = o, also A(r) bei r = 1 den Charakter 
einer rationalen Funktion der Gruppe (2), also ist A(z) eine rationale 
Funktion der Gruppe und hat ebensoviel Nullstellen wie Pole im Funda- 


mentalbereich. Also hat /(r) ebenfalls die Nullstellenzahl 4. 


Unter diesen Nullstellen muB aber nach (16) tr = 1 in einer gewissen, 
durch & allein bestimmten Mindestordnung auftreten, namlich in der 


Ordnung z- [4]. wo [z] die gréBte ganze Zahl < z. 


Folglich ist die Anzahl der linear-unabhingigen /(r) der ,,Dimension 
—k* mit y = 1 so groB, wie die Anzahl der rationalen Funktionen der 
Gruppe © (2), welche héchstens in den Nullstellen von ?* Pole besitzen, 
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d.h. nur bei tr = 1 einen Pol, und zwar von einer Ordnung < [<]- 


Da (2) das Geschlecht 0 hat, so ist diese Anzahl gleich [<]+ l. 


Jede dieser Funktionen hat aber auch die O-Eigenschaft (12) und fiihrt 
also wirklich zu einer konvergenten Dirichletreihe. Bei zwei zpeziellen 
Funktionen kann man namlich die O-Eigenschaft unmittelbar konstatieren, 
namlich bei 

7] 


2k 
00 
. k 
und fiir ganze = auch bei (#*, + #§, + 05,)4; (hier ist die Klammer das 
WeierstraBsche g,). Offenbar kann man nun zu jedem f(t) eine solche 
Linearkombination dieser beiden oder nur der ersten addieren, daB die 
Summe auch die Dimension — k und y = 1 hat und in beiden rationalen 
Spitzen t = o und rt = 1 verschwindet. Eine solche Funktion hat 
aber, wie ich friiher gezeigt habe‘), die O-Eigenschaft (12). Einfacher 
zeigt man das durch die Betrachtung der absolut invarianten Funktion 
k 
jr — =F}? |f(r)], 

wie es in §5 zum Beweis von Satz 4 ausgefiihrt ist. Damit ist endlich 
bewiesen: 

Satz 2a. Die Anzahl der linear unabhingigen Dirichletreihen der 
Signatur |2,k, 1} ist [=] + 1, also insbesondere = 1 fiir 0 << k < 4. 


Die Funktion ¢(2s) und die Zetafunktion des Kérpers K(| — 1) 
(wo k = 1) sind also durch ihre Funktionalgleichung bis auf einen 
konstanten Faktor bestimmt. 


Der Vollstandigkeit halber sei auch noch der Fall {2, 4, — 1} erledigt. 


Wenn 
j—- 1 
due, 


(17) He+2) = fle), HE = - 1 (0), 


so muB /(i) = 0 sein, d.h. f hat bei tr = 7 eine Nullstelle von einer 
Ordnung > } gemessen in (2), da als Ortsvariable hier (rt — 7%)’ zu 
nehmen ist. Aber f?(r) hat die Dimension —2k und y = +1 und 


besitzt die Nullstellenzahl = = 4 also mu8 k > 2 sein. Fiir k = 2 
hat aber in der Tat 
he (t) = df, (rt) — d3, (r) 


4) E. Hecke, Theorie der Eisensteinschen Reihen héherer Stufe..., Abh. Math. 
Sem. Hamburg 5 (1927), § 4. 
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die Eigenschaften (17). Hier ist als einzige Nullstelle der Punkt tr = i 
mit der Ordnung } vorhanden. Hat man nun in f(r) fiir k > 2 eine 
Lésung von (17), so ist offenbar der Quotient 
* _ f(t) 
f (r) opi fg (tz) 
noch eine ganze Form der Dimension — (k — 2), welche y = 1 hat, und 
umgekehrt erhalt man auch alle f(r) in der Gestalt /*(z)-f,(r). Also 
gilt auch 
Satz 2b. Die Anzahl der linear unabhédngigen Dirichletreihen der 
Signatur {2,k, —1) ist Null fiir k < 2, dagegen (">") +1 fiir k> 2. 
Ich stelle hier zunichst fiir die ganzzahligen Werte k einige Dirichlet- 
reihen der Signatur {2,k,y} zusammen. Sie lassen sich aus {(s) und 
L(s) aufbauen. Dabei ist 





an 


19 = S(=)e 


n=1 


die L-Reihe mit dem Restcharakter mod 4, und bekanntlich bleibt 


a\-~ +1 

(Z) PLO =10 
beim Ubergang von s zu 1—s invariant; d. h. L(2s—1) hat die 
Signatur (8, 3,1}. Unter Benutzung von 


roy = eer(§) (4H) 





&(s) =a? 1($)o(s) = 1-8) 
bilde man nun fiir ganze n > 0 
G,(s) = a—* I'(s) f(s) L(s — 2n), 











(18) G . 
a(8) = a—*I'(s) ¢ (s — 2n) L(s). 
Es wird oan 
G, (8) = m—"29"—* E(s) n(s — 2n) 9 wt 
r(s)r( 2 —n) 
s+1 
Fg bom a 
= 2-2-1 46) 9¢— 29) OE) F 
r(-—*) 





me a"t-* g?"—1 E(s) n(s — 2 n) Wee —i), 


i=1 


G,(s) = x 4-". 4 -€ (s — 2n) n(s) IT (+-*)- 


i=1 
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Also 
G, (2m +1 —s) = (— 1)" 22"G, (s), 
22"G,(2n +1 —s) = (— 1)*G, (8). 
Daher ist 
(19) 0 (s)L(s — 2m) + y(— 4)" (s —2n) L(s) 
eine Reihe der Signatur {2,2n-+1,y}, auBer fir n = 0, y = — 1, wo 


(19) im Einklang mit Satz 2b identisch Null ist. 
Ebenso findet man fiir 


G (s) J 2-*C(s)o(s — 2n+ 1) I°(s) 2-8, 
(20) = a-"-4-€()E(s—2n41) Jf (24 


i=1 





= i), 
G(2n — 8s) =(— 1)"G(s). 

Da 2* + 22"—* beim Ubergang von s zu 2% —s den Faktor +1 erhilt, 

so gehért die Signatur 


{2,2m,(—1)"} | au 2-*f(s) f(s —2n+ 1) fiir n>2 
(21) eal 
{2,2n,(—1)"} gu 2-*f(s) f(s —2n+ y(t 2) fiir n>1 
(22) (2, 2m, (— 1)"*+*} zu 2-*¢(s)0(s — 2m + 1)(2*— 2?"—*) fiir n>1. 


Die Reihe (19) fir y = 1, n = 0 ist ¢(s)Z(s), also die Zetafunktion 
des Kérpers K(V—1). Die Zetafunktionen mit GréBencharakter aus 
diesem Kérper liefern weitere Reihen zur Signatur Me k, ty namlich 


(23) Ce—anany = Do = 2 (ia) ror 


Hier durchliuft y alle ganzen Zahlen des Kérpers K(¥—1) auBer Null, 
und N(x) ist |u)*. 

Diese Funktionen haben die Signatur {2,4 + 1,1}. Fiir die ganz- 
zahligen Werte 0 << k = 5 sind damit nach Satz 2a, 2b alle Reihen 
der Signaturen (2, k, y} gefunden’). 

Bemerkenswert ist, daB sie alle eine Eulersche Produktentwicklung 
besitzen. Eine nahere Untersuchung hat nun ergeben, daB diese Eigen- 
schaft in passender Verallgemeinerung sich fiir alle Reihen der Signaturen 
{2,k,y} mit ganzen k vorfindet. Das Eulerprodukt ist das Aquivalent 
fiir eine Eigenschaft der zugehérigen Potenzreihen f(r), die sich als 





5) Die zugehérigen Potenzreihen sind alle bekannt. Eine Zusammenstellung 
fir alle ganzen k = 9 findet sich bei W.L.Glaisher, On the number of represen- 
tations of a number as a sum of 27 squares ..., Proc. London Math. Soc. (2) 5 
(1907), p. 479. 
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algebraische Eigenschaft des zugehérigen Kérpers der Modulformen zur 
Gruppe (2) formulieren laBt*). 

Andererseits kann man nun versuchen, fiir allgemeine Werte k die 
Dirichletreihen von den Potenzreihen aus zu studieren. Wegen des Ein- 
deutigkeitssatzes ist fiir alle reellen & zwischen 0 und 4 nur je eine 
Potenzreihe vorhanden, namlich 


#* (zr) O<k<4. 


Die Koeffizienten dieser Reihen erscheinen als stetige Funktionen des 
Parameters k. Die Dirichletreihen variieren stetig 


von {(2s)(k = 3) bis ¢(s)¢(s — 1)(1 — 2*-**) (& = 2) 


und diese beiden haben offenbar gleichwertige Nullstellenprobleme. 


Zum Studium von #**(r) bieten sich dann zwei Wege: Aus der 
Produktdarstellung von # 


8, (T) = Tl (1 — e®7imr) (1 + eriran—1)2 


n=1 


ergibt sich durch logarithmische Differentiation fiir 
y = y(t) = (2): 


(24) 2. == — Ys le2tinmt m . (— 1" (2n — 1) et#tmGn 1) 


nm 


= — Ze (npetains + (— 1)" d, (n) e7#"*), 
Hier ist d(n) die Summe aller positiven Teiler von n, d,(n) die Summe 
aller positiven ungeraden Teiler von mn. Daraus erhilt man eine Re- 
kursionsformel fiir die Koeffizienten der Reihe y in ihrer Abbiingigkeit 
von k. 

Fiir die zweite Methode ziehe man den von den Herren Hardy ‘°) 
und Mordell’) mit so groBem Erfolg fiir halbzahlige Werte k be- 
nutzten Gedanken heran, da8B sich auch Eisensteinsche Reihen von nicht- 
ganzzahliger Dimension definieren lassen. Durchliuft LZ ein volles 
System S von Substitutionen aus 6(2), dabei aber von Substitutionen 
mit derselben zweiten Zeile c,d nur je ein Individuum, so hangt die 


6) G. H. Hardy, On the representation of a number as the sum of any 
number of squares, and in particular of five or seven. Proc. National Acad. of 
Science 4 (1918), p. 189—193. 

7) L. J. Mordell, On the representations of numbers as a sum of 2r squares, 
Quarterly Journal of Math. 48 (1920), p.93—104 und vom selben Autor: Cam- 
bridge Philos. Transactions 22 (1919). 
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Menge der Werte #**(Zr) von der Wahl der LZ nicht ab, und 
die Reihe 
‘ 0* (7) 
(25) yy AE = F(t) 
Lins oe (Lr) 


hat zunichst formal die Eigenschaft, sich bei (2) ebenso zu verhalten 
wie #**(r), so daB der Quotient absolut invariant ist. Da aber 





(26) 2 
2k (aT+b er+ay‘’ 
Cry * 


wo ¢, von t unabhingig, den Betrag 1 hat, so ist die Reihe (25) fiir 
k > 2 absolut konvergent und definiert eine analytische Funktion von 1, 
welche die im Hauptsatz geforderten Eigenschaften hat — aber vielleicht 
identisch verschwindet. Da nun nach Satz 2a fiir k < 4 nur eine Funk- 
tion dieser Art existiert, so ist F(r) bis auf einen Faktor mit #*(r) 
identisch : 





> & (c, d) i 

p> ~ = A(k)-O*(r) fir 2oR<A, 
ed ers d) 

A(k) ist von t unabhingig. Die Reihe links lat sich unter Benutzung 

einer elementaren Eigenschaft von ¢, vermége einer bekannten Formel 

in eine Potenzreihe nach e*'* umschreiben. Die Koeffizienten erscheinen 


dann in der Gestalt unendlicher Reihen 


Y # (Gd) xind 
+Sd<2¢ , 
c,d sind teilerfremd, aber nicht beide ungerade, die Reihe fiir # > 2 
offenbar absolut konvergent. 

DaB A(k) + 0 fiir 2< k< 4, erkennt man aus dem Verhalten 
der Reihe bei t= ic. Wegen absoluter Konvergenz ist leicht fest- 
zustellen, daB die Teilsumme der Glieder mit c + 0 gegen Null kon- 
vergiert, wihrend das Glied mit ¢ = 0 den Wert 1 hat. 

Bei ganz- und halbzahligen Werten & > j sind diese Reihen unter- 
sucht worden ")‘). Sie hingen bekanntlich mit der Darstellung von n 
als Summe von 2k Quadraten zusammen. In der vorliegenden Arbeit 
tritt k als stetige Variable“) auf, und es ist zuniichst noch e& zu er- 
mitteln. Nach (26) ist fiir beliebig reelles & dazu erforderlich, fest- 
zustellen, wie sich log #,,(t) bei den Substitutionen von (2) verhilt; 

*) Der Begriff der allgemeinen automorphen Form beliebiger reeller Dimension 
ist zuerst von H. Petersson aufgestellt und systematisch untersucht worden: Theorie 
der automorphen Formen beliebiger reeller Dimension ... Math. Ann. 103 (1930), 
8. 369—436. 
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das ist im Prinzip méglich aus der Reihe (24), durch Untersuchung ihres 
asymptotischen Verhaltens in den retionalen Randpunkten. Ahnliche 
Fragen sind in der Theorie der elliptischen Modulfunktionen schon be- 
handelt worden und haben u. a. auf merkwiirdige Beziehungen zu Klassen- 
zahlen héherer algebraischer Zahlkérper gefiihrt. Die asymptotische Formel, 
welche ich bewiesen habe’), ergibt gerade den hier gesuchten Wert «¢,. 
Ich habe die weitere Untersuchung nicht durchgefiihrt. 


§ 5. 
Der Fall 0< 14 < 2, 
Endlich sei O<(.A< 2. Mit der Gruppe G(A) ist verkniipft der 
Bereich der oberen Halbebene 
R(t)>0, —-t<R~<4, |r}D1, (Bereich B) 
der in manchen Fallen ein Fundamentalbereich von (A) ist. Es sei 1, 
der Eckpunkt dieses Bereiches, in welchem die Grade R(t) = — 4 den 
Einheitskreis trifft. Ferner sei «2 (wo 0 < « < 4) der Winkel des Kreis- 
bogendreiecks B in dieser Ecke 1,, also 
COS &. = =. 
Der Punkt t, ist Fixpunkt der zu ©(A) gehérenden Substitution 
1 











(27) L(t) = "5 j H+AtrH+1=0, L(t) = %. 
In der Variabeln 
=A ee 
{= t(z) = > =—% 
hat L die Normalform 
a _ t+A en, Se. m= — t(r) 
dete tides ie <b eS 


Wir definieren wieder fiir beliebiges reelles 8 die in der oberen Halbebene 
eindeutige regulire Funktion (—ir)* durch die Festsetzung, daB sie auf 
der imaginiren Achse positiv sein soll. Dann ist insbesondere 
(—i(r, + Ay =e 7-4) 
und 
t’ = t(L(t)) = e~****t(z). 
Um die Mannigfaltigkeit der Funktionen /(r), wie sie im Hauptsatz 
zu ©(A) definiert sind, zu untersuchen, stellen wir zunichst fest: 








®) E. Hecke, Bestimmung der Klassenzahl einer neuen Reihe von algebraischen 
Zahlkérpern. Gétt. Nachr. 1921 (§ 4). 
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Hilfssatz: Eine nicht identisch verschwindende Funktion f(r), welche 
in der oberen Halbebene regular ist, die Eigenschaften 
1 
| 1(—=) 
f(t +A) = f(r), i r= 7i(t) 
(— tr) 
hat, und in eine Potenzreihe nach nicht-negativen Potenzen von eT 
entwickelbar ist, kann es nur dann geben, wenn 





1 A 
a = — arccos -> 
4 - 


rational und & rational mit einem nur von « abhingigen Nenner. 

Wir zeigen, daB « und & rational sein miissen, aus dem Verhalten 
von /(t) in der Nahe von t,. Mit Hilfe des Fixpunktes t, von L in 
der unteren Halbebene bilden wir die in der oberen Halbebene regulire 
Funktion 

G(t) = (rt — T,)*. 
Fiir sie gilt 


a we 
oO! “ia * 
wo |c| = 1, also von rt unabhingig, und wegen g(r,) = g(Lr,) + 0 


e = (—i(t,+/)k¥ =e nent ~=7, 
Mithin ist fiir 
h(t) = f(t)-@(z), 
(28) h(Lt) = yor 74-9) hz). 


Da h(t) auch in der Variabeln ¢ bei ¢ = 0 regular ist, so gibt es eine 
Potenzreihe 


h(t) = Set 


mit . 

(29) dC, t®e~ 2 tine _ ye aik(} -*) Do, tr, 

Die Potenzreihe mu8 unendlich viele Glieder + 0 enthalten, weil f(r) 
periodisch ist. Daher ist zunichst « rational, 


c= =. p,q ganz, >0, (p,q) = 1. 
Ist dann n, die Ordnung der Nullstelle t, von /(r), gemessen in t oder t, 
so ist nach (29) 


kyl » 
—e$—-g(e-F)+%+f§  O=t-™ 


mit ganzem rationalen N,. Also 





(30) gq+k-4 “2 eine gerade Zahl. 
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Im speziellen Falle A = 1, wo G(1) die Modulgruppe « = }, p = 1, 
q = 3, kommt das bekannte Resultat heraus, daf k eine gerade Zahl und 
k 


y = (—1)* sein mu8. Diese Bedingung ist noch nicht hinreichend, da 
bekanntlich auch noch k > 4 sein muB. 

Weitere Bedingungen und auch der Endlichkeitssatz kommen durch 
die Berechnung der Nullstellenzahl von f heraus. Wir miissen hier diese 
Nullstellenzahl direkt fiir f ermitteln, da wir zuniachst nicht wissen, ob 
es absolut invariante Funktionen zu ©(A) mit B als Fundamentalbereich 
gibt, wie es in der Theorie der automorphen Funktionen voraus- 
gesetzt wird. 

Hierzu werten wir 


Et. 
Iai 7** 
erstreckt iiber den passend modifizierten Rand von B, aus. Durch 
logarithmische Differentiation finden wir zuniichst fiir 





Fi =F5 
ff. 3 
F (= 





(31) F(t +4) = F(»), F (t) + =. 





Es seien n.., %, %; die Ordnungen der Nullstellen von / in den Ecken 
ico, T,,%, gemessen in e'* baw. t, endlich N die Anzahl der ibrigen 
Nullstellen von / in B, gemessen in t, dabei soll aber von den auf dem 
Rande liegenden Paaren von Nullstellen, welche durch —= oder t +A 


einander zugeordnet sind, nur je ein Exemplar gezihlt werden. Wir 
beriicksichtigen dann, daS in der Umgebung etwa von 1t,, indem wir 


t _ y's 
= 
einfiihren, cine Entwicklung 
1 df No 
i i dl —_— — oe Cy fe, t } *“*-. 


besteht; und wenn wir in der t-Ebene das Integral 


cif BS: a0 
t= sat\7 ae 
iiber einen Kreisbogen |t} = r von der Winkeléffnung «2 erstrecken, ist 
dann offenbar 


J = Ne > + e(r), 
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wo e(r) mit r gegen Null konvergiert. In der bekannten Art ergibt sich 
dann aus (31) 





i 
T=. <he~ o<giek= 
aa 7 ° 2 sau ¢* 

doh 4s 

aa ; p 1 SS. Pp 

(32) N+antmotgu= s(z- 9): 


Hieraus folgt, da die N, » > 0, aber nicht alle == 0 sind und £ = a < : 
daB die linke Seite == ist, und damit eine untere Schranke fiir / 


(33) k: es 


k 
—. =452k’ 





iV 


was fiir A = 1, « = } die oben erwihnte Bedingung k > 4 liefert. 
Ist nun m = [s (s-2)| die gréBte ganze Zahl, welche nicht 


gréBer als die rechte Seite von (32) ist, so kann es nicht mehr als m + 1 
linear unabhiingige Funktionen f(r) geben zu {A, k, y}. Denn nach (32) 
ist der Punkt icc fiir keine f/(r) Nullstelle von héherer als m-ter Ord- 
nung, es sei denn, daB f(r) = 0. Aus m + 2 Funktionen f;(r) kann man 


m+2 
aber offenbar stets eine Linearkombination 3S ¢,;/,;(1) bilden, wo nicht 
i=1 
alle c, Null sind, die bei oc eine Nullstelle (m 4- 1)-ter Ordnung hat; 
diese Funktion muB also identisch verschwinden, also sind m+ 2 Funk- 


tionen /(t) immer linear abhingig. Damit ist bewiesen: 


Satz 3. Fiir 0 < 4 < 2 gibt es Funktionen o(s) zur Signatur {2,k, +) 
héchstens dann, wenn a Senden von der Gestalt 
\j sagt —— lo 3 td _2N 
1A, k, 93 {2008 2, gp: 7} 


ist, wobei p,q, N ganze rationale Zahlen > 0 sind, und p, q teilerfremd. 
Bei gegebenen p,q, N ist die Anzahl der linear-unabhingigen Funktionen @ (3) 

‘ N 
endlich und zwar = li | +1 

Nach diesem Satze ist speziell fiir die Signatur 

(V3, 1,1}, 
wo 
p=ly=6, N =2, 

die Zetafunktion des Kérpers kK (¥ — 3) durch ihre Signatur bis auf einen 
konstanten Faktor bestimmt. 

Zur Bestimmung der genauén Anzahl der Lésungen ist hier zuerst 


die Frage zu erledigen, welche von den Funktionen f(t) aus dem Hilfs- 
Mathematische Annalen. 112. 45 
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satz zur Bildung der Dirichletreihen brauchbar sind, d. h. auch noch die 
O-Eigenschaft (12) besitzen. Die auch noch bei s =k reguliiren Lé- 
sungen w(s) entstehen aus solchen /(r), die im Punkte o verschwinden. 
Andererseits ist bei jedem / die O-Eigenschaft fiir f(z) vorhanden, wenn 
nur /(r) bei o verschwindet. Denn es gilt 

Satz 4: Wenn {(r) in der oberen Halbebene reguldr ist, ferner mit 
einem gewissen 2, wo 0 <A < 2, 

-1) 

(34) (r+a)=f(r), - = = vite) 
—it) 
und [(co) = 0 ist, schlieBlich B einen Fundamentalbereich von G (i) ent- 
halt, dann ist gleichmifBig fiir alle reellen u 
k 
f(u+iv)=O(v * 

Beweis: Man betrachte die im Innern der oberen Halbebene durch- 
weg stetige Funktion 


) fiir v— 0. 


k 
g(t) = |t—t|? |f(r)|. 

Sie ist offenbar absolut invariant bei (A), nimmt also ihren ganzen 
Wertevorrat bereits in B an. Hier ist sie aber beschrinkt, weil sie bei 
Anniherung an co wegen /(c) = 0 auch noch beschrankt ist, also ist 

. 
=F Oc 

Beschriinken wir uns weiterhin also nur auf die Funktionen 9(s) 

der Signatur 4A, k, vy}, welche ganze transzendente Funktionen sind, so 
brauchen wir nur die /(r) mit f/(o) = 0 zu untersuchen; diese haben 
von selbst auch die O-Eigenschaft. 


te | 


f(rt)|< C\|r—t| 


Um jetzt den positiven Existenzsatz iiber die g(s) zu erhalten, wird 
zuniichst Satz 3 verscharft: 

Satz 5: Damit Funktionen p(s) mit der Signatur {A, k, y| existieren, 
ist notwendig, daB die in Satz 3 auftretende Zahl p = 1 ist. 

Der auch in der Theorie der Dreiecksfunktionen ausgezeichnete Fall 
p = 1 mu8 niamlich be: unserem Problem deshalb vorliegen, weil sich 


zeigt, daB die Gruppe G(2 cos **) elliptische infinitesimale Substitu- 


tionen enthalt, sobald p > 2. 


Man bestiatigt zunichst leicht, daB fiir » = 1,2,... mit L(r) 
aus (27) und U(r) = 1t+A 
(f(gea— —f-pa—m), — _ E gyn— -p ay 
cL" = 
aa p (gra+m — f-pain) 
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wo 
ai 


t=e%, P=—t-»?, 
Damit wird UL” eine reelle Substitution der Determinante 1, deren 
charakteristische Gleichung 


(35) f—sz+1=0, 
wo s, die Spur von UL", den Wert hat 
sin 28 + 1)a 
aT ea 
sin 2> 
q 


Nimmt man n so, daB 
p(n+ 1) = 1 (mod q), 


so ist fir 2< p< © sicher 0 <|s|< 2, wahrend unter den algebraischen 


Konjugierten von s solche vom Betrage > 2 sind. Also hat (35) Wurzeln 
vom Betrage 1, die keine Einheitswurzeln sind. Folglich besitzt U L” 
einen nicht-reellen Fixpunkt 1,, ist elliptisch mit einem Multiplikator, der 
keine Einheitswurzel ist. Unter den Potenzen von UL" befinden sich 
also infinitesimale Substitutionen, und ebenso wie oben fiir den Hilfssatz 
bei Gleichung (29) schlieBt man, daB keine Funktionen f(r) mit der 
Eigenschaft (34) existieren kénnen, wenn p > 2. 

Fiir p = 1 wollen wir die Existenz solcher Funktionen jetzt nach- 


weisen. Man bilde dazu das Kreisbogendreieck mit den Winkeln (=. =: 0), 
die linke Hilfte von B, durch eine Funktion z = A(r) eineindeutig und 
konform auf die obere z-Halbebene ab, derart, daB den Ecken 1,, i, o 
die Werte z= 0, 1, co entsprechen. In der Theorie dieser Dreiecks- 
funktionen wird gezeigt, daB durch das Spiegelungsprinzip die Funktion h (r) 
in die obere Halbebene unbeschrinkt fortsetzbar und eindeutig ist, und 
daB sie eine bei © (A) invariante Funktion ist, welche in B jeden Wert 
genau einmal annimmt, gemessen in den Ortsvariabeln von © (A). Der 


Bereich B ist der Fundamentalbereich von (A) = G(2 cos =). Hier- 
nach sieht man leicht, da8 
h' (1? 
oo 1) = f, (t) 

eine Funktion ist, welche (34) mit k = 4, y = 1 erfiillt, und welche als 
einzige Nullstelle den Punkt rt, mit der Ordnungszahl n, = q¢ — 2 (ge- 
messen in t) hat. Daher ist die (q — 2)-te Wurzel aus /,(r) auch noch 
regular und eindeutig in der oberen Halbebene und 


q-—2 


(36) g(t) = Vi,(r) 
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erfiillt (34) mit k = + y = 1 (weil g(t) +0). Dieser Wert k ist 
nach (33) der kleinst-mégliche, fiir den zugehérige Funktionen /(r) exi- 
stieren kénnen. Jedes k hat die Gestalt 

i it 2N 


q—2 





mit ganzen rationalen N. Nach (30) ist nun 
* oars ganz, wo y = (— 1)%. 


Wahlen wir y = 1, g = 0, so ist also N gerade, und alle méglichen 
Dimensionen — k sind daher Multipla der kleinsten Dimension, zu welcher 
g(t) gehért. Das kleinste k, wofiir es f(t) mit {(co) = 0 geben kann, 
hat nach (33) 
k , F 4 
ig¥-2=1, N=2qg, k=—S, 


und wirklich besitzt 


q=3 pi2d — 
iy 40) = Vitam 


als einzige Nullstelle, und zwar von 1. Ordnung, den Punkt o. Offenbar 
ist jedes f(r) als Polynom in A und g darstellbar. und zwar, wenn / 
von der Dimension — k mit 


taste, ££ wi, & 3. .... 
q—2 
so ist 
(38) f(x) = Z c,-A%-g¥—ar 
‘i 


o<r<— 


q 
mit konstanten c,. Die {(t) mit f(o«) = 0 haben also c,= 0. Ihre 
Anzahl ist [+]. 
Gilt endlich fiir ein f(z) (34) mit y = — 1, so muB offenbar / (i) = 0, 
also in (32) n, > 1 sein. Daher ist bei y = — 1 


k(g—g)2l ke. 





Fiir den kleinsten Wert k, = “s existiert aber wirklich eine (und 


offenbar nur eine) zugehérige Funktion, namlich 


q-2 —_ 

F(t) = —___—__—___, 

(*) h?—"(h—1) 
Denn F(t) ist eindeutig und regular in der oberen Halbebene, und da 
sie wegen g(t) + 0 nicht in der Gestalt (38) darstellbar ist, muB sie 
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= —1 haben. Sie besitzt auSer t = i mit n, = 1 keine weitere Null- 
stelle in B. Daher ist der Quotient 


f*(t) = f 2 


) 
regular und gehért zu k* = k — 1. y = +1, ist also fir k* >0 





nach (38) darstellbar, und umgekehrt ist F (t)-/*(z) immer ein f(t) mit 


y = — 1, wenn /*(r) die Gestalt (38) hat. Es mu8 mithin bei y = — 1 
_ 2q , 4(K-1)_ 4, 4K .. tos “Sie te 
~ en? aan = i+ ay mit K = 1, 2,3,... 


sein. Die beiden Fille y = + 1 kénnen wir dann zusammenfassen: 
Satz 6: Die Anzahl der bei s =k reguléren linear unabhiingigen 


Funktionen p(s) mit der Signatur [2cos =, k, ?| ist Null, wenn 





(Fall 1) k+ S55 +1-y mit K = 1,22... 
und gleich 
ya 5 
K++ : 
2 4K 


Im Falle I gibt es auch keine Lésung mit einem Pol 1. Ordnung bei s = k. 
Im Fall Il gibt es entweder fiir jedes k oder fiir kein k noch eine Lésung (8) 
mu Pol bei s = k. 


§ 6. 

Systeme von Funktionalgleichungen fiir N Dirichlet-Reihen. 

Wir iibertragen jetzt den ganzen Ansatz auf Systeme von Funktional- 
gleichungen. Es sei, wie in IV. der Einleitung auseinandergesetzt, ein 
System von N Funktionen g,(s) (1 = 1,..., N) unter folgenden Be- 
dingungen zu bestimmen: 

Gegeben 

zwei positive GréBen A, k > 0, 

eine quadratische Matrix N-ten Grades mit komplexen Koeffizienten 
€ a (c, 0)» 

eine natiirliche Zahl q, 

N ganze rationale Zahlen b,, b,, ..., by. 

Gesucht werden N Funktionen ¢,(s), die 
I. vom Typus & sind, 
II. dem System von Gleichungen 


(39) R(k—0) = 5 0,,R,(s) 


p=1 











690 E. Hecke. 


geniigen, wobei 
R, (8) = (27) “F(s) wis), 


IV. in Dirichletsche Reihen der Gestalt 
(40) 7, (8) = - an-* 


2 = d, (mod q) 
entwickelbar sind, in denen nur die positiven Zahlen m der Restklasse 
b, mod qg vorkommen. Die Reihen sollen irgendwo konvergieren. 

Gibt es linear unabhingige Funktionen g,(s) als Lésungen, so muB 
offenbar die Substitution € die Periode 2 haben. Da auf diesen Fall 
sich das Interesse konzentriert, nehmen wir noch als 

Voraussetzung: 

€? = Einheitsmatrix €. 

Genau wie in § 2 wird wieder geschlossen: Man ordne den Funk- 

tionen ,(s) die eindeutig dazu definierten Potenzreihen 


(41) hi (zt) = M - 0, + ps a? an 7 


r=b,@ 
zu, wobei 


Snx\-t -y 
M = (=) I (k), eo = D cir tr, 
(42) a, = Residuum von 9,(s) bei s = k. 
Diese Funktionen sind 


regulir im Innern der oberen Halbebene, 


(43) Q2it 
regulir bei t = io, gemessen ine * . 
Fiir sie gilt ferner 
1 . 
i(-4) _ 
Tt 
(44) (—it = > C1» fy(t). 


p=1 
Neben der bereits in (41) ausgedriickten Periodizitat, Periode 4, haben 
sie aber noch nach (40) die weitere Eigenschaft, sich bei der Substitution 


v=t+— 
oO 
nur so zu verindern: Mit e, = e*' %. ist fir | = = | 
A 
(45) h(t + >) = h(t) + M-oi(l — ep. 
AuBerdem ist wieder bei Anniherung von + an die reelle Achse mit 
einem gewissen konstanten K 
(46) fi(u+iv)=O(v-*) fir v-0 
gleichmaBig fiir alle reellen u, mit v > 0. 
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Hat umgekehrt das System der N Funktionen /,(r), welches durch 
(41) definiert ist, die Eigenschaften (43), (44), (45), (46), so sind die mit 


den Koeffizienten a‘? gebildeten Dirichletreihen g,(s) Lésungen des ur- 


spriinglichen Problems. 


Beispiele fiir solche Systeme werden wir gleich unter den Modul- 
funktionen héherer Stufe kennen lernen. 


Durch (44), (45) entsteht eine Aussage iiber das Verhalten der f,(r) 


bei den Substitutionen der unendlichen Gruppe © (=). 
Ich behandle in dieser Arbeit nur den Fall 
A=4, 
wo “ ) die Modulgruppe ist. Die Fille 4 << 2q sind mit Riicksicht 


auf §4,5 in ahnlicher Weise zugiinglich; ein besonderes Interesse beansprucht 


noch der Fall 4 = 29, wo als System q,(s) die L-Reihen des rationalen 
Zahlkérpers auftreten. 


Sei also weiterhin A = gq. Wir fiihren noch folgende Zeichen ein: 
Die Matrix, welche dem homogenen Bestandteil der Substitution (45) ent- 
spricht: in der Diagonale ¢,, ¢,, ..., €y, sonst lauter Nullen, hei®e U: 

y= (e; 0,1) (6,.. = 1 fir r = l, sonst 0). 
Unter einem Zeichen wie {P} oder {/| wollen wir voriibergehend einen 
Vektor mit N Komponenten P,, ..., Py bzw. f,, ..., fy verstehen, und 
wenn % = (a,,) eine Matrix N-ten Grades ist, soll 


W {P| 
den Vektor mit dem Komponenten J'a,, P;, 7 = 1, ..., N, bedeuten. 
Satz 7. Fiir jede Lésung ist 
(47) o(l—e) = 0, 1 =1,...,N, 


d.h. die Residuen a, der Funktionen ,(s) bei s = k geniigen den Bedin- 
gungen 


x 
» Cin% = 0, wenn €, = 1. 


n=1 


Die Substition (45) ist also homogen, und identisch mit U. 
In (44) ersetzen wir t durch r+ 1; nach (45) ist dann 


(48) {f(—4,)) =(— ile + yy -Cudfe + (— te + IA. 


Dabei ist die Komponente Q, von Q 


“WN 
Q, =M x er e, (1 — €,). 
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Q verschwindet also dann und nur dann, wenn (47) gilt. Nun hat die 
1 


r+1 





Substitution — die Periode 3. Wenden wir (48) dreimal hinterein- 


ander an, so kommt 
AF (r)} — a, (CUP {F(A} = (CWO + a, CIC 4 LOL 
™+ T 
Hierbei sind a,, ..., a, Zahlen vom Betrage 1. Die linke Seite ist 


periodisch in 1, also muB die rechte Seite konstant sein, also insbesondere 
das letzte Glied rechts verschwinden, d. h. 


iQ} = 0, 





und damit folgt auch Satz 7. 
Jetzt kénnen wir durch Heranziehung der Diskriminante 


A (rt) = gi #it I] (1 — et tint) 
a=! 
ein sehr iibersichtliches Resultat erhalten. Bekanntlich ist A(r) eine 
ganze Modulform zu (1) von der Dimension — 12, deren Logarithmus 
noch eindeutig ist. Daher hat die irgendwie bei t = o fixierte ein- 


deutige Funktion 
k 


g(t) = A(t)" 





die Invarianzeigenschaften: 
1 
2 7ik a ( - -| 
g(r+1) =e ™* g(r), — ter = g(t). 


Mithin fallt in dem Quotienten 


f(r) 
F(t) = g(t) 
die Potenz r* heraus und es folgt: 
” mek 
Fi(t+l)=e&e * F,(r) 
(49) » 


F,{— ~) = Pa Cir F(t). 


r=! 
Hiernach erfahren also die Funktionen F,(r) bei Modulsubstitutionen 
selbst lineare homogene Substitutionen, und damit haben wir das eine 
Hauptresultat: 


Satz 8: Die aus € und der Matriz 
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erzeuyte multiplikative Gruppe von Matrizen ist eine Darstellung der unend- 
lichen inhomogenen Modulgruppe. Insbesondere ist also notwendig fiir die 
Existenz von Lésungen unseres Problems das Bestehen der Gleichung 

(€ u,)’ =€ 
(50) mik 

(CU) =e? E. 
Das Funktionensystem F(r), betrachtet als Funktion der absoluten In- 
variante J = J(t), bildet also das vollstindige System von Lésungen 
einer linearen homogenen Differentialgleichung N-ter Ordnung in der 
Variabeln J, deren Koeffizienten offenbar absolute Invarianten der Modul- 
gruppe sind, und zwar rationale Funktionen der Gruppe © (1). 

Wir greifen nun die einfachsten Arten der Darstellungen von G(1) 
heraus. Zunachst die unitir-orthogonalen Darstellungen. Hier 
lassen sich die Regularititsbedingungen der F(r), soweit sie Lésungen 
gy (s) ohne Pole definieren, wieder einfach formulieren: Es kommen hierfiir 
alle und nur die Lésungen F,(r) von (49) in Frage, welche im Innern der 
oberen Halbebene reguliér sind und im Punkte o eine Unendlichkeits- 
k 


stelle von kleinerer Ordnung als is 


besitzen. 


Denn zunichst ist darnach 


hk 
f(t) = Fy (rt): A” (rt) 
regular in der oberen Halbebene, reguliir bei i oc und verschwindet hier. 
Andererseits ist wegen der Orthogonalitét der Darstellung 


ca. 
2 |F,(7){? 
i=1 
absolut invariant bei Modulsubstitutionen, ebenso 


|t a> t\*|4 (t)|, 
also ist auch 
N 
H(t) = |r —2\t 3 |r)? 
t=1 
absolut invariant, iiberdies aber beschriinkt im Fundamentalbereich, weil 
/, (co) = 0; folglich ist H(r) iiberhaupt in der oberen Halbebene be- 
schrankt, daher 


Ita(e)| < —>, 


2 





|t—T| 

und das ist die O-Bedingung. 
Die Lésungen von (49), deren f,(o0) nicht gleich 0 fiir alle 1, sind 
vielleicht zur Bildung der Dirichlétreihen nicht brauchbar, aber wenn sie 
brauchbar sind, geben sie Lésungen g,(s) mit Pol bei s = k. Offenbar 
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kann es héchstens noch N weitere linear-unabhingige Lésungssysteme 
f, tiber die oben genannten hinaus geben. 

Das Hauptinteresse nehmen nun weiter die Darstellungen in Anspruch, 
welche nur endlich viele verschiedene Matrizen enthalten. Es sei M die 
durch €, U, erzeugte endliche Gruppe. Die Gesamtheit der Elemente 
der Modulgruppe, welcher bei dieser Darstellung die Identitét innerhalb 
M entspricht, bildet offenbar einen Normalteiler N von G(1), und die 
Faktorgruppe ©(1)/M ist isomorph mit der endlichen Gruppe WM. Hier 
gilt dann der Endlichkeitssatz: 

Satz 9. Ist die durch €,U, erzeugte Gruppe eine endliche Gruppe 
der Ordnung u (was nur bei rationalem k vorkommen kann), so gibt es 
einen Norma!teidler N der Modulgruppe vom Index ju, dessen Faktorgruppe G/R 
einstufig isomorph mit M ist. Fiir solche Matrizen © hat das Problem 
der Dirichletreihen nur endlich viele linear unabhingige Liésungssysteme. 

Offenbar sind die Funktionen F,(r) absolut invariant bei RN, regular 
im Innern der oberen Halbebene und haben auch in allen rationalen 
Punkten den Charakter rationaler Funktionen, weil sie alle im Punkte o 
in der Ortsvariabeln rationalen Charakter haben. Die Gesamtheit aller 
zu ® gehérigen Funktionen bildet aber einen algebraischen Funktionen- 
kérper vom Grade » iiber den Modulfunktionen von (1), und nach 
dem Riemann-Rochschen Satz gibt es nur endlich viel linear-unabhingige 
Funktionen, deren Pole vorgeschriebene Lage und beschrinkte Ordnung 
haben. Die F,(r),..., #y(t) gehéren also alle einer bestimmten linearen 
Schar mit endlich vielen Erzeugenden an, die bei beliebigen Modul- 
substitutionen in sich iibergeht. Ist g die Anzahl dieser Erzeugenden, 
so kann man offenbar N -g linear-unabhiangige n-tupel oder Vektoren {/} 
aus diesen Elementen bilden. Unter diesen finden sich die Lésungs- 
systeme (F,,..., Fy). Mittels der Theorie der Darstellung der endlichen 
Gruppe ©/N durch lineare homogene Substitutionen lat sich dann die 
fragliche Anzahl genau bestimmen, durch Zuriickfiihrung auf die einfachen 
Gruppencharaktere dieser Gruppe. 


§ 7. 

Die Modulfunktionen der Stufe g und die Bestimmung der Zetafunktionen 
imaginar-quadratischer Kérper durch Funktionalgleichungen. 
Diese Zuriickfiihrung ist geleistet fiir den Fall, daB der Normal- 

teiler N die Hauptkongruenzgruppe der Stufe gq ist (Modulsubstitutionen, 

welche kongruent der Identitét mod qg sind). Diese Gruppen stehen mit 
den Zetafunktionen der imaginar-quadratischen Kérper im Zusammenhang, 
und die obige Theorie ergibt hierfiir einige Tatsachen, welche die ein- 
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deutige Bestimmung dieser Funktionen durch Funktionaleigenschaften er- 
méglichen, und die auch fiir die Riemannsche ¢(s) einen neuen Gesichts- 
punkt erkennen lassen. 

Zur Darlegung dieser Zusammenhinge nehmen wir jetzt an, daB in 
dem Problem des vorigen §6 k eine ganze rationale Zahl sei. 
Dann 1a8t sich durch Einfiihrung homogener Variablen die Einfiihrung 
von A(t) vermeiden und die durch ©, U, erzeugte Gruppe einfacher 
beschreiben. 


Setzt man nimlich r= “?, und betrachtet die homogene Modul- 
me 


gruppe in w,, w, in ihrer Wirkung auf das System der homogenen Funktionen 


f, (@,, 4) = wy-* f, (2), 


so folgt aus den Gleichungen (49) fiir die Substitutionen 
1 1 0-1 

(51) U=(,,) und s=(, .) 

fh (U (@, ,)) == ef, (o,, @,) 


h (S (a, ,)) = (- in 3 Curd, (@,, @y). 


=1 


(52) 


Wir haben also hier die Gruppe linearer homogener Substitutionen 
zu betrachten, welche erzeugt wird durch 


mt 


(53) U=(e,5,,) und A=e * C, W=(-1/E. 


Ist diese Gruppe die endliche Gruppe IM(g) der binaren ganzzahligen 
Matrizen mod g mit Determinante = 1 (mod q), wobei die Elemente U, U 
den Elementen U, S mod q in M(q) entsprechen sollen, so sind die 
/,(w,, @,) ganze Modulformen der Stufe g und Dimension —k. Die oben 
erwihnte Schwierigkeit bei den Funktionen, welche im Punkte o nicht 
verschwinden, ist hier erledigt durch meine Theorie der Eisenstein-Reihen ‘) 
der Stufe g, mit dem Ergebnis, da8 auch alle f,(r), welche bei o nicht 
verschwinden, zur Erzeugung von Dirichletreihen ,(s) brauchbar sind. 

Wir gehen jetzt aus von speziellen Matrizen U, U, welche auftreten, 
wenn man fiir /,(r) bestimmte Thetareihen nimmt. Die entsprechenden 
Dirichletreihen sind gerade Zetafunktionen imaginar-quadratischer Korper. 
Wir wollen dann sehen, wieweit die /,(r) und damit auch die 9,(s) durch 
die Matrizen U, HM bestimmt sind. 

Im imaginar-quadratischen Zahlkérper K (YD) mit Diskriminante D 
sei a ein ganzes Ideal, 9 eine Zahl aus a, A =|N(a)j. In den folgenden 
Summen durchlaufen die Summationszeichen , v,... alle ganzen Zahlen 
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von K (VD) mit den angegebenen Nebenbedingungen. Fiir jede natiir- 
liche Zahl & bilden wir dann folgende binaire Thetareihe in der komplexen 
Variabeln + 


au’ 


8, (tT; @, a, YD) = & pte A|D|. 


u=o@YVD) 





Hier kommt offenbar 9 nur mod a YD in Betracht, ferner ist 
(54) 8, (t; — 0, a, YD) = (— 1)*~? & (x; @, a, VD). 


Das Verhalten bei Modulsubstitutionen in t wird durch die Gleichungen 
beschrieben 


224 So 


0 (t+1;0,0,VD) =e 417) & (zx; 0, a, YD), 








1 -— 
0,(——s ea, VD ‘k 9 (8 an 
(55) Se ; P) = rif Py ” ( ) 8, (rt; a, a, VD). 
(—*r) @mod.a VD 
«= 0 (mod 4) 


Aus diesen Gleichungen wird nun in der Theorie der elliptischen Modul- 
funktionen gezeigt'*), daB die 0, (ganze) Modulformen der Stufe |D| und 
der Dimension — & sind. Um das hiermit nach § 6 verkniipfte Problem 
der Dirichletreihen diskutieren zu kénnen, hat man noch die fiir festes a, k 
zwischen den #, bestehenden linearen Abhingigkeiten zu untersuchen. 
Sind etwa genau N unabhingige Funktionen f, (r),..., fy (zt) unter 
diesen #,, so definiert (55), geschrieben in f,,...,/y, im Sinne von (52) 
ein Paar Matrizen U, YU, welche eine Darstellung der homogenen (k un- 
gerade) bzw. inhomogenen (k gerade) binéren Modulargruppe M (|D\) in 
NV Variabeln erzeugen. Nach dem Vorangehenden gibt es fiir (55) nur 
endlich viele linear unabhangige Lésungssysteme (f,,..., fy), und das 
gleiche gilt nach dem Satz 9 fiir das zugehérige Problem der Dirichlet- 
reihen. Nun sind die den #, zugeordneten Dirichlet-Reihen folgende: 


. —1 {o) 
(56) f(s, k, e,a, YD) = a se 2 = 


8 —@ hs 
u=eaYD) N (u)" N (a) An=N@) (mod. D)™ 





Die Zahlen A, q des allgemeinen Ansatzes aus §6 sind hier gleich | Dj}; 
der Index J, der hier passender durch o ersetzt wird, durchlauft ein 
System von Reprisentanten der Restklassen mod YD, die Zahlen }, sind 
hier = A-' oo’ (mod D). Die linearen Relationen zwischen den € mit 


10) Eine Zusammenstellung und direkte Herleitung der hier nétigen Formeln 
findet sich in meiner Arbeit: Zur Theorie der elliptischen Modulfunktionen, Math. 
Annalen 97 (1926), S. 210. 
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festem a, k lassen sich, wie unter Heranziehung der Primideale in den 
Klassen mod YD leicht folgt, wenn D < — 4, zuriickfiihren auf 


(57) f(s, k, — 0, a, YD) = (— 1)*-*¢ (s, k, @, a, VD). 
Diese € sind iiberdies aus der Arithmetik bekannte Zetafunktionen mit 


k—1 

»GroBencharakteren“ A*—!(u) = (ra in der dort iiblichen Termino- 
it 

logie als 





o(s oa -. a 0, a) 
zu bezeichnen. Fiir k = 1 sind es die } N(m)~*, zu erstrecken iiber 
- m 

die ganzen Ideale m einer Klasse mod YD. Somit ergibt sich schlieBlich 
folgender Endlichkeitssatz: 

Fiir festes yD, a, k geniigen die Funktionen 

5 7 of 

(58) Py (8) = O(8,k, g,a VD) = , 
An =e’ (mod D) * 
einem System von Funktionalgleichungen 


(59) R, (k < 8) = & Cou R, (8) 

wo : 

(60) Ry (8) = (FH) “LUS) ¥9(0) 

(61) Cou = a on (o, « mod a VD). 
Uberdies ist 

(62) R_ o (8) _ (— 1p-* R, (s), 

(63) R,(s) = R;(s), wenn « = f (mod a yD). 


Das Gleichungssystem hat nur endlich viel linear unabhingige Lésungs- 
systeme (g,(s)), wo jedes g,(s) vom Typus k und eine Dirichlet-Reihe 
mit Kongruenzbedingungen n = b, (mod D) ist. 

Fiir 90 = 0 ergibt insbesondere (59) 


sk—1 I 
(64 R,(k —8) = —= DR, (8). 
, VI. 2. 
Bei ungeradem k = 1, 3, 5,... finden sich nun unter den Lésungen auch 
solche, wo 
sk— i , 
(65) 9(8)=——~ Db) ge(6, 


|D\ 2 @ mod YD 
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eben die, welche aus den @, entspringen. Im allgemeinen (jedenfalls fiir 
alle groBen |D\) haben nicht alle Lésungen diese Eigenschaft. Aus (64), 


(65) folgt aber fiir diese besonderen Lésungen 
k—1 
at 


R,(s) = #-"|Di ~— * TR. (8), 
. 
(66) R,(s) = |D? * R,(k — 8). 
Wegen 6, = 0 (mod D) ist aber auch noch 
(67) p(s) = % (8) |DI' 


eine spezielle Dirichletreihe, und fiir sie ist nach (66) mit 

G(s) = (7s) I'(s) ¢(s) = |Di? Ry(s) 
(68) G(s) = G(k —s). 
Das ist die Funktionalgleichung der Zetafunktionen des Kérpers, 
welche mit ,,GréBencharakteren mod 1“ gebildet sind, speziell fir k = 1 
die der Dedekindschen Zetafunktion von K(VD). Ihre Lésungen haben 
im Sinne von §1 die Signatur {\D, k, 1}. 

Die Menge der Funktionen mit der Signatur iyD, k, 1} bildet also 
erst dann eine Schar mit nur endlich vielen linear unabhingigen Elementen, 
wenn man noch die Bedingungen hinzunimmt, daB diese gy(s) zu einem 
System (g,(s)) ergiinzt werden kénnen, welches das System von Funk- 
tionalgleichungen (59) bis (63) erfiillt. 

Die hier erforderlichen genauen Anzahlbestimmungen aus der Theorie 
der elliptischen Modulfunktionen sind nun in den letzten Jahren in den 
wichtigsten Teilen durchgefiihrt worden'')™)')™), so da8 nur noch 
verhaltnismaBig einfache Rechnungen zu erledigen sind. Von den fertig 
vorliegenden Ergebnissen nenne ich die fiir Primzahlstufe: D = — gq, wo q 
eine Primzahl = 3(mod 4). Hier ist die Gruppe, welche durch U,€ in (55) 
erzeugt wird, eine irreduzible Darstellung der Modulargruppe M(q). 
Ihr Grad ist 


- 1 
t+, wenn k ungerade, 


—s wenn k gerade. 





11) E. Hecke, Uber ein Fundamentalproblem aus der Theorie der elliptischen 
Modulfunktionen, Abh. Math. Sem. Hamburg 6 (1928), und: Uber das Verhalten der 
Integrale erster Gattung bei Abbildungen..., Abh. Math. Sem. Hamburg 8 (1930). 

12) C. Chevalley und A. Weil, Uber das Verhalten der Integrale erster Gattung 
bei Automorphismen des Funktionenkérpers, Abh. Math. Sem. Hamburg 10 (1934). 

13) H. Feldmann, Uber das Verhalten der Modulfunktionen von Primzahlstufe 
bei beliebigen Modulsubstitutionen, Abh. Math. Sem. Hamburg 8 (1931). 

14) H. Spies, Die Darstellung der inhomogenen Modulargruppe mod. g” durch 
die ganzen Modulformen gerader Dimension, Math. Annalen 111 (1935). 
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Die Anzahl der Svsteme von ganzen Modulformen q-ter Stufe, welche 
sich bei beliebigen Modulsubstitutionen nach einer dieser Gruppen linear 
umsetzen, ist in einer Reihe von Hamburger Arbeiten bestimmt worden. 
Besonders hervorzuheben") ist k = 2. Hier ist die Anzahl der Lésungs- 
systeme von (55) gleich 


(69) + (pola) + $(1+(2)) +4), 


worin h die Klassenzahl von K(¥— 4), p,(q) das Geschlecht der Unter- 
gruppe J”, (q): 





pola) = 3° + (=)5- 
Eine genauere Theorie zeigt, daB man neben der durch U, € erzeugten 
Darstellung auch die konjugiert komplexe Darstellung U, € in Betracht 
zu ziehen hat, wo die entsprechende Lésungszahl aus (69) durch Ersetzen 
von hk durch —A entsteht. Man kann nun durch einen bestimmten 
linearen ProzeB aus jeder Lésung U,€ eine Lésung von U, € erzeugen 
und umgekehrt. Da nun zu U, € genau h Lésungen mehr existieren als 
zu U, €, so wird durch den erwahnten ProzeB eine gewisse Teilschar 
aller Lésungen zu U, € in Null iibergefiihrt, das sind genau jene 
h Lésungen, welche wir durch die Thetareihen #, erhalten, die also zu 
den Zetafunktionen fiihren. 

Es gelingt aber auch fiir alle k, die betreffenden Zetafunktionen aus 
der Menge aller Lésungen vdllig eindeutig in ihrer Gesamtheit zu charak- 
terisieren, wenn man die Tatsache der Eulerschen Produktentwicklung 
heranzieht. Ubertragt man nimlich die von mir fiir die Stufe 1 ent- 
wickelte Theorie des Operators 7, auf hdhere Stufen*), was ich fiir 
Primzahlstufen bereits durchgefiihrt habe, so zeigt sich, daB die Menge 
aller y unabhingigen Lésungssysteme von Dirichletschen Reihen ¢, (s) des 
Funktionalproblems zu einer, allein durch die in (59) bis (63) vorkommenden 
Daten bestimmten Matrix des Grades r vereinigt werden kann, welche 
ein Euler-Produkt ist. Und unter den r charakteristischen Wurzeln dieser 
Matrix finden sich alle Zetafunktionen des betreffenden k fiir den Modul VD, 
welche eine Eulersche Produktentwicklung besitzen. Speziell gilt fir 
k == 1: Die Zetafunktion des Kérpers K (VD) ist die einzige der charak- 
teristischen Wurzeln dieser Matrix, welche im Punkte s = 1 einen Pol 
besitzt. 


Hamburg, 10. Marz 1936. 


(Eingegangen am 10. 3. 1936). 
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Finleitung. 


Purch die Galoissche Theorie werden die Unterkérper K, eines Normal- 
kérpers AK, iiber einem festen Grundkérper K, eineindeutig auf die Unter- 
gruppen der Galoisschen Gruppe 6, bezogen, wobei insbesondere den 
normalen Unterkérpern die Normalteiler der Gruppe ©, entsprechen. 
Die Galoissche Gruppe 6, eines normalen Unterkérpers erscheint dann 
als Faktorgruppe von ©, nach ®. Ist hierdurch eine allgemeine Uber- 
sicht iiber die Unterkérper eines Normalkérpers gewonnen, so soll in der 
vorliegenden Arbeit das umgekehrte Problem angefaBt werden: Es ist 6,, 
MN, A, und A, gegeben, und es wird gefragt, ob es einen Oberkérper K, 
von K, mit der Gruppe 6, gibt, derart daB A, zu der Untergruppe N 
gehort. In den hier behandelten Fallen wird dabei K, durchweg als 
algebraischer Zahlkérper oder als p-adische Erweiterung eines solchen 
und ©, als Abelsch vorausgesetzt. 

Die Behandlung des Problems wird dabei sowohl im GroBen als auch im 
Kleinen, d. h. fiir die p-adischen Kérper, mit Hilfe der Klassenkérper- 





*) Diese Arbeit wurde von der Philosophischen Fakultat der Universitat Leipzig 
als Dissertation angenommen. 
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theorie geschehen. Diese Anwendung der Klassenkérpertheorie findet man 
bereits in einer Lésung von Herrn Hasse der von Herrn van der Waerden im 
Jahresbericht der Deutschen Mathematiker-Vereinigung gestellten Aufgabe'), 
einen quadratischen Kérper iiber dem rationalen Grundkérper in einen 
zyklischen Kérper vierten Grades einzubetten. Die dort angewandte 
Methode wird hier verallgemeinert auf den Fall der Einbettung von zyklischen 
Kérpern, deren Grade Potenzen einer Primzahl / sind’), wobei man jedoch 
auf kompliziertere Existenzsiitze gefiihrt wird, deren Behandlung einen 
wesentlichen Teil der vorliegenden Arbeit ausmacht. 


Es ist weiterhin ein Gedanke von Herrn van der Waerden, zu unter- 
suchen, wieweit sich das Programm des algebraischen Monodromiesatzes 
fiir Einbettungsprobleme verwirklichen laBt; d. h. ob von einer Einbettung 
im Kleinen auf die im GroBen geschlossen werden kann. Dies erweist 
sich insofern als fruchtbar, als bei sinngemiBer Zuordnung von Ein- 
bettungsproblemen im Kleinen zu denen im GroBen nicht nur, von einigen 
Ausnahmefiillen bei 1 = 2 abgesehen, der Monodromiesatz tatsichlich gilt, 
sondern auch eine bei den /-Teilern aufgetauchte Schwierigkeit der For- 
mulierung*) behoben wird. 


Fiir die vorliegenden Zwecke ist es nun praktisch, Strahlklassen- 
einteilungen im GroBen und im Kleinen nicht wie iiblich durch Kongruenzen, 
sondern durch Charaktere zu definieren, was im § 1 naher ausgefiihrt wird; 
es zeigt sich niimlich im §2, da zwischen entsprechenden Charakteren 
im Groen und im Kleinen ein unmittelbarer Zusammenhang besteht. 
Im $3 wird die oben erwihnte Zuordnung von Einbettungsproblemen 
im Kleinen zu denen im GroSen auseinandergesetzt; das gegebene Problem 
wird auf lokale Einbettungsprobleme und einen Existenzsatz zuriickgefiihrt. 
Im §4 wird das zyklische Lokalproblem gelést, und die sich ergebenden 
Bedingungen werden dann im §5 im GroBen formuliert. Weiterhin wird 
im §5 der Fall des rationalen Grundkérpers gleich vorweg vdllig erledigt 
werden. Im §6 wird die im § 3 aufgestellte Existenzforderung behandelt 
und dann zuletzt der Monodromiesatz fiir zyklische Einbettungen aufge- 
stellt. Es wird gezeigt, wie weit er gilt, und fiir alle anderen Fille ein 
Gegenbeispiel*) angegeben. Im §7 schlieBlich wird der allgemeine Abelsche 
Fall auf den zyklischen zuriickgefiihrt und auch hier mit denselben Ein- 
schrinkungen der Monodromiesatz bewiesen. 

1) Jahresbericht d. D. M. V. 43, S. 61 nebst 44, S. 60. 

*) Siebe auch eine Aufgabe von H. Hasse im Jahresbericht d. D. M. V. 4), 
8. 41. 

*) Vgl. den Liésungsansatz von A. Scholz im Jahresbericht d. D. M. V. 45, S. 35. 

‘) Ein einfaches Gegenbeispiel gab ich bereits im AnschluB an den in *) zitierten 
Lésungsansatz von A. Scholz im Jahresbericht d. D..M. V. 45, S. 113. 
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§ 1. 
Erklirung einer Idealgruppe durch Charaktere. 


Ist K ein zyklischer Kérper vom Primzahlpotenzgrade !” iiber dem 
algebraischen Zahlkérper K,, so ist K nach dem Umkehrsatz der Klassen- 
kérpertheorie Klassenkérper zu einer Idealgruppe §, die nach dem Fiihrer f 
von K erklarbar ist. Nach dem Isomorphiesatz ist a/§ zyklisch von der 
Ordnung I", wenn a die Gesamtheit aller zu f primen Ideale bedeutet. 
Als Untergruppe der vollen Strahlklassengruppe mod f mit zyklischer 
Restklassengruppe ist § erklirbar als die Gesamtheit aller Ideale, fiir die 
ein Strahlklassencharakter 7 von der Ordnung /” gleich | ausfillt. Es 
sei dabei: 


f= ITM": Ta" ITp-, 
i 
wo die [,/l und die q,/q, +1. Ware hierbei nun ein t,, etwa 1, > 1, so 


ist fiir ein Ideal r aus dem Strahl fq;' r‘: fiir geniigend hohes ~ im 
Strahl mod f und damit in § enthalten; andererseits ist die Ordnung 
von r in a/§ ein Teiler von /", woraus folgt, daB der Strahl mod fq; 
ganz in § liegt, so daB f nicht der Fiihrer sein kann. Aus dem gleichen 
Grunde fallen fiir / + 2 die unendlichen Primstellen aus dem Fiihrer fort. 
Die Basiselemente der absoluten Idealklasseneinteilung seien zu f 

und / prime Ideale b,,..., b, mit den Ordnungen 6,, ..., d,, so daB also 
gilt: 

b 

b,' _ (f;), 
wo #, eine zu f fremde Zah! ist. 


Die Restklassengruppe mod i,’ sei reprisentiert durch die Basis- 
0] () 

elemente uw), u’, ... mit den Ordnungen / ' , [? , ... nebst Basiselementen z, 
mit zu / primen Ordnungen. Die Basiselemente mod q, seien v, von 
der Ordnung i"* und z, mit zu / primer Ordnung. Im Falle / = 2 seien 
noch Basiselemente w,, fiir die unendlichen Primstelien erkliirt. 

Der zunichst fiir Ideale definierte Charakter y iibertrigt sich fiir 
die zu f primen Zahlen « auf einen Zahlcharakter y’ durch: 


x (x) = x[(«)). 


Umgekehrt ist dafiir, daB ein Zahlcharakter 7’ und Charaktere y(b,) zu- 
sammen einen Strahlklassencharakter mod f ergeben, notwendig und hin- 
reichend, daB aus 


17b;‘ (a) = (1) modf folgt: 
IT x" (b,)-x/ (2) = 1. 


(1). 








Einbettungsproblem fiir Abelsche Zahlkérper. 703 


Insbesondere muB 


(2) x°*(bi) = 7(B) und z'(e) = 1 
sein, wenn e eine Einneit ist. Da nach Definition der b, in (1) @, = }- ¢; 
gelten muB, folgt aus (2) auch umgekehrt (1), so daB wir haben: 

Hilfssatz 1: Ein Zahlcharakter y' mod § und die Charaktere (b,) 
ergeben genau dann einen Strahlklassencharakter mod f, wenn die Bedingungen 
erfiillt sind: 

(a) x"! (b) = x (Bi), 
(b) x‘ (e) = 1, wenn e eine Einheit ist. 

Ist also umgekehrt ein Zahlcharakter 7’ mod f gegeben, der der Be- 
dingung y'(e«) = 1 geniigt, so laBt sich y’ immer zu einem Strahlklassen- 
charakter mod f erganzen. 

Sei nun im obigen zyklischen Fall eine Zahl s < n gegeben, so wird 
durch y" eine Idealgruppe 5* definiert, die § umfaBt; dabei wird a/$* 
zyklisch von der Ordnung /"~*. Der zu §* gehérige Kérper ist der — 
einzige — Unterkérper K* von K vom Grade l"~*, 

Schreiben wir f als f = J7p,', wo das Produkt iiber alle endlichen 
und unendlichen Primstellen zu erstrecken ist, so wird: y' = [7 Xv,» 
wo Zp, ein Zahlcharakter mod p,' ist. Ist nun I* die Ordnung eines y,, 
so definiert zy" die zum Trigheitskérper Ky von p gehdrige Ideal- 


gruppe als die engste § umfassende Gruppe mit zu p primem Fiihrer. 
Es ist also die Verzweigungsordnung von p gegeben durch 


e=[K:Ky]=b. 


Auf die p fl angewendet, hei®t dies, daB sie den y' zugeordneten Fiihrer p 
genau dann, und zwar in erster Potenz enthalten, wenn ¢ + 0 (mod e). 
Nach der Fiihrer-Diskriminantenformel’) ist der Beitrag von p zur Dis- 
kriminante von K somit: 
al,—2 
Dp =p (: e) 


Wir definieren nun fiir Nichtdiskriminantenteiler 7, als identisch 1, und 
formulieren 


Satz 1: Ist K ein zyklischer Kérper vom Grade |" iiber K,, so ist 
| 

der Diskriminantenbeitrag eines endlichen p/l: dy = p ( ) wo ey die 

Verzweigungsordnung von p ist. Fiir alle p ist ey gleichzeitig die Ordnung 


VON Yp- 


5) H. Hasse, Klassentheorie. Vorlesungausarbeitung Sommersemester 1932. 
46* 
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Wir untersuchen nunmehr die entsprechenden Verhiltnisse im Kleinen. 
Es sei demgemaf& K ein zyklischer Kérper iiber dem Lokalkérper K, vom Grade 
In — f-@, wo / und @ Grad und Verzweigungsordnung der Primstelle p = (2) 
von K, in K sind. K ist Klassenkérper zur Normklassengruppe §, die 
mod fp, dem p-Fiihrer von K, erklirbar ist. Wie oben ist fiir p fl fp = p’°. 
oder p'-§.ist eine Untergruppe mit zyklischer Restklassengruppe der 
durch die Basiselemente mod f, und 2 erzeugten Abelschen Gruppe, wenn 
man die Basiselemente mod f, rechnet. Also ist auch § durch einen 
Charakter 7 erklarbar, der analog zu den Verhiiltnissen im GroBen als 
aus 7 («) fiir die zu p primen a und 7(z) bestehend zu denken ist. Der 
Existenzsatz der Klassenkérpertheorie im Kleinen sagt aus, daB 7’ (a) 
und 7(z) keinen Bedingungen aufer der Erklairbarkeit unterliegen. Zum 
Trigheitskirper W von p in K gehért die kleinste § umfassende Zahl- 
gruppe mit dem Fiihrer p®, deren Charakter wegen [K : W] = @ gerade 7 
sein muB. ¢ erweist sich somit als die Ordnung von 7’. 

Sei nun z die kleinste Zahl, so. daB sich ein zu p fremdes « finden 
1aBt mit 

x(a") = (a); 

dann folgt nach dem Obigem 
(3) (a7) = 1; 
jedoch auch umgekehrt folgt aus (3) die Gleichung 7(2*) = £, wo ¢ eine é-te 
Einheitswurzel bedeutet. Da aber 7’ die Ordnung e hatte, gibt es ein « 
mit 7’ (a) = ¢; also y(2*) = y'(a). Da sich z somit als Ordnung von z. 
dem Charakter W, erwiesen hat, folgt: «= (W:K,) =f. Wir fassen 
zusammen zu 

Satz Hat p in K iiber K, den Grad f und die Verzweigungsordnung e, 
so ist e die Ordnung von y' und f die kleinste Zahl mit y(x‘) = 7' (a) mit 
zu p fremden x. 


§ 2. 
Das Entsprechen der Charaktere im GroBen und im Kleinen. 


Es mégen nunmehr K iiber K, und K iiber K, in der Beziehung 
zueinander stehen, daB K aus K und K, aus K, durch entsprechende 
p-adische Erweiterungen entstanden sind. Da bei diesem Ubergang die 
absoluten Idealklassen verloren gehen und umgekehrt der Zahl 2 im GroBen 
kein Charakter zuzukommen braucht, ist ein Entsprechen der Charaktere 
nur fiir z, und 7’ zu erwarten. Fiir diese gilt nun der 

Satz 3: (Ubertragungssatz). Ist K zyklisch iiber K, zum Fiihrer § = IT rp, ; 
erkltirt durch einen Charakter y, der als IT Xp, und x (b,) gegeben ist, dann ist 
fiir eine Primstelle p der Lokalcharakter y' = x». 
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Beweis: Bekanntlich*) gilt p°/f,, so daB 7, auch mod f, erklirbar 
ist. Ist nun « eine Zahl mit y'(«) = 1, so bestimmen wir eine Zahl « 
so, daB 

a’ =a (mod f,) und « = 1 (mod f-p~?) 
wird. 

Dann ist wegen 7'(a’) = z'(x) = 1 «' Norm aus K iiber K,; also 
nach einem bekannten Satze’) auch Normrest aus K iiber K, mod fp, 
also erst recht mod p?. Da nun « = 1 (mod f-p~¢) ist, wird « Norm- 
rest mod f, liegt demnach in §. Also ist y'(a’) = 1; da aber wegen 
a’ =1 (mod f-p~®) alle x5, («’) = 1 fiir p, + p sind, folgt, daB mit 7’ («) = 1 
auch 7)(q%) = 1 ist. Nach den Sitzen 1 und 2 sind aber die Ordnungen 
von 7’ und 4, beide gleich der Verzweigungsordnung von p, also folgt 
auch umgekehrt aus 7,(a) = 1, daB 7’ (a) = 1 wird; g.e.d. 

Da f, und p? gerade so hoch gewahlt werden miissen, daB y’ und x, 
erklirbar werden, folgt aus Satz 3 insbesondere fp = p’, eine Tatsache, 
die man im allgemeinen mit Hilfe der Normresttheorie herzuleiten 
pflegt. 

Ein beliebiger Abelscher Kérper wird durch endlich viele Charaktere 7 
definiert, die jeder zu zyklischen Unterkérpern gehéren, also dem Satz 3 
geniigen. Daraus folgt: 


Satz 3a: Satz 3 ist richtig fiir beliebige Abelsche Kérper, wenn man 
an Stelle von x endlich viele ¥, 7, ... betrachtet. Ebenso gilt f, = p® all- 
gemein, denn sowohl f, als auch p? sind als K.G. V. der zu den yx ge- 
hérigen Fiihrer gewonnen. 

Eine unmittelbare Folge von Satz 3a und dem Normensatz ist der 


Satz 4: Die durch Normbildung aus einem zyklischen K gewonnene 
Untergruppe |e*| der Einheitsgruppe |e} in K, ist charakterisiert durch 
xo (e*) = 1 fiir alle p. 

Beweis: Ist «* Norm aus K, so erst recht Normrest mod f,, also 
auch p-adischer Normrest und damit ist 7,(e*) = 7’ (e*) = 1. 

Ist x,(e*) = x (e*) = 1 fiir alle p, so ist «* Normrest, also Norm 
nach dem Normensatz. Wegen der fiir Einheiten «¢ giiltigen Produkt- 
relation [7 %»,(¢) = 1 kann aus der Bedingung von Satz 4 natiirlich ein 75, 
weggelassen werden. Insbesondere gilt der 


Satz 4a: Ist ein zyklischer Kérper K von beliebigem Grade iiber K, 
an keiner oder nur an einer Stelle verzweigt, so sind alle Einheiten aus K, 
Normen von Einheiten aus K. 


®) Siehe unter °), Satz 123. 
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§ 3. 
Die exakte Problemstellung, speziell im zyklischen Fall. 


Es seien K, und K, zwei Normalkérper iiber K,, die der Relation 
K, < K, < K, geniigen. In jedem K, sei eine Primstelle p, markiert, 
so daB p,/p,/p,. Es mégen nun heiBen: 6, die Galoissche Gruppe von K, 
liber K,, 3, die Zerlegungsgruppe von p, iiber K,, Z, die zugehérigen 
Zerlegungskérper. Dann ist ©, auf ©, abgebildet, wobei der Einheit 
von ©, ein Normalteiler R von 6, entspricht. Wegen Z, = (Z, ~ K,)‘) 
wird dabei gerade N3, auf 3, abgebildet, so dab N- 3,/N ~ 3, gilt. 

Durch p,-adische Erweiterungen geht A, iiber in K, mit 3, als 
Galoisscher Gruppe iiber K,. K, mit der Gruppe 3, erscheint so iiber K, 
in K, mit der Gruppe 3, eingebettet, wobei K, im Sinne der Galoisschen 
Theorie zu der Untergruppe (3, ~ ®) gehért. 

Ist jedoch nur G,, G,, und K, gegeben, A, aber erst zu finden, so 
wissen wir von 3, nur, daB 3,-R/NM ~ 3, zu gelten hat. Ist diese Be- 
dingung erfiillt, so ist das Problem, K, iiber K, in ein K, mit 3, als 
Galoisscher Gruppe einzubetten, wobei K, zu der Untergruppe (3, >) 
gehéren soll, sinnvoll, da dann auf Grund des Isomorphiesatzes der 
Gruppentheorie tatsichlich die Galoissche Gruppe von K, iiber K, 
34/32 0RN ~ 3,R/N—~ 3, wird. Fiir die unendlichen Primstellen wissen 
wir auBerdem noch, daS 3, von der Ordnung 2 oder 1 bei reellen, 
von der Ordnung 1 bei komplexen Primstellen sein mu, und kommen 
somit zu 


Definition 1: Ist K, iiber K, mit der Galoisschen Gruppe G6, in 
ein K, mit der Gruppe 6, so einzubetten, daB K, zu der Untergruppe N 
von ©, gehért; ist weiter p, eine Primstelle von AK, mit der Zerlegungs- 
gruppe 3, und ist 3, eine Untergruppe von ©,, die der Relation ge- 
niigt 3,N/N ~ 3,, so heiBt das folgende lokale Einbettungsproblem dem 
Problem im GroBen zugeordnet: K, ist iiber K, in ein K, mit 3, als 
Galoisscher Gruppe so einzubetten, daB K, zu (3,>%) gehért. Fir un- 
endliche reelle Primstellen soll auBerdem 3, von der Ordnung 2 oder 1, 
fiir komplexe von der Urdnung | sein. 


Aus den obigen Erérterungen folgt nunmehr unmittelbar 


Satz 5: Notwendig fiir die Lésbarkeit eines Einbettungsproblems ist, 
daB an jeder Stelle wenigstens ein entsprechendes lokales Einbettungsproblem 
lésbar ist. 

Das Einbettungsproblem heiBe dann im Kleinen lésbar. 


7) (Z, ~ K,) ist der Durchschnitt von Z, und K,. 
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Betrachten wir nun diese Verhiltnisse fiir den Fall, daB ©, zyklisch 
von der Ordnung /"" ist mit n,—», =m > 0. Ist K, gegeben, so be- 
stehen die folgenden Méglichkeiten: 

a) p, ist endlich und 3, ist von der Ordnung /" mit 7, > 0. Z, ist 
dann notwendig auch Zerlegungskérper in K,, so daB es genau ein lokales 
Einbettungsproblem gibt; nimlich: A, vom Grad I" ist in ein K, vom 
Grade /":*+™ einzubetten. (Fig. 1.) 





fe A 
Kh 
4, =Kz, 
Ky & 2 
2%, 
2,-K; 
% 
Fig. |. Fig. 2. 


b) p, ist endlich und Z, = A,. Z, kann dann ein beliebiger Kérper 
zwischen A, und A, sein, so daB das lokale Einbettungsproblem wegen 
K, = K, lautet: Uber K, ist ein zyklischer Kérper vom Grade 1” zu 
finden, wo m < m ist. Da es aber iiber K, sogar unverzweigte zyklische 
Kérper beliehig vorgegebenen Grades gibt, sind hier alle lokalen Ein- 
bettungsprobleme lésbar. (Fig. 2.) 

c) p, ist unendlich. Fiir / + 2 ist K, = K,; das Gleiche gilt in 
allen Fallen fiir komplexes p,. Da auch 3, von der Ordnung 1 sein 
mu8, lautet also das Problem: A, = K,. Fiir | = 2 und reelles p, ist 
jedenfalls 3, ¢ N. Da nun 3, = 3. /N = R/N =~ 1 sein muB, ist 3, = 1 
zu fordern, damit es lokale ‘Einbe etunguprobleme gibt. Ist 3, = 1, so 
sind die lokalen Probleme [K,:K,] = 1 oder 2, also beide stets lésbar. 
Da fiir [K,: K,] = 2 der Kérpe r K, sicher nicht in ein K, vom Grade 2” +3 
einbettbar ist, kénnen wir saneitinsallinnits zu 

Satz 5a: Ist G, zyklisch von Primzahlpotenzordnung, so ist das Ein- 
bettungs problem im Kleinen genau dann lésbar, wenn fiir alle p mit K, + K, 
sich K, in ein K, von der Ordnung l"+™ einbetten lapt, wo I” die Ordnung 
von 3, bedeutet. Ist diese Bedingung erfiillt, so sind an jeder Stelle alle 
zugeordneten Einbettungsprobleme lésbar. 

Es sei nun K, durch einen Charakter y von der Ordnung /": in K, 
definiert, der aus J77, und y(b,) bestehen mége, dann lautet das Kin- 
bettungsproblem: 

Unter welchen Bedingungen ist ein Idealcharakter y auffindbar, 
so daB yp! = y wird? 
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Schreiben wir auch y in der Form // y, und y(b,), so wird im 
Einzelnen gefordert: 


(=) ve = xs (B) w™ (6) = x (b0; 
(vy) yp und y(b,) 
bilden einen Strahlklassencharakter gemiB Hilfssatz 1. 


Im Kleinen sei analog K, gegeben durch 7, und 7,(z), so daB das 
Problem lautet: Wann existiert ein y, und (2), so daB y,'™ = 7p und 


(4) 


Wp (=) = Xp(x) wird? Die zweite Bedingung lat sich stets erfiillen, 
so daB wegen der Unabhingigkeit von y, und w,(z) nur bleibt: 
(4) v" =%,- 

Nunmebr kénnen wir Satz 5a umformen in 

Satz 5b: Das zyklische Problem ist im Kleinen genau dann lésbar 
wenn es fiir alle p ein yp mit py" = x, gibt. 

Beweis: Die Einbettung im Kleinen sei lésbar. Ist p ein Primideal 
mit 7, + 1, so ist p in K, verzweigt und damit K, + K,; also gibt es 
nach Satz 5a ein %, mit %!" = 7. Nach dem Ubertragungssatz ist 
aber 7, = x,, 80 daB @”™ = y. wird. 

Gibt es umgekehrt zu p ein y, mit py," = x), so definiert y, mit 

——— 
D(x) = Vz—(x) wegen x, = x ein zyklisches K, vom Relativgrade /™ 
iiber K,, wenn man die obige Wurzel primitiv walt, 

Da zwei verschiedene y,, die (4a) erfiillen, sich nur durch einen 
Charakter g, unterscheiden, fiir den gy)" = 1 gilt, lautet das Einbettungs- 
problem nunmehr: 

1. Wann ist eine Einbettung im Kleinen méglich ? 

2. Wann gibt es zu vorgegebenem y’ mit y’"=y,' ein g’ mit 
g’'" = 1 und Charaktere y(b,), die (4f) erfiillen, so daB y’- gy’ mit w(b,) 
ein Strahlklassencharakter wird ? 


§ 4. 
Einbettungen im Kleinen, 

Wir behandeln zuniichst die erste Frage des §3 und lassen dabei 
der Bequemlichkeit halber auBer bei den K, die das Lokale kennzeichnenden 
Querstriche iiber den Symbolen weg. Es sei also K, iiber K, vom Grad |” 
in ein zyklisches K, vom Grade /"*+™ einzubetten, d.h. die Bedingung (4) 
zu erfiillen. 

1. Fall: p ist unendlich. Aus (4) folgt: Fiir reelles p und 1 = 2 
ist lésbar K, = K,,(K,:K,] = 1 oder 2, im tibrigen nur K, = K, = K,. 
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2. Fall: p ist endlich und unverzweigt; also 7’ = 1. Bedeutet 
kiinftig allgemein ¢, eine primitive z-te Einheitswurzel, so ist nach Satz 2 
4 (2) = Cm, so daB yp’ = 1 mit p(x) = Cm+m eine Lésung des Problems 
darstellt. 

3. Fall: p ist endlich, verzweigt und p#/. Nach Satz 2 ist mit den 
eingefiihrten Bezeichnungen wegen f, = p': z'(v) = ¢,. Da der Fiihrer 
des zu definierenden Kérpers K, ebenfalls p' sein muB, bedeutet (4), daB 
y’ (v) = C,.m erklarbar ist; d.h. daB 

N (p) = 1 (mod e-1™) 
ausfallt. Dies kann man auch so ausdriicken, daf in K, die e-l™-ten 
Einheitswurzeln enthalten sein sollen. 

4. Fall: p ist verzweigt und p/l. Es sei f) = p’. Gema® (4) mu 
ein y’ mod p* bei geniigend hohem t erklirbar sein, so daB y'” = y’ wird. 
Uber das Repriisentantensystem mod p' gilt nun der folgende 

Hilfssatz 2: Sind in K, die l’-ten, aber nicht die 1" + '-ten Einheits- 
wurzeln enthalten, und ist z eine beliebig vorgegebene Zahl, so gibt es eine 
nur von z abhingige Zahl t,, so dap fiir t >t, die Ordnungen c, der 
Basiselemente u;*) mod p' alle der Bedingung c,; = 0 (I*) geniigen, auper 
einem — auch wirklich auftretenden — Basiselement u,, welches als u, = Cy 
gewihlt werden kann. 

Nehmen wir diesen Hilfssatz zunichst als bewiesen an, so wihlen 
wir z = n+ m und erhalten im Falle » = 0 oder » > n+ m somit ein 
Repriisentantensystem mod p’ mit lauter c; = 0 (mod /"*™), fiir welches 
7 erklarbar ist, falls wir t > o annehmen. Da danr die 7’ (u,;) héchstens 
l”-te Einheitswurzeln sind, ist die Erfiillbarkeit von (4) und damit die 
Einbettbarkeit gesichert. Im Falle 0 << » < »-+-m haben wir jedoch 
fiir das Ausnahmebasiselement ¢, zu fordern, daB gilt: x’ (¢,) = 1 fiir 
v<m oder 7 (C,,)"~ " =1 fiir » > m; zusammengefaBt: 7’ (C, win o.m) = ! 
fir 0< ry< n+m. 

Wir kénnen somit vorbehaltlich der Giiltigkeit des Hilfssatzes 2 
formulieren: 

Satz 6: Sind in K, mit endlicher Primstelle p die l’-ten, aber nicht 
die + }-ten Einheitswurzeln enthalten, so ist ein zyklischer Kérper K, tiber 
K, mit (K,:K,) = genau dann in einen solchen vom Grade |" + ™ einbett- 
bar, wenn: 

(a) p in K, unverzweigt ist 
oder (B) fiir p/l gilt: »>m-+s, wo It die Verzweigungsordnung 

von p in K, bedeutet; 
fiir p/l gilt: v = 0 oder vy >n-+m; oder Ov <n+m 
at und Crminir,m) 18t Norm aus K,. 

*) Siehe § 1. 
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Wir kommen nunmehr zum 
Beweis von Hilfssatz 2: Es geniigt, den Satz fiir => r+1 
zu zeigen, da dann fiir z < » die fiir z>yv-+ 1 giiltige Schranke 1, 


ebenfalls alle Bedingungen erfiillt. Bedeutet e* die absolute Verzweigungs- 


. se - e* 
ordnung von p. so folgt bekanntlich*) fiir 7 > oe e*-z aus 


oy 1 (mod p’) die Existenz eines 8 mit « = f*. 

Ist nun u, ein Basiselement mod p’ von der Ordnung /* mit i < 2, so 
wird: 

r I : s>h : 

ul 1 (mod p'); also uw’) = 8", woraus folgt, daB u,-2 ! eine 

in K, liegende /*-te Einheitswurzel ist. Dieselbe ist primitiv; denn 

+ k—1 s-% . * . 
sonst wire u" B (mod p’), was wegen k < z mit der Eindeutig- 
keit der Basisdarstellung unvereinbar wire. Aus der Primitivitit folgt 
aber k < v. Es ist somit: 


(5) ty = Cn BY * (p’); 
da aber z—-k >v+1—k 1 ist, ist der Exponent x von wu, in der 
Basisdarstellung von ¢,: 2 = 1(l) und u, kann daher gegen ¢, aus- 


getauscht werden. Da die Ordnung von ¢, héchstens gleich /‘, also der Ord- 
nung von u,, sein kann, ist diese neue Basis wieder unabhingig. Dann mui 
aber k = y sein, da sonst ¢, durch diese Basis nicht ausdriickbar wiire. 
Gleichzeitig ist klar, daB héchstens ein solches u, auftreten kann; ein 
jedes miiBte namlich gegen ¢, austauschbar sein, wahrend aus (5) folgt, 
da8 alle Basiselemente auBer einem u, in der Darstellung von ©, durch / 
teilbare Exponenten haben. Damit ist der erste Teil der Aussage be- 
wiesen. 


Fiir » >1 haben wir nur noch zu zeigen, daB u, wirklich auftritt. 
Ware namlich c, = 0 (l')=0 (l'*') fiir alle i, so ware ¢, = y' (mod p’) 


und damit ¢,-y~' = 1 (mod p*), woraus folgte, ¢,-y~' = 0', also 


£, = (y 6)', was der Definition von » widerspricht. 
Im praktischen Falle l4Bt sich v» nach oben abschitzen durch 
l'~'(l— 1)/e*, so da8 es dann durch Aufstellung einer Basis mod p" mit 


* 


l 





t™> j + e*( + 1) genau bestimmt werden kann. 


Es sei ausdriicklich darauf hingewiesen, daB ¢, in K, auch dann 
liegen kann, wenn es in A, nicht vorkommt. Beispiel: Ist R der 
rationale Zahlkérper, so ist 2 in R(¥—7) voll zerlegt, also ¥—7 in R 
enthalten. Ist nun | Teiler von 2 in K, = R(V+ 7), so enthalt k, 
obiges R und damit Y—7. In K, ist also auch Y—1 enthalten. 
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§ 5. 
Weitere Umformung der Bedingungen. Der Fall des rationalen 
Grundk6rpers. 


Wir wellen jetzt die Bedingungen des Satzes 6 im GroBen formu- 
lieren. Wir sahen zunichst im § 3, da8 die unendlichen Primstellen in K, 
voll zerlegt sein miissen. Fiir endliche p erhalten wir nach Satz 5a nur 
dann Bedingungen, wenn K, + K, ist und nach Satz 6 sogar nur dann, 
wenn p in K, verzweigt erscheint, also in der Diskriminante aufgebt. 

Es sei nun |,/l ein Diskriminantenteiler, der im Fiihrer von K, in 
der Potenz | aufgeht. GemaS Hilfssatz 2 stellen wir eine Basis 
mod 4 auf, so daB alle Basiselemente bis auf die eventuellen u\’ durch 
ln +™ teilbare Ordnungen haben. Wir bestimmen ‘nun Zahlen «a, in 
folgender Weise: 

a) wenn u? mod us nicht auftaucht, d.h. », = 0 oder 1, > n+ m 
ist, sei a, = 1. ore 

b) wenn 0 < », << n+~™m ist, so sei «; = u” (mod |"); 
weiter gelte «,= 1 (mod f-l; “'), und sei («,) ein Primideal vom Absolut- 
grade 1. 

Es ist also in einer Restklasse mod f eine Zahl zu suchen, deren 
Absolutnorm eine Primzahl ist. Diese Bedingungen sind nach dem all- 
gemeinen Dichtigkeitssatz erfiillbar. (x,) heiBe das |; — durch das Ein- 
bettungsproblem — zugeordnete Primideal. 

Da in K, &;={yminv, m (mod (") wird, ist gemiB Satz6 und dem 
Ubertragungssatz zu verlangen, daB Xi, (%) = Zi,(a,) = 1 ist; da alle 
7%o(«) = 1 fiir p + I, sind, folgt: («,) ist in K, voll zerlegt. Die Be- 
dingung des Satzes 6 fiir die q, kann wértlich iibernommen werden, so 
daB8 wir haben 

Satz 5c: Ist K, vom Grade I" in ein K, vom Grade l"*+™ zyklisch 
einzubetten, so ist diese Einbettung im Kleinen genau dann lésbar, wenn 

a) die unendlichen Primstellen und die den |, zugeordneten (x,) in K, 
voll zerlegt sind; 

b) fir die q, gilt: N (q,) = 1 (mod &.l"), wo e > 1 die Ver- 
zweigungsordnung von q, in K, bedeutet. 

Gema8 Satz 1 ergibt sich (b) aus der Diskriminante, wihrend sich (a) 
bekanntlich an der irreduziblen Gleichung fiir A, in K, ablesen laBt. 
Damit sind die Bedingungen vdllig auf die Struktur von K,, die Dis- 
kriminante und die irreduzible Gleichung fiir K, in K, zuriickgefiihrt. 

Wir beweisen noch den folgenden 

Satz 5d: Liegt fm in K,, so kann bei den in Satz 5c¢ genannten 
Bedingungen eine endliche oder unendliche Primstelle unberiicksichtigt bleiben. 
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Beweis: GemiS Satz 6 lautet die Bedingung an der Stelle 1, wegen 
v>m: hi, (Cm) =1; ebenso wegen Xe, (%")=1 an der Stelle 9.5%, Sym) = 1. 
Reelle unendliche Primstellen kénnen nur fiir /= 2 und m= 1 in K, 
vorkommen; also nimmt wegen ¢,, = —1 die genannte Bedingung auch 
hier die Gestalt x) (¢,)—= 1 an. Aus der Produktrelation 


IT %, (Cum) Xp, (Cm) . . (Cm) =1 
folgt die Behauptung. 


Ist K, speziell der rationale Zahlkérper R, so wird die Bedingung 
der lokalen Einbettbarkeit besonders einfach. Fiir 1 + 2 ist nimlich 


y = 0, so daB wir nur die g, zu betrachten haben. Fiir 1 = 2 ist da- 
gegen v= 1, u, = — 1mod2', so daB wir aus y'(—1) = 1 erhalten: 
Uk 1 
zx (u,) = IT Xo (v2), 
was = 1 wird, wenn q, = 1 (mode,-2™) erfiillt ist. Es gibt somit nach 
den Siatzen 6 und 5b ein y’ mit y’" = y'. Im Fall 1 + 2 ist wegen 
y?(—1) = +1 auch y'(—1)= +1. Ist fir 1 = 2y'(—1) = -1, 


so fiihre man noch die unendliche Primstelle im Fiihrer ein, so daB also 
in beiden Fallen die Bedingung (b) von Hilfssatz 1 erfiillt ist, wahrend (a) 
trivialerweise gilt. Damit ist aber die geforderte Einbettung vollzogen, 
und wir haben somit den 
Satz 7: Ist K, ein zyklischer Kérper vom Grad i" iiber R, so lapt 
er sich genau dann in einen zyklischen Kérper vom Grade l"+™ evnbetten, 
wenn er reell ist und fiir die in K, verzweigten Primstellen q, + | gilt: 
q = 1 (mode, - 1”), 
She eae “—=) 
wo e, die im Diskriminantenbeitrage 9, a 
bedeutet. 


von gq, vorkommende Zahl 


§ 6. 

Die hinreichenden Bedingungen (fiir Einbettbarkeit) im GroBen. 

Wir schicken zunichst einige Definitionen und Hilfssitze voraus. 

Definition 2: Ist y Charakter einer von endlich vielen Zahlen 
Ths Ng» «-- erzeugten Abelschen Gruppe, k > 0 eine ganze Zahl, so heiBt x 
als l*-te Potenz realisierbar, wenn es einen Modul m gibt, nach dem ein 
Zahlcharakter y erklart ist, so daB yp" (7,) = z(n,) gilt und y" als Zahl- 
charakter die gleiche Ordnung wie x hat. 

Hilfssatz 3: Seien n,, y,,... endlich viele in K, liegende Zahlen 
derart, daB nf ng... nur dann l-te Potenz einer Zahl aus Kg ist, wenn 
alle 0, = 0(l) sind. Sei weiterhin x ein Charakter der durch n,, N, --. 
erzeugten Abelschen Gruppe ©, der nur aus l-ten Einheitswurzeln besteht. 
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Jedes in K, liegende ¢,, mége auch in © enthalten sein. Ist nun Ky (Cy +1) 
zyklisch tiber K,, so ist ~ genau dann als l*-te Potenz realisierbar, wenn 
fiir alle [. mit uw =k gilt: x(f.) = 1. 

Beweis: Die Reduktion von den endlich vielen Zahlen », auf nur 
eine geschieht mit Hilfe eines Gedankenganges von Herrn van der Waerden. 
Der Charakter y ist ebenfalls Charakter der von den », und den Rela- 
tionen 7! = 1 erzeugten Abelschen Gruppe 6*. Heift ein Charakter 
von @* dann als /‘-te Potenz realisierbar, wenn er dies als Charakter 
von © ist, so bilden die als /*-te Potenz realisierbaren Charaktere von * 
eine Untergruppe der vollen Charakterengruppe, die durch die Unter- 
gruppe ©’ c &* charakterisiert werden kann, deren Elemente « bei 
simtlichen als /*-te Potenz realisierbaren Charakteren den Charakter Eins 
haben. Es kommt somit darauf an, diese « zu bestimmen. 

Ist « ein Element von *, dann suchen wir ein Primideal r, das 
den Bedingungen geniigt: 

(6’) N (rt) = 1( +), 
(6”) « kein l-ter Potenzrest mod r. 


Gibt es ein solches r, so sei v das erzeugende Element der Restklassen- 
gruppe modr. Wir setzen y(v) = ¢x4,; dann ist y™ ein als /*-te Potenz 
realisierbarer Charakter von 6* mit y"(«)+ 1. Um 6’ zu finden, 
haben wir also « so zu suchen, daS (6) nicht erfiillbar ist. 

1. Fall: ¢, ist in K, enthalten. « sei nicht die Gruppeneins, also 
keine l-te Potenz. z'—a = 0 ist also irreduzibel und definiert einen 
zyklischen Kérper iiber K,, dessen Strahlklassengruppe  genannt werde. 
(6”) bedeutet, daB r nicht in & liegt, wihrend (6’) aussagt, daB r in S 
enthalten ist, wo © die Strahiklassengruppe von K,(¢,.,) bedeutet. 
Beides ist nur dann nicht gleichzeitig erfiillbar, wenn S c &; d.h. wenn 


~ 


l 

(7) Vac Ky (Ces). 
Ist nun A definiert durch K,(¢,) = Ky + Ky(E,+1), so ist fiir 
h>k-+1 (7) unméglich, fir / =k definiert x’ = Cy, den einzigen 
zyklischen Unterkérper vom Grade / von Ky (Ex ~1), so dab gilt: 

l 

Vo = Ota ensit...+4, tata 
wo a; c K,. 

Bei dem primitiven Automorphismus S von Ky (0, +1): 
l 
on +1 =O nen? ¢» geht somit Ya iiber in 
i 


l 
Dt marae = ya _ Ya. = PRS +e 
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i 

Der Koeffizientenvergleich liefert Ya = a,-C{,,1 und somit: « = a'¢%. 
In G* wird also « = ¢%,. Andererseits liegen aber die in der Behauptung 
genannten ¢, sicher in 6’, da fiir jedes yw gilt: y (Cu) = v (Con) 
= p(l) = 1. 

2. Fall: fA, (¢,):K,] =¢ mit ¢>1 und ¢#0/(l). Zuniachst ist 
sicher z’— a= 0 in K, irreduzibel; der von z freie Koeffizient des 
irreduziblen Faktors hatte naimlich sonst die Gestalt 


l 
Va*.c? = b, b in K,; 


woraus folgt: a = 6' und nach Voraussetzung also s = O(/), was die 
Irreduzibilitat von 2’ = a demonstriert, oder « ist l-te Potenz und damit 
die Gruppeneins. Va erzeugt demnach einen Kérper vom Grad / und 
kann nicht in K,(¢,) liegen. Es ist somit x! = « auch in K, (¢,) irreduzibel. 
Wir wenden nounmehr die Betrachtungen von Fal] 1 mit K, = K,(¢,) als 
Grundkérper an. Der Ausnahmefall 


vl rr 
a= Cy-b", Cy und Ob’ aus Ki, 


ist hier unmédglich, weil sonst durch Relativnormbildung von K' in K, 
wegen « C K, folgen wiirde: 


a’ = n(Cn)-(n(b’))'; nm die Relativnorm. 


n(¢.,’) ist aber eine /-te in K, liegende Einheitswurzel, und somit = 1. 
Wegen ¢ = 0(l) wire also « die Gruppeneins. Es gibt somit ein r’ in K 
das den Bedingungen geniigt: 


N (t’) = 1 (+), 
« kein l-ter Potenzrest mod r’. 


Da die Ideale r’ vom Absolutgrade > 1 die Dirichlet-Dichte 0 haben, 
kann dabei rt’ vom Absolutgrade 1 gewahlt werden. Ist nun r das r’ in 
K,, zugeordnete Ideal, so folgt aus (6*) sofort (6), da die Lésbarkeit von 
z' =a(modr) sofort die von z' = «(modr’) nach sich ziehen wiirde. 
Es ist also (6) stets erfiillbar, womit die Behauptung gezeigt ist. 


(6*) 


Es sei nun K,(,x4,) nicht zyklisch iiber K,, also insbesondere 
l=2, k> 2, K,(t) + K,, so stellen wir wieder die Frage nach den als 
2*-te Potenz realisierbaren Charakteren der obigen Gruppe ©*. GemaB 
Fall 1 des Beweises zu Hilfssatz 3 mul fiir die « aus G’ auch hier 


(7) Va cK, (Ce41) 
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erfiillt sein. Sind nun K,(Y¥—1), K, (Vd), K,(V—) die quadratischen 
Unterkérper von Ky (f.e+1), 80 hat « also die Form 


a= -—b6? oder a=d- oder a= —d-b', bin K,, 


Da — 1 in ©’ liegt, gehért im erstgenannten Fall « sicher zu ©’, wihrend 
von den beiden anderen nur einer behandelt zu werden braucht. 

Es sei also ein a = d-6? in ©* enthalten. Sehen wir, wann fiir 
alle Charaktere y der Ordnung 2*+! mod p% fiir jedes pe yp (a) = 1 
ausfallt: 

1. p ist unendlich; dann ist y von der Ordnung < 2 < 2~'. 

2. p ist endlich und pt2. Nach § 1 ist p* = p'. Wegen der Ord- 
nung von yw muB8 sein N(p) = 1(2**+') und « darf nicht Quadratrest 
mod p sein. Es ist also (6) zu erfiillen, was aber (7) widerspricht. 

3. p = I/2, wozu wir annehmen, daB © zu 2 fremd sei. Wir betrachten 
y als Charakter in K,. ¥ sei definiert wie in Hilfssatz 2. Ist y mod I" 
definierbar, so kénnen wir als so hoch annehmen, daB die Ordnungen 
aller Basiselemente u, auBer der Ordnung des wegen » > 1 sicher auf- 


tretenden u. = ¢,, durch 2'+? teilbar werden. Es sei nun a = £"° wwe... 


(mod ["). Da bei vy =< & y™ (6,5) = 1 ausfiallt, ist y** (x) = 1 fiir alle p 
genau dann, wenn 
bi »>k+1 4», =r, =7, =... = 0 (mod 2), 
bi y = k r, =r, =... = 0 (mod 2) 
wird. Fir » > k+ 1 liegt nun Yd und damit Va in K,. Fir 2 << >< k 
ist entweder Vd c K,, oder Yd und vv. erzeugen denselben Kérper, da 
Ky (6,41) iiber K, zyklisch ist, so daB also Vd -¢,, und damit Va-t,, in 
K, liegt. Somit ist fir vy > 2, d.h. V—1 in K,,, (8) stets erfiillt. 

Fiir v = 1 besagt (8), daB es Zahlen z, gibt, so daB « = + 2} (I) 
ist. Dabei gilt fiir alle n das gleiche Vorzeichen, da aus der Kongruenz 
mod [” die mod I"~? folgt. Also ist 


(8) 


%,— tm, =O("~'), 


woraus folgt, indem man nétigenfalls z, durch — z, ersetzt: 
n—1 
Ln —- In-, =O (I= )), 


Die z, bilden also eine konvergente Folge, die gegen V+ «a strebt. Liegt 
umgekehrt Vd oder Y—d in K,,. so ist (8) erfiillt. (8) ist somit aqui- 
valent mit 

(9) (K, (Vd, i): K,] <4; 
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dabei ist A* = K, (Vd, i) als der einzige Unterkérper von K,(¢,.+1) vom 
Typus (2,2) charakterisiert. « liegt in ©’ genau dann, wenn (9) fiir 
alle 12 erfiillt ist. 

Wir verwenden demgema8 im folgenden die 

Definition 3: Fir A, hei®Be die Bedingung B(l”) genau dann er- 
fillt, wenn KA, (¢,,,) tiber K, zyklisch ist, oder wenn fiir den Unterkérper A* 
vom Typus (2, 2) in K,(¢,,,) an wenigstens einer Stelle 1/2 [K*: K,] =4 
gilt. 

Dann haben wir also bewiesen: 

Hilfssatz 3a: Die Behauplung des Hiljssatzes 3 gilt fiir zum Haupt- 
ideal (2) fremde »,; ungedindert, wenn B(l**") erfiillt ist. 

Hilfssatz 3b: Ist B(2***) nicht erfiillt, und liegt in G* eine Zahl a, 
fiir die K,(i) 4 K, (Va) und K,(\ x) CK, (S.4+,) gilt, so ist x genau 
dann als l'-te Potenz realisierbar, wenn gilt: z( —1) = 1 und (a) = 1. 

Beweis: Alle Zahlen aus 6’ haben die Gestalt — 6°, db® oder — db’, 
liegen also in der durch —1 und « erzeugten Untergruppe von ©*. Die 
Notwendigkeit der behaupteten Bedingungen wurde oben gezeigt. 

Hilfssatz 4: a) Die Einheitenbasiselemente e, und die im §1 ein- 
gefiihrten B; erfiillen die in Hilfssatz 3 an die 1, gestellte Bedingung. 

b) Ist B(2**+*) fiir irgendein k nicht erfiillt, so gibt es in der durch 
die ¢, und B, erzeugten Gruppe © ein « der in Hilfssatz 3b erliéuterten Art. 

c) Ist dabei « = €- ITB", so ist (6) = b;"". 

Beweis: a) Es sei JJ e°- Bre = y'. Da (y) Hauptideal und b, Basis- 
element der absoluten Idealklasseneinteilung und ein Primideal ist, kann 
b. in (y) nur als Potenz von (f,) aufgehen, woraus 9, = 0(l) folgt. Also 
ist JJ e*i = 6° und damit auch o, = O()). ° 

b) und c): Ist 1/2, so folgt nach dem Obigen aus [A*-K,] < 4, daB 
Vd oder yd-<,,, in K. liegt. Sei t, so hoch, daB in Kk, aus y = 1 (1) 
folgt, daB y ein Quadrat ist; dann bestimmen wir eine Zahl # in der 
Weise, daB 

B= 1 (1%, falls Vdc K,, 


B oy (1"), falls Va-¢,, c K.. 


und (f) ein Primideal in K, ist. 

Dann liegt V8-d in A, fiir alle 1,/2; VB-d liegt jedoch nicht in K,, 
da £-d die Primstelle (8) in genau erster Potenz enthalt. Die Relativ- 
diskriminante von K,(V8-d) hat nun die Gestalt D = (f)(d)a’. Die |, 
sind in A,(V8-d) voll zerlegt, gehen also in D nicht auf. Es kommen 





a ee 
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also in D nur zu 2 fremde Primideale und diese nach Satz 1 dann genau 
in erster Potenz vor. Nun enthilt (d) bis auf Quadrate nur Primstellen [,, 
die Primideale von a® erscheinen in zweiter Potenz, also ist 
D = (A)(@)a’ = (f); dh. (@) =a. 
In der Basisdarstellung durch die b, sei nun 
(b)-q = 11%, 
wo 6 eine Zahl aus K, ist. 
Also: 
(b*) (d) = 7b". 
Gemi8 Definition der b, geht dies nur, wenn br” = (6,)* ist; also 
(db*) = J1(B)%; 9 db* = Me- Be. 

Hilfssatz 5: Ist B(2") fiir irgendein k nicht erfiillt, so gibt es zu 
jedem x>1 einen Zahlcharakter ®, der Ordnung 2**', so dap ®% (e,) 
= ®* (8,) = 1 ist, waihrend @ * (a) = — 1 wird, wo « = db* die nach 
Hiljssatz 4 existierende Zahl in © ist. 

Beweis: Va liegt nicht in K, (t), daher ist K’ = K, (i, ¥x) zyklisch 

4 — 

iiber K,(i) vom Grade 4, also (K’:K,] = 8. Ya ist nicht in K” 
= Ky (Cr+. Ve, Ve,, ‘titan VB, ¥p,, ...) enthalten, da sonst A, (Va ) 
Galoissch iiber AK, wiire, so daB sich [K, (i, Ja): K,] = [K, (Va): K,] = 4 
ergibe. Es gibt also in A,(t) ein zum Hauptideal (2) fremdes Prim- 
idea! r’ vom Absolutgrade 1, das in der zugeordneten Idealgruppe von K”, 
aber nicht in der von K’ liegt. r’ geniigt somit den Bedingungen: 

N (t’) = 1 (mod 27+), 

r’ ist voll zerlegt in K, (t, Ve,) und K, (i, VB,); 

z* = a (mod r’) ist unlésbar in K, (i). 
Fiir das r’ in K, entsprechende r gilt dann also: 

N (t) = 1 (mod 2*+»), 

r ist voll zerlegt in K,(i, Ve) und K, (i, VB,), 
so daB alle ¢, und £; Quadratreste mod r sind. 

z* = a (mod r) ist unlésbar in K,. 


Das Basiselement mod r sei v. Setzen wir ®,(v) = ¢,,.,, so hat D, die 
verlangten Kigenschaften. 


Mathematische Annalen. 112. 47 
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Die zweite am Schlu8 von § 3 gestellte Frage kénnen wir nun be- 
antworten durch den folgenden 

Satz 8: Es sei y' ein Zahlcharakter, so dap y' = y'™ zusammen mit 
x (b,) einen Strahlklassencharakter x ergibt. 

Ist nun B(l™) erfiillt, so gibt es einen Zahlcharakter y,,, 8o dap py 
= y'- Wm zusammen mit geeigneten Y,,(b,) einen Strahlklassencharakter ¢,, 
ergibt, fiir den oi. = x wird. 

Ist dagegen B(2”) nicht erfiillt, so gibt es ein solches w,, genau dann, 
wenn ein wy, existiert, fiir welches yp, = (y'-y;)" ' zusammen mit geeig- 
neten , (b,) einen Strahlklassencharakter p, ergibt, fiir welchen gp’, = x wird. 

Beweis: Wir bezeichnen allgemein fir 0 <= » <= m mit y, einen 
Zahicharakter, fiir den gy, = (y’- y,)" ” mit geeigneten ¢, (b,) einen Ideal- 
charakter y, mit g =: x ergibt; insbesondere sei y, der Einheitscharakter. 
Es mége nun bei 0 <= » <= m—1 noch ein y, geben, so zeigen wir 
die Existenz eines y,,,. Wir wahlen zunichst g,,,(b,) so, daB 
Pe +1(b,) = g,(b,) wird. Dann definieren wir ein g* durch: 

o* (e) = (y'ler)-vila’)” 
o* (B) = (vB) web)” 
wo 6b, wie in § 1 definiert sei. Dann gilt: 

1. g* besteht nur aus /-ten Einheitswurzeln, da g, Strahlklassen- 
charakter ist. 

2. g* ist Charakter der durch die e; und f; erzeugte Gruppe 6. 
Eine jede Relation J7 ett. pe = 1 reduziert sich naimlich auf J7 et, da die 
B, Potenzen von verschiedenen Primidealen sind. Fiir die ¢ ist aber y* 
ein Charakter. 

3. Liegt ¢,, mit «= m—v—1 in K,, so ist g*(C.) = 1. 

4. © ist fremd zu 1 nach Wahl der b,. 

Ist nun B(l—") erfiillt, was sicher der Fall ist, wenn B(i™) gilt, so 
folgt aus den Hilfssitzen 3a und 4 die Existenz eines y,,, der Ord- 
nung I"~*, fir welches wre (€:) = g*(e) und yr, (B,) 
= g*(f,) wird. y,.. = yy yrs. erfillt dann alle verlangten Bedingungen. 

Ist dagegen B(2™-*) nicht erfiillt, so gibt es nach Hilfssatz 4 ein 
a in @, das die Gestalt db? hat. Wir unterscheiden: 

a) p*(«) = 1. Die obige Betrachtung bleibt anwendbar unter Heran- 
ziehung von Hilfssatz 3b. 

b) g*(a) = —1. Da auch B(2) nicht erfiillt ist, ist nach Voraus- 
setzung die Existenz von y; sicher, d.h.» > 1. Wir ersetzen nun y, 
durch », = y,-®,,_,, wo ®,,_, der in Hilfssatz 5 aufgestellte Charakter 
ist; y, erfiillt naémlich ebenfalls die an ein y, gestellten Bedingungen. 


Pr +1(b,)"*, 
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Der Charakter g* geht bei dieser Ersetzung iiber in g* = ¢*-@,, a 
Dann wird aber wegen der Eigenschaft von ®,,_,: @* (a) = + 1, so daB 
wir wieder auf Fall a) gekommen sind. 

Aus den Sitzen 5, 5b und 8 ergibt sich nunmebr unmittelbar 

Satz 9: Ist B(l™) erfiillt, so ist ein zyklisches K, vom Grade |” tiber 
K, genau dann in ein zyklisches K, vom Grade |"*+™ einbettbar, wenn dies 
an jeder Primstelle von K, méglich ist. 

Satz 10: Ist B(2™) nicht erfiillt, so ist ein zyklisches K, vom Grade 2" 
genau dann in ein zyklisches K, vom Grade 2"*™ einbettbar, wenn es einen 
zyklischen K, enthaltenden Kérper K, vom Grade 2"*+* gibt, fiir den die 
Einbeltung in ein zyklisches K, vom Grade 2"*™” an jeder Stelle méglich ist. 

Die Tatsache, daB die in Satz 10 aufgestellte Bedingung nicht etwa 
fiir alle lokal einbettbaren K, erfiillt ist, zeigt 

Satz 11: Ist B(2™) nicht erfiillt, so gibt es fiir jedes n > 1 tiber K, 
einen zyklischen Kérper K, des Grades 2", fiir den die Einbettung in ein 
zyklisches K, vom Grade 2"~™ wohl an jeder Stelle, aber nicht im Groen 
méglich ist. 

Beweis: Es gibt in A, beliebig viele Primideale r, die der Bedin- 
gung N(r) = 1 (2"*™) geniigen. Ist » das erzeugende Element der Rest- 


klassengruppe mod r, so erhalten wir durch 7'(v) = ¢,,4m beliebig viele 


° n> m u>~m 
Charaktere der von den ¢,, 8; nebst Relationen ¢; = pi = 1 er- 
zeugten endlichen Abelschen Gruppe, unter denen es also zwei verschiedene, 


7%, und 75, gibt, fiir die gilt: 
mi(&) = 2(&) und 71 (B;) = x2 (8). 

Sei weiterhin ®,, ein Zahlcharakter gemiB Hilfssatz 5, so ist 

XW = (x1 Xs-*+ Pun) mit x(b,) = 1 
ein Strahlklassencharakter 7 der Ordnung 2”, definiert also einen zyklischen 
Kérper K, vom Grade 2", der nach Satz 5b an jeder Stelle in verlangter 
Weise einbettbar ist. Ware nun A, auch im GroBen einbettbar, so giibe 
es nach Satz8 ein yw, so daB g, = (7,-7,~'-On-y,)™” * mit geeigneten 
@, (by) einen Strahlklassencharakter » mit gy? = x ergibt. Nach Hilfs- 
satz 3b ist nun y,*" *(«) = +1, so daB sich ergibt: 

P(e) = (xs (4) 24a)" ON (aw) wr" (@) = — 1. 
Andererseits ist aber 
Gi (@) = pi (e-JT Bf) = IT (BP). 
Nach Hilfssatz 4 ist nun (,)“' = b;*', so daB sich wegen g*(b,) = x(b;) = 1 
ergibt: g(a) = +1, womit wir zu einem Widerspruch gelangt sind. 
K, ist also im Grof8en nicht einbettbar. 
47* 
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Wir haben uns noch davon zu iiberzeugen, daB es wirklich Fille 
gibt, fiir die B(2™) nicht erfiillt ist. Es geniigt, dies fiir m = 3 zu zeigen. 

Es sei K iiber R fremd zu R(f,) = R(t, ¥2), wo R den rationalen 
Zahlkérper bedeutet. Weiterhin sei D so gewahlt, daB die Primzahl 2 
in R(YD) voll zerlegt ist und YD nicht in K liegt. Wir setzen nun 

= K(y¥— D) und unterscheiden die Fille: 

a) [K"(¢,): K’) <4. Nach Voraussetzung ist [K (¢,):K] = 4, so daB 
K’' = K(¥—1) oder K’= K(V¥+ 2) gelten muB8. Da YD nicht in K 
liegt, ist das erstere ausgeschlossen. Es folgt also K(¥— D) = K(V+ 2) 


und damit K (VD) = Ld K(V# 2). 


Nun sind in K (j D) alle lle 1/2 aus K voll zerlegt, also auch in K (V¥ 2), so 

daB sich fiir alle 1/2 [K(C,):K] <4 ergibt. B(8) ist fir nicht erfiillt. 
b) [K’(¢,): K’]) = 4. Alle ('/2 aus K’ sind in K’(VD) voll zerlegt; 

also YD und damit Y— 1 in K’ enthalten. B(8) ist fiir K’ nicht erfillt. 


§ 7. 
Der allgemeine Abelsche Fall. 

a) K, > K, zyklisch vom Primzahlpotenzgrade I. 

Gegeben sei ein Kérper K, iiber dem beliebigen Grundkérper K, der 
Charakteristik 0. K, sei Abelsch mit der Galoisschen Gruppe 6,. Weiter 
sei ein Abelsches G, gegeben, so daB es eine zyklische Untergruppe 
der Ordnung /™ gibt mit G,/N ~ G,. Es ist zu untersuchen, wann sich 
K, in ein K, mit der Gruppe 6, so einbetten laiBt, daB K, im Sinne 
der Galoisschen Theorie zu N gehért. 

Wir beweisen zunichst den 

Hilfssatz 6: Sind K' und K” zwei Normalkérper iiber K,; K'" thr 
Durchschnitt; dann ist die Galoissche Gruppe © von K’ K" diejenige Unter- 
gruppe © des direkten Produktes der Galoisschen Gruppen 6’ und 6” von 
K’ und K", bei der gerade alle Produkte g'-g' auftreten, fiir die g' (K"’) 
= 9 (K") gilt. 

Beweis: Jedem Element g aus © ist im Sinne des natiirlichen Homo- 
morphismus*) je ein Automorphismus g’ und g” zugeordnet: g — (g’, 9”). 
g und g” geniigen dabei der Bedingung g’(K’’) = g” (K’’) = g(K’”). 
Auf das Elementepaar (1’, 1”) ist dabei nur die 1 aus G bezogen. © ist 
somit (1)-isomorph einer Untergruppe der in der Behauptung genannten 
Gruppe ©. Aus dem Ubereinstimmen der Ordnungen von © und © ergibt 
sich die Behauptung. 

Nennen wir die Galoissche Gruppe von K’”’ iiber K, 6’, so wollen 
wir in Zukunft kurz schreiben: 


6 = (G' x G" gr. 
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Die Gleichheit im Gegensatz zur gewéhnlichen Isomorphie soll dabei den 
natiirlichen Isomorphismus bedeuten: 

g(Xa’-a") = Yq‘ (a’)-g" (a”), 
wenn a’ aus K’ und a” aus K” ist. 

Wir gehen nun aus von einem Kérper K; mit der Gruppe 6, iiber 
einem geeigneten K;. Wahlt man etwa K, = R. so ist die Existenz eines 
derartigen K;, sichergestellt. Das erzeugende Element von ® heiBe t und 
werde durch die unabbingige Basis a,,...,@, von ©, in der Form 
t = /7a® dargestellt. Wenigstens einer der Faktoren a‘ hat dann die 
gleiche Ordnung wie 1, also 1; es sei dies gerade a%:. Die Ordnung von 
a, sei l"+™,. Der zur Untergruppe (rt) gehérige Kérper heiBe K', er hat 
die Galoissche Gruppe 6,. Wir betrachten nun in K’, die folgenden 
Unterkérper, die durch ihre Gruppen in ©, charakterisiert seien: 

a) Zu (t, a,,.-..,@,) = (a%1,a,,...@,) gehére C. C) liegt in Kj 
und ist iiber K\, zyklisch vom Grade /"; seine Galoissche Gruppe heiBe 3.,. 

b) Zu (a,,...,@,) gehdre C’,. C’, umfaBt C, und ist iiber K), zyklisch 
vom Grade /"+™; seine Galoissche Gruppe heibe 3,. 

Zum Kompositum C’, K’, gehért der Durchschnitt von (a,, ..., a) 
mit (t) = (/7a"). Ein gemeinsames Element dieser beiden Untergruppen 
miiBte aber eine so hohe Potenz von rt sein, daB a, nicht mehr im Produkte 
vorkommt. Da aber die Ordnung von a*: gleich der von T ist, ist somit 
das gemeinsame Element die Gruppeneins, also CK, = Kj. 

Zum Durchschnitt (C',~ K’,) gehért das Kompositum von (a,, ..., a) 
mit (t); also (CK) = C\. Es treten also gerade die in Hilfssatz 6 
geschilderten Verhiltnisse ein, so daB wir haben: 

6, = (3, x G,), . 
Bei dieser Schreibweise fiir ©, wird N die Untergruppe von 6,, die K} 
festlaBt; nennen wir das erzeugende Element von 3, o, so haben wir 
also N = ((o”) x 1). Diese Ergebnisse sind aber nun 
wieder rein gruppentheoretischer Natur. Es gilt also 

Satz12: Durch ©, und N ist eine — nicht 
eindeutige — Untergruppe ©’, von ©, mit zyklischer 
Faktorgruppe 3, der Ordnung |” bestimmt. Schreibt 
man 3, in der Form 3, = (a)/(o"), wo (c) eine 
zyklische Gruppe der Ordnung I"+™ bedeutet, so 
gilt der Automorphismus: ©, ~ ((c) x G,)3,. 
Dabei wird N auf die Untergruppe ((o") x1) % Fig. 3. 
abgebildet. 

Ist nun das oben genannte Einbettungsproblem zu lésen, so bestimme 
man nach Satz 12 den zu © gehérigen Unterkérper C, von K,. C, ist 
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dann zyklisch iiber K, von der Ordnung l”" mit n > 0. Notwendig und hin- 
reichend fiir die Einbettbarkeit ist dann, da® sich C, so in ein zyklisches 
C, von der Ordnung /*+™ einbetten liBt, daB (C,-\ K,) = C, wird. In 
diesem Falle wird nimlich die Galoissche Gruppe von C,K, gerade 6,, 
und die zu K, gehérige Untergruppe in G, ist gerade N. 

Wir kehren nun zu dem Fall zuriick, daB K, ein algebraischer Zahl- 
kérper ist, und beweisen die folgenden naheliegenden Hilfssitze. 

Hilfssatz 7: Es gibt iiber K, zyklische Kérper des Grades |". 

Beweis: Ist fiir ein Primideal r, aus K, N(t,) = 1(/™) und setzt 
man in der friiheren Bezeichnungsweise 7, (v,) = fm, 80 liefert zy; (€) fiir 
die Einheitengruppe {e} einen nur aus /™-ten Einheitswurzeln bestehenden 
Charakter. Da es nur endlich viele solche Charaktere, aber unendlich 
viele r, mit JN (r,) 1 (lm) gibt, lassen sich r, und r, mit N (r,) 1 (I) 
so finden, daB bei x; (v,) 4, (ey') = Sm gilt: x, (e)-z,(e) = 1 fiir 
alle «. Erginzt man gemaf Hilfssatz 1 7’ = 7, -7, durch geeignete x (b,), 
so gehért zu yz ein zyklischer Kérper des Grades 1™*+* mit « > 0. Ein 
Unterkérper desselben ist der verlangte Kérper. 

Hilfssatz 8: Ist K, tiber K, im ein tiber K, zyklisches K, mit 
[K, : K,] = I” einbettbar, K} ein beliebiger Zahlkérper tiber K,, dann lapt 
sich K, auch in ein zyklisches K’, mit [K',: K,] = ™ einbetten, so daB 
(K', Kf) = K, wird. 

Beweis: Genau wie im Beweis zu Hilfssatz 7 zeigt man, daB es 
zwei Primideale r, und r, mit N(r,)= 1(l") gibt, so daB bei 7} (v,) 
= 7, (¥5') = Sm gilt: 7, 75(e:) = ~,-2%,(8) = 1, wo die B,; die in § 1 
eingefiihrten Zahlen sind. Auf erdem lassen sich r, und r, so wahlen, daB 
sie in Af nicht verzweigt sind. War nun y’ und w(b,) der Charakter von 
K, in K,, so erfiillt p’y,7, und w(b,) alle Bedingungen von Hilfssatz 1 
und definiert damit einen zyklischen Koérper K. Wegen (y' z\y,)" = y'” 
ist K, in Ky enthalten, und es ist [K,:K,] =i". Hitte nun Kj mit 
K} iiber K, einen nicht leeren Durchschnitt, so lage der durch (y'y', z,)""~' 
mit y(b,)"~* definierte Unterkérper K; von K, in Kf. Im Fiihrer von 
K’; kommen aber nach Konstruktion die rt, noch vor; d.h. die r, sind 
in K\ verzweigt, wahrend sie es in Kf nicht sind; dies ist aber ein 
Widerspruch, wenn Ky c Kf. 

Greift man aus K, einen zyklischen Unterkérper C, beliebigen Grades 
heraus, der sich in ein zyklisches C, mit [C,:C,] = ™ einbetten laGt, so 
kann man C, demnach so wihlen, daB (C,7K,) =C, wird. Die Ein- 
bettung von K, in K, = K,C, ist von der in diesem Abschnitt behandelten 
Art. C, erscheint in dieser Darstellung gleichsam als der Stamm, von dem 
sich die Kérper C, und K, abzweigen. Wir wollen aus diesem Grunde C, einen 
zu dem betreffenden Einbettungsproblem gehérigen ,,Stammkérper“ nennen. 
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Wir haben somit gesehen: 

Satz 13: Zu jedem Einbettungsproblem K, — K, < K, mit [K,: K,] = I" 
gibt es wenigstens einen — rein gruppentheoretisch bestimmbaren — Stamm- 
kérper C,. Notwendig und hinreichend fiir die Lésbarkeit des Problems ist, 
da sich C, in ein zyklisches C, so einbetten lapt, daB (C,:C,) = I" wird. 
C, laBt sich selbst zyklisch vom Grade l” withlen mit n > 0. 

Wir haben oben die Existenz von nur einem Stammkérper bewiesen, 
da wir sahen, daB es geniigt, einen solchen zu kennen, um die Frage der 
Einbettbarkeit beantworten zu kénnen. Wir wollen die so entstandene 
Liicke scblieBen, indem wir die Frage nach allen zu einem gegebenen 
Einbettungsproblem gehérigen Stammkérpern aufwerfen. 


Seien nun in der Tat C, und C’, zwei Stammkérper zum gleichen 
Einbettungsproblem, insbesondere also zyklisch; dann folgt: LaBt sich C, 
in ein zyklisches C, mit [C,:C,] = I" so einbetten, daB (C,7K,) = C, 
wird, dann gibt es in C,X, einen zyklischen Korper C’,, so daB C, cC, 
und [C’,:C’,] = /™ ist; das gleiche gilt bei Vertauschung von C, mit C’. 
Ist K, gegeben durch die den zyklischen Kompositionsfaktoren entsprechenden 
Charaktere y,, 7, ..-, Y, und entsprechen C, und C, dabei den Charak- 
teren y, und y\, dann sei also C, in ein C, eingebettet, so daB gilt: 


(10) y, = vf’, 


wenn y, den definierenden Charakter von C, bedeutet; zuniichst ist namlich 
y, = (yh")’ mit zu [C,:K,] fremdem o. Sollte nun bei zu | fremdem 
[C,: K,] onicht fremd zu[C,: K,] sein, so ersetze man es durch o +- [C,: K,)}. 
C, kann also auch durch yj; definiert werden. Zu C,K, gehdren dann 
die Charaktere 7,, 7%, ---, Zn» W Soll nun ein C, in C,K, existieren, das 
die obige Bedingung erfiillt, so mu8 sein: 


(2-82... 2h p2o)™ = y's 
oder wegen (10): 
: 20 ,#l™ 

m@=F2 > 
wo z* aus der Charaktergruppe (y,,..., 7.) genommen wird. Gilt um- 
gekehrt diese Beziehung, dann gibt es auch in C,K, ein gefordertes C’,. 
In Ubertragung einer sonst fiir Zahlen geliufigen Schreibweise auf Charaktere 
einer fest gegebenen Charakterengruppe kénnen wir also schreiben: 


v= yyo im (%,, +++ Xa): 


Da aber auch umgekehrt y, = y,°° sein soll, mu8 y, —y, —1 oder 


am" (om 
g, zu | prim sein. Dann stellt aber auch wo * *™ bei passendem k einen 
definierenden Charakter von C, dar, so daB wir haben: 
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Satz 14: Gehéren in K, zwei zyklische Unterkérper C, und C', zu den 
Charakteren wy, und w,, so sind C, und C’, genau dann Stammkérper cum 
gleichen Einbettungsproblem mit (K,: K,) = 1", wenn die Relation gilt: 


Ya y, bei passender Wahl der definierenden Charaktere. 


) 


Das Hinreichen folgt ja daraus, daB bei yw, = y,-7*"" auch 
Lis lar +++s Lns Yo X%* C,K, definieren. 

Ist insbesondere AK, selbst ein Stammkorper, so ist fiir C,: y, — 1 
das bedeutet aber, daB C, schon in K, in einen zyklischen Kérper C, 
mit [C,:C,] = I" eingebettet erscheint, so daB nach Hilfssatz 8 an C, 
tatsiichlich keine Bedingungen gestellt werden; oder daB [C,: K,] zu | prim 
ist, wo sich trivialerweise keine Bedingung ergibt. 

Aus Satz 14 kénnen wir leicht die Anzahl der gruppentheoretisch 
verschiedenen Einbettungsméglichkeiten fiir K, bei gegebenem [K,: K,] 
= 1 bestimmen. Beachtet man nimlich, daB die Charakterengruppe die 
gleiche Struktur wie G, hat, so folgt: 

Bedeutet (a'") die Untergruppe der /”-ten Potenzen in G,, so ist die 
obige Anzahl gleich dem Index von (a) in 6,. 


b) K,> K, beliebig Abelsch. 

Es sei nunmehr ®, die Galoissche Gruppe von K, iiber K,, das 
direkte Produkt von zyklischen Gruppen %,, N,,.... K, erscheint iiber K, 
als das Kompositum von Kérpern K mit der Eigenschaft: [K®: K,] = 1"; 
(AM K® ... K¢-)--\K®) = K,. Das bedeutet aber, daB wir schreiben 


ka ‘ 
énnen 6, = (6G x G@ x ...)e,, 


wobei jedes 6 einen Normalteiler N® vom Grade I” entbiilt, so dab 
G/N ~ G,. Bei dieser Schreibweise erscheint N als (R™ x N® x ...). 
Fiir die geforderte Einbettbarkeit ist also notwendig, daB alle den © 
entsprechenden Einbettungsprobleme lésbar sind. Diese Bedingung ist 
aber auch hinreichend. Ist namlich fiir alle i K, in ein K® in der G@® 
entsprechenden Weise einbettbar, C\) ein zugehériger Stammkérper, CY 
dessen zyklische Erweiterung mit [CY:C] = 1", dann laBt sich nach 
Hilfssatz 8 CY so wihlen, daB (CP ~K%K®... K¢- = CY wird. Es 
ist demgemaB : 
[COEK™ ... Ka-v: ce) = [K® ... Ke-v: Co) , [cy : CY) 
on [K®... K¢-»: K,)-[K,: C9] -1™, 
also ist wegen K® = K, CQ: 
(K® K® ... K¢-»: K,] = (CO K® ... K¢—-: C®): [K,: C®] 
= [K®... K¢-»: K,]-[K®:K,]; 
d. h. aber, daB K® zu K™... K¢—-” iiber K, fremd ist, und damit die 
Galoissche Gruppe von K...K® gerade (6 x G® x... x G)g, 
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wird. Damit ist auch das allgemeinste Abelsche Einbettungsproblem auf 
zyklische Einbettungen zuriickgefiihrt. Es gilt somit 

Satz 15: Soll bei einem Einbettungsproblem K, < K, c K, die Galoissche 
Gruppe von K, tiber K, vom Typus (lm, lm, ...) werden, so gibt es in K, 
zyklische Kérper C°), C®, so daB das Problem genau dann lésbar ist, wenn 
sich jedes C\!' in ein zyklisches CY so einbetten lapt, dap (CP :CY] = 1" 
wird. CP apt sich selbst zyklisch vom Grad I wihlen mit n, > 0. 

Weiterhin wollen wir Satz 9 unter Beachtung von Definition 1 ver- 
allgemeinern zu 


Satz 16: Ist ein Abelsches K, iiber K, in ein Abelsches K, mit vor- 
gegebener Gruppe ©, einzubetten, so dab K, zum Normalteiler N gehért, der 
vom Typus (Im, ly2,...) ist, sind weiter in K, alle Bl") erfillt, dann 
ist die Einbettung genau dann méglich, wenn an jeder Stelle p von K, 
wenigstens ein zugehdriges lokales Einbettungsproblem lésbar ist. 

Beweis: Die Notwendigkeit der Bedingungen ist klar; es bleibt also 
ihr Hinreichen zu zeigen. Wir schreiben ©, wie oben in der Gestalt: 
6, = (GY x G® x ...)e, und betrachten das durch ©” gegebene Ein- 
bettungsproblem, zu dem C\” ein Stammkérper vom Grade l/l: sei. Es 
sei nun p aus K, in C\? nicht voll zerlegt. Nach Voraussetzung ist an 
der Stelle p ein lokales Einbettungsproblem lésbar; dieses sei durch 6, 
gegeben. Wir nehmen nun wie oben wieder einen Hilfskérper K, iiber 
K, mit der Galoisschen Gruppe ©, in Anspruch. Die den Unterkérpern 
C® und K, gruppentheoretisch-Galoissch entsprechenden Unterkérper mégen 
C’, und K’;, hei®en. Zu G, mége K\, gehoren. Als Stammkérper erscheint 
C’, in Ky iiber K, in einen zyklischen Kérper C’, vom Grade I: +™ ein- 
gebettet. C\ liegt nach Voraussetzung nicht in K,; CK, ist also iiber 
K;, in C,K,, eingebettet mit [CK :C, K,] = lm. Nun gehért aber C, K, 
in ©, zur selben Untergruppe wie C® in K,. Es erscheint also auch 
C iiber K, in einen zyklischen Kérper CY mit [CY:C@] = 1m ein- 
gebettet. Damit ist aber fiir C, ein lokales Einbettungsproblem lésbar, 
das zur Einbettung K, c C, c C, mit [C,:C,] = /™ gehért. Ist dagegen 
p in CY voll zerlegt, so wissen wir von friiher, daB dann wenigstens ein 
lokales Einbettungsproblem lésbar ist, das dem obengenannten entspricht. 
Aus den Satzen 9 und 15 folgt nunmehr unmittelbar die Behauptung. 

In ganz entsprechender Weise liBt sich natiirlich auch Satz 10 ver- 
allgemeinern; dagegen sei darauf hingewiesen, daB eine Verallgemeinerung 
von Satz 11 auf den allgemeinen Abelschen Fall nicht gilt, schon weil 
ja K, selbst ein Stammkérper sein kann. Jedoch auch dann, wenn fiir 
die definierenden Charaktere y® der Stammkérper CY gilt: y® Gon) 1 im 


Bereich aller Strahlklassencharaktere, wo m; << m; und ebenfalls B(2™ ) 
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nicht erfiillt ist, folgt aus der lokalen Einbettbarkeit bereits die im GroBen. 


Ist namlich y = 73 |, insbesondere yp’ = y,* ‘, und ist CY an jeder 
Stelle in einen zyklischen K6érper vom Grade 2™ einbettbar, also 
y'® = gy)” ', so gilt: 
- m; 1 i! ee é a m;—m; m;—1 ait . 
“i = Pi : ‘ (x: * Pi z )’ —- gi * D;. 


gi ist dann ein aus zweiten Potenzen bestehender und als 2™ te 
Potenz realisierbarer Charakter der von den ¢, und f, erzeugten Gruppe, 
fiir den also nach Hilfssatz 3b gilt: gf? (— 1) = gf (a) = 1. Dann ist 
aber gf auch als 2”‘~*-te Potenz realisierbar, so daB aus Satz 8 die 


Behauptung folgt, da a” «as mit x, (b)*"* * einen Strahlklassen- 
charakter ¢\” mit go” = y” ergibt. 
§ 8. 
SchluBbemerkung. 


Satz 11 belehrte uns dariiber, daB es Ausnahmefilie gibt, wo von 
der Einbettbarkeit im Kleinen nicht auf die im GroBen geschlossen werden 
kann. Man kénnte nun diese Ausnahmefiille als dadurch bedingt ansehen, 
da8 wir fiir die lokale Einbettbarkeit ja nur die Lésbarkeit von wenigstens 
einem zugeordneten lokalen Einbettungsproblem an jeder Stelle verlangt 
hatten; und man kénnte demzufolge meinen, daB sich diese Ausnahme- 
fille dadurch beheben lieBen, daB man an den einzelnen Primstellen eben 
die Lésbarkeit von mehr als einem zugeordneten Problem verlangt, sofern 
es deren mehrere gibt. Demgegeniiber sagt nun der SchluBsatz von 
Satz 5a aus, daB bei unserer Definition der lokalen Einbettbarkeit im 
zyklischen Fall bereits die Lésbarkeit von allen zugeordneten Einbettungs- 
problemen folgt, so daB ein Beheben des Ausnahmefalles auf diese Weise 
nicht méglich ist. 
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General recursive functions of natural numbers’). 
Von 
8. C. Kleene in Madison (Wis., U.S.A.). 


The substitution 


1) O(a, «>» Me) = Oy, (e,, . - <r Bade - > 02 Zen (as > 00 Me 
and the ordinary recursion with respect to one variable 
(2) P (0, Zq, -- -, Za) = P(e, .- -» Zu) 


p(y + 1, Ze, -- +) Be) = Z(Y, Y(Y, Sys ~~ +2 Zu)s Zys - + +9 Mn)s 

where 6,7,,---,Zm> YY» % are given functions of natural numbers, are 
examples of the definition of a function » by equations which provide a 
step by step process for computing the value @(k,,...,k,) for any 
given set k,,...,%, of natural numbers. It.is known that there are 
other definitions of this sort, e. g. certain recursions with respect to two 
or more variables simultaneously, which cannot be reduced to a succession 
of substitutions and ordinary recursions*). Hence, a characterization of 
the notion of recursive definition in general, which would include all 
these cases, is desirable. A definition of general recursive function of 
natural numbers was suggested by Herbrand to Godel, and was used by 
Gédel with an important modification in a series of lectures at Princeton 
in 1934. In this paper we offer several observations on general recursive 
functions, using essentially Gédel’s form of the definition. 

The definition will be stated in §1. It consists in specifying the 
form of the equations and the nature of the steps admissible in the 
computation of the values, and in requiring that for each given set of 
arguments the computation yield a unique number as value. The ope- 
rations on symbols which occur in the computation have a similarity to 
ordinary recursive operations on numbers. This similarity will be utilized, 
by the Gédel method of representing formulas by numbers, to prove 
that every (general) recursive function is expressible in the form 
v(ey[o(z,.---; Zn, y) = 0]) where y and o are ordinary or ,,primitive“ 


1) Presented to the American Mathematical Society, September 1935. 

*) W. Ackermann, Zum Hilbertschen Aufbau der reellen Zahlen, Math. An- 
nalen 99 (1928), S.118-—133; Rézsa Péter, Konstruktion nichtrekursiver Funk- 
tionen, Math. Annalen 111 (1935), S. 42—60. 
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recursive functions and (z,,..., 2) (Ey) [o(z,,.-., tn, y) = 0]*). Also, 
it is seen directly that, for any recursive function @ (z,,..., Zn, ¥), 
ey [o(x,,..-, Zp, y) = 0} is a recursive function, provided (z,, ..., z,) (EZ y) 


[0 (2,,.++» Za, y) = O}). 

In §2, the problem is raised, which systems of equations define 
recursive functions under the general definition. The systems which do 
cannot be recursively enumerated, if by a recursive enumeration is under- 
stood one such that the numbers ordered by the Gédel method to the 
systems of equations in the enumeration are a recursive sequence (i. e. 
the successive values of a recursive function of one variable), since from 
any recursive sequence of such numbers we can obtain the recursive 
definition of a new function by the familiar process of diagonalizing and 
adding 1. For the same reason, a recursive process of deciding which 
systems define recursive functions is unattainable, if by a recursive 
process is meant one such that there is a recursive function of the 
corresponding numbers whose value is 0 or 1 according to the result 
obtained. Since the condition under which a recursive function of n 
variables is defined can be expressed in the form (z,, ..., z,) (Ey) 
[o(z,,-+-, 2m» y) = O], we are afforded an approach (somewhat different 
than Gédel’s*)) to the existence of undecidable number-theoretic proposi- 
tions in formal logics satisfying certain general conditions. Roughly 
speaking, every such formal logic must contain undecidable propositions 
of the form (xz) (Ey) [oe (x, y) = 0], where o (x, y) is a primitive recursive 
function, because otherwise the logic could be used to decide recursively 
which systems of equations define recursive functions, which we know 
in advance to be impossible. Every problem of the form, whether or 
not (xz) (Ey) [o (x, y) = 0], where o(z, y) is a recursive function, is in- 
cluded in the problem, which systems of equations define recursive func- 
tions of one variable. 

Also, there are non-recursive functions definable using only one 
quantifier, thus: t(z) = 0 if (y)[o(z, y) = 0), r(x) = 1 otherwise, where 
o (x, y) is primitive recursive. 


5) In the “functions” which we consider, the arguments are understood to 
range over the natural numbers (i. e. non-negative integers) and the values to be 
natural numbers. Also, for abbreviation, we use propositional functions of natural 
numbers, calling them ,,relations* (alternatively ‘‘classes”, when there is only one 
variable) and employing the following notations: (x) A (x) [for all natural numbers, 
A (x)], (Ez) A(z) [there is a natural number x such that A(z)], e2z[A(zx)] [the 
least natural number «x such tnat A(z), or 0 if there is no such number], — [not], 
J [or], & [and], — [implies], = [is equivalent to}. 

*) Kurt Gédel, Uber formal unentscheidbare Satze der Principia Mathematica 
und verwandter Systeme I, Monatsh. fiir Math. u. Physik 38 (1931), S.173—198. 














General recursive functions. 


§ 1. 
The relation between primitive and general recursive functions. 


A recursive function (relation) in the sense of Gédel*) (S. 179— 180) 
will now be called a primitive recursive function (relation). By using 


S(z)=2+1 (the successor function), 
(3) C (rz) = 0 (the constant function 0), 
UF (2, «+ +9 Sa) = Be (identity functions) 
as initial functions, the definition of primitive recursive function can be 
phrased thus: 

Definition 1. A function is primitive recursive if it can be defined 
from the functions (3) by (zero or more) successive applications of 
schemas (1) and (2) (m,n = 1, 2,...; i =1,..., )°). 

In the study of general recursive functions, we treat the defining 
equations formally, as sequences of symbols. For abbreviation, we may 
omit to distinguish between the functions and numbers, and the symbols 
or sets of symbols which stand for them. 

Now consider expressions consisting of finite sequences of the follow- 
ing symbols: 0 (the numeral 0), S (the successor function), w,, w,,... 
(numerical variables), o,, 0,,.-. (variables for functions of r,,7,,... at- 
guments, where 7,,7,,... is a sequence of positive integers in which 
each occurs infinitely many times, say 1, 1, 2, 1, 2, 3,...), (,),» , = (pa- 
rentheses, comma, equality symbol). We define term thus: 0, w,, w,, . 
are terms; if a,,a,,... are terms, S(a,), @,(@,,.-., 4), Q,(@,5 +++) @,); 

. are terms. By numeral is meant one of the expressions 0, S(0), 
S(S(0)),.... If @ and 6b are terms (and if o,,...,0, are functional 
variables*) such that a least one of o,,...,¢, occurs in a or b, but no 
functional variables other than o,,..., 0, occur in a or b), a = 6 will be 
called an equation (in o,,...,6,). By a system of equations we mean a 
finite sequence of equations. 8" ios A| shall denote the result of 

exe Me 
substituting b; for a, (i = 1,..., ) throughout A (A itself, if a,,..., a, 


5) This form of the definition was introduced by Gédel to avoid the necessity 
of providing for omissions of arguments on the right in schemas (1) and (2). The 
operations in the construction of primitive recursive functions can be further 
restricted. See Rézsa Péter, Uber den Zusammenhang der verschiedenen Begriffe 
der rekursiven Funktionen, Math. Annalen 110 (1934), S. 612—632. 

®) That is, if Ors Gy stand for 0, +++ @, for some set of distinct num- 


bers «,... a, (then we use 4, for ‘J Similarly, in R, below it is meant that 


x4... 2, stand for w,,...,w, for some set of distinct numbers f,..., f.. 
1 * 1 Bn 1 " 
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do not occur in A). E F,,,,... F shall denote that the expression F 
is derivable from the expressions E by (zero or more) applications of 
the operations R,,, R,,, .... 

We list the operations on expressions‘): 


saa ae 
: "A\, where x 


R,: to replace A by ‘.. ‘. ty ++) qn are the numerical 
variables which occur in A, and k,,..., ky, are numerals. 

R,: to pass from A and a(k,,...,k,) =k to the result of substituting k 
for a particular occurrence of a(k,,...,k,) in A, where k,,..., ky, 
k are numerals. 

R,: to pass from A and B=C to the result of substituting C for a 


particular occurrence of B in A. 

The Herbrand-Gédel definition of general recursive function of 
natural numbers can be formulated thus‘): 

Definition 2a. Given functional variables o,,...,9,, let EZ? denote 
the set of equations o;(k,,..., k, 5) =k where k is the “value” of 


a;(k,, ..-, ks.) a8 presently defined. The functions o,,..., 0, are defined 
recursively by the system of equations (Z, ... E,) if, for each 1(i=1, ..., ), 
EZ, is a system of equations in o,,...,0,;, each of the form o, (a,,..., a,,)=6 
where go, does not occur in 4,,..., a,., such that for each set of 
numerals k,,...,k,, there is exactly one numeral k (called the value of 
0, (k,,...,k,,)) for which Ef, ..., E71, Ey Fi,2 0% (ky, ....k,) =k. 
A function o, is recursive if there is an (EZ, ...£,) of this description. 

We understand a function g(z,,...,Z,) to be recursive under this 


definition, if it is possible to define it by recursion equations of the type 
described, whether or not originally the function is so defined. More 
explicitly, a given function (z,,..., 2%) is recursive under Def. 2a, if 
there exists an (Z,...£E,) as described in Def.2a in which o, may be 
regarded as representing y. o, may be regarded as representing 9, if 
8, = mand whenever k,, ..., k,, are the numerals S(...z, times ...S(0)...), 
--S8(...2_ times ...8(0)...), resp., the “value of a, (k,,..., k,.)” 
under Def.2a is the numeral S(... ~(z,,..., Z_) times... S (0) ...). 
A similar remark applies to Def.2b below. 








7) In these operations we do not require that A and B —C be equations 
and that a be a functional variable, since R,—-R,; as stated when applied to 
equations generate equations. Thereby, our proof of IV is simplified. 

*) In what follows, the word “recursive” (when not qualified by the adjective 
“‘primitive”) will mean recursive under any one of the definitions 2a, 2b and 2c, 
except when the definition involved is mentioned explicitly (as is necessary in the 
course of establishing the theorems VI and IX on their equivalence). 
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We now show that Def.2a is not more general than the following 
(which will later be proved equivalent to it): 

Definition 2b. The functions o,,...,¢, are defined recursively by E, 
if Z is a system of equations in o,, ..., ¢,, such that for each i (i = 1, ..., ) 
and each set of numerals k,,...,k, there is exactly one numeral k 
(called the value of a; (k,,..., k,)) for which E ky, 0, (k,,..., ks) = k. 
A function o, is recursive if there is an E of this description’). 

For the system of equations (Z,... £,) of Def.2a can be proved to 
be a system F for Def.2b thus: Clearly, (Z,... £,) is a system of equa- 
tions in o,,...,¢,, and for each « and set of numerals k,,..., k,,, 
(EB, ...B,) s,s o4(h,, ..-, bs.) = & where k is the value of o;(k,, ..., k,,) 
under Def. 2a. It remains to be shown that (E, ...£,) Fi, 5 0; (k,,--.,4,,) =I 
for | a numeral only when 1 =k. Now each equation of (EZ, ...£,) is 
verifiable (for each replacement of its numerical variables by numerals) 
by use of the values under Def. 2a, since, on examination, the supposition 
of the contrary is found to conflict with the hypothesis that for given i 
and numerals k,,...,k,, there is only one numeral k such that 
E},..., EP, BE; Fi,2 0, (k,, -... bs) = &**). Moreover, R, and R, applied 
to verifiable equations yield verifiable equations. Hence, if (EZ, ... E,) 
5 0, (k,, ..., k,) = 1 where k,,...,k,, 1 are numerals, the values of 
o,(k,,...,%,,) and 1 must be the same, i.e. / must be the value k of 
o,(k,,...,s,) under Def. 2a. 

The set of operations R,,R, may be replaced in Def.2b by a set 
R; (¢ = 0,1, 2,...) of single-valued binary operations, defined over all 
pairs of equations as follows: 


’ ; Wi 
R;; : to pass from A and B to S 5 (w,) A). 


R35; 41: to pass from A and B to s 4). 


R3; 42: to pass from A and B = C to the result of replacing the occurrence 
of B in A beginning with the i + 1*' symbol by C, if there is such 
an occurrence; otherwise, to A itself. 

For, under the conditions of Def.2b, EF ),1,0,... o:(k,, -.., ks) =I 

(l a numeral) when / is the value of o,(k,,...,%,,) under Def. 2b and 

only then (as is easily shown). 


®) A more general definition would not be obtained by allowing under R, 
also the substitution of B for C, since Z may be chosen to include 6 = a when- 
ever a = b is included. , 

9a) Similarly, the equations of the system EZ of Def. 2b are verifiable by use 
of the values under Def. 2b, if they are of the form g(a,,---,4,) = b. 
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We now assign numbers to symbols, expressions, finite sequences of 
expressions, etc., by the Gédel method [loc. cit.*) 8. 179— 182], letting 
numbers correspond to symbols thus: 


“g”?...1, “B"...8, “ae”... 8, 2.7, 9"... a,” ... 18, 


“ ’ 
ww. 


, ” 2 
i +++ Pitt “04 +++ Pit+a 


where p, denotes the i” prime number. Then if the numbers correspon- 
ding to N,,...,N, are n,,...,, resp., the number corresponding to 
the sequence N,,..., N, is pi! ... pi*. Employing Gédel’s notations (in- 
cluding the use of italics to indicate the correspondent for numbers of a 
given notion relating to expressions) and his methods of exhibiting the 
primitive recursiveness of functions and relations®”), we adopt 1—10 of 
his list, modifying 6, and define further primitive recursive functions and 
relations, as follows: 


6. nGle=ey(ys ck a\(Pr(njp & «| (Pr(n)y ~'). 


The finite sequence n,,...,, of positive integers is represented by 
pi'...pe*. Also, we may use the positive integer x to represent any 
sequence m,,..., m of natural numbers such that z = p}!...pyp*. The 
modification in the definition of nGlz secures that nGlx always be 
the n‘* member. The significances ascribed to 1(x), x+y, etc., refer only 
to the case n,,...,m, > 0"). 


11. rs y=ez[2>Sr&e—y+ 2. 
IfeS>y,2~—-y=2r-—y, ifrsy, r~—y=0. 


12. [SF] =e Se&@+)y > 2} 


13. Rem (z,y) = 2 ~ ({[=}) y. 
14. Dy (0) = 1, 
Dy (k +1) = ez|z < ¥ & |[1GI Dy (k) < 2G1 Dy (k) &z 


—_ 9u GtiDy ()) + 4 32 Gl Dy (ey) 


J [1G@l Dy (k) > 2G1 Dy (kh) > O&z 
= 2161 Dy (k) Ble Gt Dy (ey) + 1] 


V [2GI Dy (k) = 0 & z = 30.4 Dy a + 1})]. 


%b) Also see Th. Skolem, Begriindung der elementaren Arithmetik durch die 
rekurrierende Denkweise ohne Anwendung scheinbarer Veranderlichen mit unend- 
lichem Ausdehnungsbereich, Videnskapsselskapets Skrifter 1923. I. Mat.-naturv. 
K1., Nr. 6, S. 1—38. 

10) Note that 1(1) = 0 and xr*] = lez = z[l(zx) > 0}. 
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Dy (k) represents the k + 1* pair of numbers in the following order: 
00; 04, 8% £@ OR 14 2% 8-4, FB... 
15. v Occ ce = (En) (0 << n <1 (z) &v = nGl a). 
The symbol v occurs in the expression z. 


16. Su z(¥) = ez (2 < [Pr(l(z) +1 y+" & (Eu, v)[u,0 < che 
= ueR(nGlz)sv&z = usysv&n = I(u) + 1)}. 
Su z (9) entsteht aus z, wenn man an Stelle des n-ten Gliedes von z 
y einsetzt (vorausgesetzt, daB 0 <n < /(z))“ (Gédel, S. 184, Nr. 27). 
17. Sb (0, x, v, y) = 2, 
Sb(k + 1, a, v, y) = ex[2 sx Sb (k, z, v, y) + Su Sb (k, z, », y(* > ‘) 


& {[e + 1Glz + v&z = Sb(k,z,», y)) 
v [+1612 = ves = SuBb G0wN("y )}} 


Sb (k,z,v,y) is the result of substituting the expression y for the 
symbol v throughout the first k symbols of the expression x (if k <1 (z)). 


18. S(z,v, y) = Sb(I(z), 2, v, y). 


S(z, v, y) corresponds to the operation 8 (if v is a symbol and z 


and y are expressions). 


19. St(z,n,a, y) = ez|z < [Pr (l(a) +1(y))|**" & ((Ep, 9) (p,q rk 
a = peavg&l (p) = n&z = peysg) V [(p,9)[p.9 57k 
z= peasg > l(p) + nj&z= z}}]. 

St(z,n,a, y) is the result of substituting the expression y for the 
occurrence of the expression a in the expression x beginning with the 
n+ 1% symbol, if there is such an occurrence; otherwise, z itself. 

20. Ro (i, 2, y) = S(a, Pr(i+ 7), R(3)*E(Pr (i +7))) 
Ry (i, z, y) = S(z, Pr (i+ 7), R(1)). 
Ry (i, 2, y) = St (z,i,ep[p S y & (Eq) [g S y&y = p+ R(5)+q)], 
eq(q S y& (Ep)[p S y& y = p+ R(5) #4). 
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R; (i, z, y), Ry (i, 2, y), Ry (i, 2, y) correspond to the operations R;,, 
Rsi+1, Rsi+a, resp. 


a. Romay) = er R[F} +9) +R (S29) + B([F 7) 
zy) {[njsee = w([F].29)] v[>+2)see 


= R; ([*}. g, y)| V |» a 1|3&2 = R; ((*F"] x, y)]}. 
R’ (n, x,y) corresponds to the operation R,. 
22. Z(0) = R(I), 
Z(n +1) = R(3)+E(Z(n)). 
Z(n) corresponds to the numeral S(...m times ... S(0)). 
23. Eval, (n,y,2,,-.-,%,) = (Ex) (ely & y= R([Pr(n+7)f)+E£(Z(z,) 
«R(7)+...+R(7)+Z(z,))*R(5)+Z(z)} (for 
a fixed number p). 
y corresponds to an expression of the form o0,(z,,...,%») = 2, 
where z is a numeral. 
24. Val(y) =ex(2 <= y&(Em)[m = y&y = m+Z(z))}. 
If y corresponds to an expression of the form @ = z where z is a 
numeral, then Val(y) = z. 
Supposing the function m(n,z,y) given, we define a series of 
functions as follows: 
y(0, 2, y) = 2, 
y(n + 1,2, y) = 9(n, &, y). 
4 (0, z) = lL (2), 
A(k+ 1, z) = [k+ 1]-A(&, 2). 
r(0, z) = z, 
4&+1,2)—1 


r(k+12)= ff [Prin + Ih exp {y([-a¢z} [[1 Dy (Rem(n, 








A (k, 2)*))] + 1] Glx(k, 2), [[2@1 Dy (Rem (n, 2 (k, z)*))] 
+ 1)|G@lx(k, z))}. 

(n,z) = et[t << n&én< z A(t, 2). 

y(n, 2) =['S" A(i, 2)] — 2. 


6(z,m) = v(m, z)Glr (zu (m, 2), z). 


Then if z or 1(0,z) is the Gédel number for the sequence S, of the 
A(0, z) numbers z,, ..., % (z,,..., 2; > 0), t(& + 1, z) is the Gédel number 
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for the sequence S, ,, of the A(k + 1, z) numbers p(n, x, y), form = 0,..., 
k and x and y ranging over S,, in a certain order. Since y(0, z, y) = z, 
S, includes all numbers in S; for 0 = j =k. When l(z) > 0, «(n, z) 
and v(n,z) as n=0,1,2,... take successively the pairs of values 
0A(0,z), OA(O, z) —1,...,01; LA(I,z), 1A(1, z) —1,...,11;.... Hence 
6(z,m) for m = 0,1,2... are the members of S,(k = 0,1, 2,...). But 
these are (with repetitions) the numbers obtainable from z,,..., z,; by zero 
or more applications of the operations (0, z, y), p(1,z,y),.... Since 
6(z, m) was defined in a manner which shows that it can be obtained 
from y(n, x, y) and known primitive recursive functions by substitutions 
and primitive recursions, we have proved: 

I, Given a function p(n, x,y), there is a function 6(z, m), primitive 
recursive in p(n, x, y)"), such that, whenever z = p}'... pi. ee es | 
then 6(z, 0), 6(z,1),... is an enumeration (with repetitions) of the least 
class C(x) such that C (z,), ..., C (z,) and (n, x, y) [C (x) & C(y) > C(p(n,z, y))]- 

We note here the following two theorems for later use: 

II. Given a class A(x), a relation x,y Bz, and a number k which 
belongs to the least class C(x) such that (x) [A (x) + C (x)] and (z, y, z) (C(x) 
& C(y) & 2, yBz ~ C(2z)], there is a function »(m), primitive recursive in 
A(z) and «,yBz, such that (0), (1),... ts an enumeration (with 
repetitions) of C (2). 


n(m) is the function 6(R(k),m) when 6(z,m) is chosen as in I 
taking for m(n, z, y) the function ez|2 <n+ké& {n 26|(4 [($)] & 
2 =([$])v (4([4])&- - k)}} V {n 41/28 (2. yB[s"]@: = ("3") 


/ (2, y B[~—|&z = k)}\\] sii 

If a member k of a class R(x) is given, the class is enumerated 
(allowing repetitions) by the function ey|[y < m+k& |(R(m)& y = m) 
V (R(m)& y = k)}], which is primitive recursive in the class. Similarly: 








") We call a function g primitive recursive in other functions y,, if » 
becomes primitive recursive under the supposition that y, are primitive recursive. 
wv») uv 9) 

IT x(x,3.n) and LY 7% (2,3) are primitive recursive in y(z.) and  y (x, 3, 7). 
n=0 n=0 
Here we use x,,3 as abbreviations for Biv eser ye Yyr eer Voge Zp oo oy Zyy TOSP.» 
and we shall continue to do so when convenient. 

12) If k= 0, replace “/(0,z) —I(z)” by “A(O,z)— 1°" in the definition of 
6 (z, m). 


48* 
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III. Given a relation R(x, y) and a number k such that (E y) R(k, y), 
there is a function y(m), primitive recursive in R(z,y), such that 
y(0), (1), ... ts an enumeration (allowing repetitions) of the class (E y) R(z, y). 

y(m) = ey[y < [1Glm] + k & {((R(1Glm, 2Glm) & y = 141m) 

V (R(L Gl m, 26m) & y = k)} ]. 

By applying I, taking for g(n,z, y) the function R’(n, z, y) (21), 
we obtain a primitive recursive function: 

25. H(z, m). 

If z corresponds to a system of equations Z, H(z, 0), H(z, 1),... is 
an enumeration (with repetitions) of the numbers corresponding to equations 
Y such that ZF,,,,2,... Y. 

Now let g(x) be a recursive function in the sense of Def. 2a or Def 2b. 
Then there is a system FE of equations defining g recursively under 
Def. 2b, suppose that 9, stands for g in E. The system E has a Gédel 
number ¢. Using 23 and 25, if R(x, y) = Eval, (a, H(e, y),x), then, by 
Def. 2b, (x) (Hy) R(x, y). Furthermore, using 24, if y(y) = Val(H (e, y)), 
then »/r) = y(ey[R(z, y)}). We have now proved: 

IV. Every function recursive in the sense of Def. 2a (or Def. 2b) is 
expressible in the form p(ey[R(zx, y)]), where p(y) is a primitive recursive 
function and R(x, y) a primitive recursive relation and (x) (Ey) R(x, y). 

Thus the extension of general over primitive recursive functions 
consists only in that to substitutions and primitive recursions is added 
the operation of seeking indefinitely through the series of natural numbers 
for one satisfying a primitive recursive relation. 

By Gédel S. 180 IV, ey[R(x,y)] is primitive recursive in R(x, y) 
and any function 7(x) which bounds y. Hence, in a certain sense, the 
length of the computation algorithm of a recursive function which is not 
also primitive recursive grows faster with the arguments than the value 
of any primitive recursive function "*). 

Given a relation R(x), the function o9(x) which is 0 or 1, according 
as R(x) holds or not, may be called the representing function of R(z). 
As with primitive recursions, we say that R(x) is recursive, if its 
representing function is recursive (under Def. 2a)**). 





18) Besides the method, for demonstrating that a function is not primitive 
1ecursive (or not definable by given additional means, such as recursions with 
respect to n variables simultaneously), which consists in finding a lower bound for 
the values, we have the method, for demonstrating relationships of the opposite 
kind, which consists in finding an upper bound for the number of steps in the 
computation algorithm. 

4) This is equivalent to saying that there is a recursive function 9'(z) such 
that R(x) ~ [o'(z) = 0], since then o (x) = 1 ~ (1 — 0’ (3)). 
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Let R(x, y) be a recursive relation such that (x)(£y) R(x,y). Then 
the function 2 (x, y) =I] 0 (x,7), where (x, y) is the representing function 
of R(x,y), is recursive (under Def. 2a); and the function u(x) = ey[R(x, y)] 
satisfies the following relations in terms of 2 (x, y): 


a (0,%,y) = y, 
(4) o (S(z),x,y) = o(2(x, S(y)), x, S(y)), 
je (%) = o(2 (x, 0), x, 0). 


These equations (supplemented by the equations defining 2 (x, y) recursively 
under Def. 2a) form a system EF defining , (x) recursively under Def. 2a. 
Hence: 

V. If R(x,y) ts a recursive relation, and (x)(Ey) R(x, y), then e y[R(x, y)] 
ts recursive (under Def. 2a). 

This shows that the converse of IV is true, and gives us 4s an 
operation of recursive definition the formation of sy[R(x,y)] from a 
recursive relation R(x, y) such that (x) (Hy) R(x, y)'*). Also, the equivalence 
of Def. 2a and Def. 2b is now established: 

VI. The class of recursive functions under Def. 2b is identical with 
that under Def. 2a. 

For, as noted earlier, Def. 2b is not less general than Def. 2a, and 
now we have by IV and V that any function recursive under Def. 2b 
is expressible in the form yw(mu(x)) where w(y) and (x) are recursive 
under Def. 2a. 

VII. Let R(x,y) be a@ relation such that for every x R(x,y) holds 
for infinitely many y’s, and let v(x,n) denote the n y such that R(x, y) 
in order of magnitude. If R(x,y) is recursive, then v(x,n) is recursive. 

For »(x,) satisfies the relations »(x,0) = « y[R(x, y)] and v(x, S(n)) 
= &(z,v(x,n)) where §&(x,z) = ey[R(x,y)&y > 2], from which its 
recursiveness follows by use of V. 

The converse of VII holds, since R (x,y) = (En)[n < y & v(x,n) = y], 
which is primitive recursive in y (x, 7). 


15) By IV, the use of this operation repeatedly and with R(x, y) a general 
recursive relation gives no extension of the class of functions obtainable by a 
single application of it with R(x, y) primitive recursive. 

We had already as an operation of recursive definition the formation of 
ey[R(x,y)] from a recursive relation R(zx,y) such that there is a recursive 
function 7(z) for which R(x, y) > y = x(x) (by Gédel, 8.180, IV). This and the 
present result correspond to different methods of expressing «y (R(x, y)] recursively 
in terms of g (x, y). 
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Thus, omitting the parameters x, an infinite class is recursively 
enumerable without repetitions in order of magnitude if and only if it is 
recursive. 

VII. If the function C(x) is recursive and takes infinitely many 
values, and »(n) denotes the n'” in order of first occurrence in £ (0), E (1), ..-, 
then 7(n) is recursive. 

For 4(n) = ¢(»(n)) when yv(n) is chosen by VII for 

R(y) = (z)[@< y + f(z) + C(y))- 

Thus the recursive enumerability with repetitions of an infinite class 

implies its recursive enumerability without repetitions ‘*). 


§ 2. 
The undecidability, in general, which systems of equations 
define recursive functions. 

The definition of general recursive function offers no constructive 
process for determining when a recursive function is defined. This must 
be the case, if the definition is to be adequate, since otherwise still more 
general “‘recursive” functions could be obtained by the diagonal process. 

In order to analyze the situation in detail, we utilize the correspondence 
of systems of equations Z to numbers e, under which the problem, which 
systems E define functions recursively, becomes a number-theoretic one. 
We introduce for each particular value of n the following primitive 
recursive relation, where a, denotes the least i for which r; = n: 

26. T’, (2, 2, ..+, Za» ¥) = Eval, (a,, H(z, y), 2, ---, n)- 
The relation between the numbers and the recursive functions is simplified 
under the following definition: 

Def. 2c. The number e defines (recursively) the function  (z,,..., Zn) 
= Val (H (e, ey[T,, (e, £,,---,n,y)])) if (x, ---, tn) (By) Ta (€, 2, --., Ens): 
A function @ (z,,..., Z,) is recurswe if there is an e of this description. 

IX. The class of recursive functions under Def. 2c is identical with 
that under Def. 2a (2b). 

For if p(z,,...,2,) is recursive under Def. 2a (2b), the system of 
equations which defines g recursively under Def. 2a (2b) has, after 
changing the notation if necessary so that p is represented in it by 9,,, @ 
Gédel number e which defines @ recursively under Def. 2c (cf. the proof 
of IV); and conversely, every function recursive under Def. 2c is recursive 
under Def. 2a (2b) by V (V and VI). 


16) In XV below is given an example (Zy) 7,(z,2z,y) of a non-recursive class 
which by III is recursively enumerable. 


Fo a as 
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If a number e defines a function (z,, ..., Z,) recursively under 
Def. 2c and is the Gédel number of a system E of equations, E is in 
general a system determining a multiple-valued function '’), not necessarily 
a system defining a function recursively under Def. 2a or 2b. 

What follows is stated for n = 1, and would hold similarly for any 
other fixed n"*). 

X. If Ax) is a recursive function, and (x) (Ey) T,(0(zx), x,y), there 
ts a number f such that (x) (Ey) T,(f,2,y) and (Eq) [6(q) = f). 

For then (x) = Val(H (0(z),ey[ 7, (6 (zx), 2, y)|)) +1 is a recursive 
function (by V) such that, for every x for which 6 (zx) defines a function ¢, 
of one variable recursively, 7(z) = g,(z) +1 (by Def.2c). Let f be a 
number defining 7 (zx) recursively. By Def. 2c, (x) (Ey) T,(f,x,y). Also, 
if there were a q such that 6(q) is f, we would have (x) = »,(x), which 
contradicts the preceding equality when z takes the value q. 

In the case that for every x 6(x) is the Gédel number of a system 
E, of equations defining a function , of one variable recursively 
(yz being represented in E, by g,), we have that the function gp, (x) + 1 
is recursive. Thus the diagonal procedure, applied to a sequence of 
recursive functions which are defined by systems of equations of which 
the Gédel numbers form a recursive sequence, does not lead outside the 
class of recursive functions. 

XI. The numbers which define functions p(x) recursively ure not 
recursively enumerable, i.e. there is no recursive function 0(m) such that 
(m, x) (Ey) T,(0(m), 2, y) and (2) {(2) (By) 7, (2, 2, y) > (Em) [0 (m) = 2}. 

For, given any recursive function 6 (m) such that (m, x) (Ey) T,(6(m), x,y), 
then a fortiori (z) (Ey) 7, (6(z),z,y), and by X there is a number / 
such that (z)(Ey) T,(f, 2, y) but (Em) [6(m) = f). 

XII. The class (x) (Ey) T,(z,2,y) of the numbers z which define 
functions g(x) recursively is not recursive. 

For if it were recursive, it would be enumerated by a recursive 
function, contradicting XI. 

Indeed, given any recursive class R(z) such that (z){R(z) > 
(x)(Ey) T,(z, 2, y)}, a number f such that (x) (Fy) 7, (f,z,y) but R(f) is 
obtained by X, when 6(z) = ey [(R (x) &y = 2) v (R(z) &y = k)], 
where k is any number such that (x) (Ey) T, (k,z, y). 








17) Then ~(z,,...,2n) is that one of the values x determined by £ for which 
the Gédel number of gc, (z,,..-, 7n) = x occurs earliest in the list H (e,0), H (e,1),.... 
18) Since the means given for passing from definitions under Def. 2a (2b) to 
definitions under Def. 2c, and vice versa, are effective, the problem which we now 
study (which numbers define functions recursively) is equivalent to the one first 
proposed (which systems of equations define functions recursively). 
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The definability of a non-recursive class by use of quantifiers applied 
to a recursive relation gives the existence of undecidable number-theoretic 
propositions in certain formal logics from the consideration (somewhat 
different from that employed by Gédel) that otherwise the logics could 
be used to construct recursive definitions of the class. 


XIII. Given a formal logic S, suppose that the propositions (x) (E y) T(z, x,y) 
z = 0,1,2,...) can be expressed in S by formulas A,, and that numbers 
can be assigned to the formulas of S, in such a fashion that (1) to distinct 
formulas are assigned distinct numbers, (2) the class A(x) of the numbers 
assigned to axioms, and the relation x,y Bz between numbers of being 
assigned to formulas in the relation of immediate consequence, are recursive, 
(3) z is @ recursive function B(a,) of the number a, of A,, (4) the class C (n) 
of the numbers a, is recursive, (5) if A, is provable, then (x) (Ey) T, (z, z,y) 
is true. Then there are z’s for which A, is not provable although 
(x) (Ey) T, (2,2, y) is true™). 

For suppose that there is a number & such that A, is provable. Then, 
by (2) and II, given a,, there is a recursive function H (m) which enumerates 
the numbers assigned to provable formulas of S; and, by (1), (3) and (4), 


the recursive function 4(y) = B(em|{C(H (y)) &m = H(y)} v |C(H(y)) 
&m = a,} |) enumerates the z’s for which A, is provable. By (5), 
(x) (By) T, (6 (2), 2, y). 


Hence, by X, there is a number f/ such that (Eq) (@(q) = f) (which 
implies that A, is not provable in S) and (x) (Ey) T, (f, z, y)*°). 

%) The relation of “immediate consequence’ we suppose to be a given reiation 
between a formula and 4 pair of formulas, and the class of “provable formulas” to 
be the least class which contains the given class of “axioms” and has the property 
that Z is provable whenever X and Y are provable and Z is an immediate 
consequence of X and Y. 

If more details of the structure of S were suitably specified, condition (5) 
could be given a more metamathematical appearance, such as the following 
(analogous to Gédel’s condition of w-Widerspruchsfreiheit, S, 187): for no relation 
F (x,y) and natural number & are all of the formulas F (k,0), F(k,1), ..., (Ez) (y) F(z, y) 
provable. On the further assumption that for no relation F (z,y) and sequence 
of natural numbers k,,k,,... are all of the formulas F (0, ko), F(1,%,),.--, 
(z) (By) F(z, y) provable, the conclusion could be given the form, that there are 
2’s for which A, is formally undecidable, i.e. for which neither A, nor A, is provable. 
(The conditions need to be assumed merely for certain relations F (z, y).) 

%) The undecidable proposition A, can be effectively constructed for a given 
logic, whenever the number a,, recursive definitions of A (x); z,y Bz; B(y) and C(n), 
and effective means of constructing A, from /, are given. 

Whenever the supposition in this proof, that there is a & such that A, is 
provable, is not realized, the theorem holds trivially. 
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XIV. The function « y[T,(z, x, y)] is non-recursive*). 

For, if o(z) is any recursive function, the function (2) 
= Val (H(z, o(x))) + 1 is recursive, and y (xz) = Val(H(/,ey[T, (/,2,y)])) 
holds for any number / defining 4(z) recursively. Now if o(/) = ey[T,(f.f,y)], 
two different values are obtained for 4(/). Hence o(f/) + ey[T,(f,f, y)]. 
Thus ey[T7,(z, 2, y)] differs from each recursive function for some value 
of z. Note also that (Ey) T,(/,f, y). 

XV. The class (Ey) T, (xz, x, y) is non-recursive. 

Thus non-recursive functions can be defined by the schema 
| 0 if (By) R(z,y) 

\ 1 if (Ey) RG, y)’ 

where R(z,y) is primitive recursive. This follows from XIV, since, if 
(Ey) R(k,y) and A(z) = [l= 1(z)]-2+ 17(x)-k, then ey[R(z, y)] 
= [1+ r(z)]-ey[R(A (x), y)|, which is recursive if r(x) is recursive. 

To analyze the situation more fully, let S(xz) be any recursive class 
such that (z){S(x) + (Ey) 7, (z,2,y)}, and o(z) the representing func- 
tion of S(xz). If k is any number which defines a function recursively, 
then (Ey) T,(k,k,y), and we set u(x) = [l1—o(z)]-x2+o0(z)-k and 
e (x) = [1+ o(2)]-ey|T7,(u(z), u(z), y)|. 0 (x) is recursive, and as in the 
proof of XIV, there is an f such that o(/) + ey[T7,(/,/,y)] and (EZ y)T,(f,f,y). 
If S(f), then o(f) = 0 and o(f) = ey[T,(/,f,y)]. Hence S(/). 

XVI. The class (Ey) 7T,(z, z,y) is not recursively enumerable”*). 

For by III, the complementary class (Ey) 7, (x, x, y) is enumerated by 
a recursive function y(m). Now if (Ey) T,(z, z, y) is enumerated by x (m) 


24m =o((F))]v [m+ 1/2en—x((%5"))}. 


we have (Ey) T,(x,2z,y) =e m[&(m) = 2]|2, which would contradict XV 
if *(m) were recursive. 

XVII. Given a recursive relation R(x,), there is a number e such 
that (x) (Ey) R(x, 9) = (zx) (By) T,(e,2,y). Given a recursive relation R(y), 
there is a number e such that (Ey) R(y) = (Ey) T,(e, e, y)™). 


t (x)= 


and we set &(m) = en {| m 














21) We recall that «y[R(z,y)] = 0 when (Ey) Riz, y). 

22) The proof given here is non-constructive. The writer has a constructive 
proof that for certain recursive relations R(z,y) the class (Ey) R(z,y) is not 
recursively enumerable. From that proof, the existence in certain formal logics of 
undecidable propositions involving only one quantifier (which can be concluded 
non-constructively from present results) is obtainable in the same manner as XIII. 

23) From the great generality of the problems, which e’s define recursively 
functions of one variable, and which e’s “determine recursively” the e” value of a 
function of one variable, as displayed by this theorem, the result, that they are 
not “effectively” soluble, could have been anticipated. 
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For, to every proposition of the form (x) (£1) R(x,y), there is an 
equivalent proposition of the form (x) (Ey) R(x, y) obtained by utilizing 
the recursive enumerability of n-tuples of natural numbers, or introducing 
fictive variables**); and the Gédel number e of the system E of equations 
which defines ey[R(z,y)] in the proof of V on the supposition that 
(x) (By) R(a,y) satisfies the present theorem. Similarly, (Ey) R(y) has 
an equivalent (Ey) R(y), and for e we may take the Gédel number of 
the equations defining ey[R(y) & z = z] on the supposition that (Zy) R(y)*°) 

My thanks are due to Prof. Paul Bernays for the suggestion of 
improvements in the presentation. 


24) E. g. (21, 2%, %3) R(x,, 22, 23) = (x) (Ey) [R(1Gl z, 241 z, 3G1 x)z& y — y). 

25) XV, XVI, and XVII are similar, respectively, to results obtained in a 
different connection by Prof. Alonzo Church (An unsolvable problem of elementary 
number theory, see Bull. Amer. Math. Soc. Abstract 41— 5 — 205), Dr. J. B. Rosser 
(unpublished), and the present writer (A theory of positive integers in formal logic, 
Part II, Amer. Jour. Math. 57 No. 2, pp. 230 ff.). 


(Eingegangen am 7. 7. 1935.) 








Uber reelle geschlossene Raumkurven vierter Ordnung. 


Von 


Peter Scherk in Prag*). 





Einleitung. 

Es hat sich in den letzten Jahrzehnten herausgestellt, daB zahlreiche 
Siitze iiber reelle Gebilde der algebraischen Geometrie giiltig bleiben, 
wenn diese Gebilde nicht mehr als algebraisch, ja nicht einmal als ana- 
lytisch vorausgesetzt werden, wenn nur gewisse Begriffe, wie Ordnung, 
Klasse, Rang usw. in passender Weise iibertragen werden. Im Mittel- 
punkte dieser ,,metaalgebraischen*‘ Geometrie, deren schénste Ergebnisse 
C. Juel zu verdanken sind, steht der Ordnungsbegriff'). Man versteht 
unter der Ordnung eines Bogens oder einer Kurve im projektiven Raum 
die Maximalzahl ibrer Schnittpunkte mit einer Ebene. Im _ folgenden 
sollen geschlossene Raumkurven vierter Ordnung untersucht werden, also 
Kurven, die mit keiner Ebene mehr als vier, mit wenigstens einer Ebene 
aber genau vier Punkte gemeinsam haben. Es zeigt sich, und das ist 
das Hauptresultat der Arbeit, daB diese Kurven unter spiter anzugebenden 
Stetigkeitsannahmen in vier Typen zerfallen, die sich kurz so beschreiben 
lassen: 

Zum ersten Typ I gehéren diejenigen Kurven, die von jeder Ebene 
geschnitten werden, die also durch keine Kollineation ganz ins Endliche 
gebracht werden kénnen. Sie sind iiberall im selben Sinn gewunden, 
haben also keinen Wendepunkt; hierunter soll (vorbehaltlich einer spiteren 
genauen Definition) ein Kurvenpunkt verstanden werden, dessen Schmieg- 
ebene von der Kurve nicht durchsetzt wird, in dem also die Windung 
das Vorzeichen fndert. Die iibrigen Kurven, die also von wenigstens 
einer Ebene nicht getroffen werden und sich demnach durch eine Kolli- 
neation ganz ins Endliche bringen lassen, zerfallen ihrerseits in drei 
Typen. Betrachtet man die konvexe Hiille einer solchen Kurve, so er- 


*) Diese Arbeit ist von der Mathematisch-Naturwissenschaftlichen Fakultat 
der Universitat Géttingen als Dissertation angenommen worden. 

1) Eine Ubersicht iiber die Juelschen Arbeiten und seine wichtigsten Ergeb- 
nisse, sowie eine Einfiihrung in seine Gedankengiange, findet sich in der Abhandlung 
von Montel, Sur la géométrie finie et les travaux de M. C. Juel, Bull. des sc. math. (2) 
48 (1924), S. 109. 
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geben sich folgende Méglichkeiten: II. 1. die Kurve verliuft ganz auf 
dem Rande ihrer konvexen Hiille; Il. 2. ein Teilbogen verlauft im Innern; 
II. 3. zwei getrennte Teilbogen verlaufen im Innern der konvexen Hiille. 
Im Falle IJ. 1. nat die Kurve vier Wendepunkte und keine Trisekante; 
in den Fallen II. 2. und II. 3. hat sie zwei bzw. keine Wendepunkte, 
und durch jeden innerhalb der kleinsten konvexen Hiille gelegenen Kurven- 
punkt geht genau eine Trisekante. Hierbei verstehen wir unter einer 
Trisekanten eine Gerade, welche die Kurve in drei Punkten trifft. 

Diese Einteilung enthdlt die der nicht-ausgearteten rationalen Raum- 
kurven der vierten algebraischen Ordnung als Spezialfall*); es zeigt sich also, 
daB die Zulassung nicht-algebraischer und sogar nicht-analytischer Kurven 
vierter Ordnung zu keinen wesentlich neuen Kurventypen fihrt. 

Es sind mehrere Einzelheiten des obigen Resultats bereits bekannt. 
Bei Juel*) findet sich — allerdings unter teilweise etwas engeren Vor- 
aussetzungen — eine Reihe von Satzen iiber Raumkurven vierter Ord- 
nung. Diese Siatze beziehen sich wieder hauptsichlich auf zwei speziellere 
Klassen dieser Kurven, namlich einerseits auf die Schnittkurven von 
zwei konvexen Kegeln, andererseits auf Kurven, die auf einem einschaligen 
Hyperboloid verlaufen. Die Kurven vom obigen Typ I gehéren zu einer 
Klasse von Kurven beliebiger Ordnung n, die von Mohrmann‘) eingehend 
untersucht worden ist. Ferner hat Haupt’) sehr allgemeine Untersuchungen 
iiber Raumkurven vierter Ordnung angestellt. Fiir die hier betrachteten 
Kurven la8t sich aus einem seiner Ergebnisse entnehmen, daB die An- 
zahl der Wendepunkte héchstens vier ist*®), was sich hier auf anderem 
Wege ergeben wird. 

Haupthilfsmittel der vorliegenden Untersuchung ist diejenige stetige 
Abbildung einer Kurve vierter Ordnung auf sich, die entsteht, wenn 
jedem Kurvenpunkt P der eindeutig bestimmte Punkt zugeordnet wird, 
in dem die Schmiegebene in P die Kurve noch einmal schneidet. Die 
vier genannten Typen unterscheiden sich durch den Verlauf dieser Ab- 
bildung, der in allen Fillen genau beschrieben werden kann. Die Ab- 





*) Rohn, Die Raumkurven vierter Ordnung zweiter Spezies II, Ber. Verh. d. 
Sachs. Akad. Leipzig 48 (1891), S. 4 ff. 

3) Juel, Om ikke-analytiske Kurver, Danske Vid. Selsk. Skr.(7) 1 (1906), S. 324 ff. 

4) Mohrmann, Gewundene Kurven vom Maximalindex, Gétt. Nachrichten 1916, 
8. 194f.; Gewundene reelle Kurvenziige beliebig hoher Ordnung ohne reelle Singulari- 
taten, Sitz.-Ber. d. Bayer. Akad. d. Wiss. 1916, S. 201 ff.; Uber algebraische und 
nichtalgebraische gewundene Kurven n-ter Ordnung vom Maximalindex, Math. An- 
nalen 78 (1917), ‘S. 171 ff. 

5) Haupt, Ein Satz iiber die reellen Raumkurven vierter Ordnung und seine 
Verallgemeinerung, Math. Annalen 108 (1933), S. 126 ff. 

6) a. a. O. °) S. 139. 
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bildung ist bereits von Juel, jedoch nur zur Untersuchung der Kurven 
vierter Ordnung auf einem Hyperboloid, herangezogen worden. 
An dieser Stelle méchte ich noch Herrn Dr. Fenchel fiir seine 


Anregungen und Verbesserungsvorschlige bei der Abfassung der Arbeit 
danken. 


§ 1. 
Definitionen, Voraussetzungen und Hilfssiitze. 


Unter einer Kurve bzw. einem Bogen soll hier ein eineindeutiges 
und stetiges Bild der Kreisperipherie bzw. der offenen Strecke verstanden 
werden. Die einer Kurve oder einem Bogen angehérenden Punkte werden 
gleichmaBig als Kurvenpunkte bezeichnet. 


Die Punkte eines Bogens seien eineindeutig und stetig auf einen 
Parameter s bezogen. Sind keine Irrtiimer méglich, so bezeichnen wir 
den betreffenden Kurvenpunkt einfach mit s. Bei einer Kurve soll 
die Parameterdarstellung periodisch und im kleinen eineindeutig und 
stetig sein. 


Die Ordnung einer Kurve oder eines Bogens war schon oben de- 
tiniert. Da durch irgend drei Kurvenpunkte wenigstens eine Ebene 
hindurchgeht, ist sie mindestens drei. 


In jedem Punkt einer Kurve endlicher Ordnung existieren die vordere 
und die hintere Tangente und, von héchstens abzihlbar vielen Punkten 
abgesehen, sogar die Tangente’). Wir schrinken nun die zu betrachtende 
Kurvenklasse dadurch ein, da8 wir voraussetzen: Die Tangente evistiert 
in allen Kurvenpunkten, und die Gerade durch zwei beliebige Kurvenpunkte, 
welche gegen einen dritten konvergieren, konvergiert gegen die Tangente im 
Grenzpunkt. Hierin ist die Stetigkeit der Tangente enthalten*), und 
durch die zweite Forderung werden Spitzen der Kurve ausgeschlossen. 
Wie man sich leicht iiberzeugt, kann eine Kurve vierter Ordnung héchstens 


7) Vgl. z. B. A. Rosenthal, Uber Kontinua von endlicher Ordnung, Journ. reine 
angew. Math. 167 (1932), S. 270—273, insbes. S. 273; ferner A. Marchaud, Sur les 
continus d’ordre borné, Acta math. 55 (1930), S. 67—115, insbes. 8S. 83—84; O. Haupt, 
Ein Satz iiber die reellen Raumkurven vierter Ordnung und seine Verallgemeinerung, 
Math. Annalen 108 (1933), S. 126—142, insbes. 8. 131. 

8) Fir Kurven und Bégen, die aus endlich vielen Bégen dritter Ordnung zu- 
sammengesetzt sind, also [nach Haupt 1. c.')] fiir Kurven vierter Ordnung JaBt 
sich aus der Existenz der Tangente allein ihre Stetigkeit folgern. Entsprechendes 
gilt fir die Schmiegebene. Vgl. hierzu z.B. Marchaud l.c.'), sowie I. Sauter, 
Uber die Stetigkeit der Tangentialschmieghalbraume eines Bogens n-ter (Realitats-) 
Ordnung im projektiven R, [S.-B. physik.-med. Soz. Erlangen 65 (1934), S. 189—190]. 
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eine Spitze besitzen, und die C, mit Spitze sind eingehend von Juel®) 
untersucht worden. 

Es sei s, ein Kurvenpunkt und ¢t* die vordere Tangente in s,. Ist 
dann s ein von s, verschiedener Kurvenpunkt vor s, und « die Ebene 
durch s und ¢*, und strebt «, wenn s von vorn gegen s, strebt, gegen 
eine Grenzebene, so heiBt diese die vordere Schmiegebene. Entsprechend 
definiert man die hintere Schmiegebene. Nun gilt fiir eine beliebige 
Kurve endlicher Ordnung, da8 sie in jedem Punkt eine vordere und eine 
hintere Schmiegebene und, von héchstens abzaihlbar vielen Punkten ab- 
gesehen, sogar eine Schmiegebene schlechthin besitzt’*). Wir setzen vor- 
aus: Die Schmiegebene existiert in allen Kurvenpunkten, und eine Ebene 
durch drei beliebige gegen einen Punkt konvergierende Kurvenpunkte kon- 
vergiert gegen die Schmiegebene im Grenzpunkt. Hierin ist die Stetigkeit 
der Schmiegebene enthalten"), und es folgt, da®B auch die Ebene durch 
die Tangente in einem Punkt und einen weiteren Punkt, wenn diese 
beiden Punkte gegen einen dritten riicken, gegen die Schmiegebene im 
Grenzpunkt konvergiert; ferner werden, wie wir jetzt zeigen wollen, durch 
die zweite Forderung gewisse Singularitéten ausgeschlossen. 

Eine von der Schmiegebene verschiedene, durch die Tangente eines 
Kurvenpunktes gehende Ebene werde kurz als Tangentialebene in diesem 
Punkt bezeichnet. Wir wollen zunichst beweisen: Jede Tangentialebene 
in einem Kurvenpunkt ist Stiitzebene fiir eine Umgebung des Punktes, d.h. 
ein geniigend kleiner, den Punkt im Inneren enthaltender Teilbogen liegt 
ganz auf einer Seite der Tangentialebene. Es sei s, der Kurvenpunkt, 
e die Tangentialebene. Wir projizieren die Kurve auf die Schmiegebene 
in s,, und zwar in Richtung der in ¢ liegenden Kurvennormalen. Die 
Projektion beriihrt dann die Tangente und liegt in der Umgebung von s, 
ganz auf einer Seite der Tangente. Wire dies nimlich nicht der Fall, 
so gabe es eine Folge (gegen die Tangente konvergierender) Geraden, von 
denen jede die Projektion in der Nahe von s, dreimal trafe. Diejenigen 
durch diese Geraden gehenden Ebenen, die der genannten Kurvennormalen 
parallel sind, miiBten auf Grund der obigen Voraussetzung gegen die 
Schmiegebene und andererseits auf Grund ihrer Konstruktion gegen die 
Tangentialebene « konvergieren. 

Die Schmiegebene eines Kurvenpunktes ist also die einzige Tangen- 
tialebene, die von der Kurve in dem betreffenden Punkt durchsetzt 
werden kann. Wird die Schmiegebene durchsetzt, so nennen wir den 


%) C. Juel, Beispiele von Elementarkurven und Elementarflichen. Atti Congr. 
internaz. Matem. Bologna 4 (1928), S. 195—215. 

10) Vgl. die in FuBnote ') angegebenen Arbeiten von Marchaud und Haupt. 
11) Vgl. FuBnote *). 
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Kurvenpunkt einen gewéhnlichen Punkt; ist auch die Schmiegebene Stiitz- 
ebene fiir eine Umgebung, so heife der Punkt ein Wendepunkt. Die 
einzigen ,,Singularitaéten“, die unter unseren Annahmen auftreten kénnen, 
sind somit Wendepunkte. 

Aus der eben bewiesenen Eigenschaft der Tangentialebenen folgt 
insbesondere, daB die rektifizierende Ebene (d. h. die zur Schmiegebene 
senkrechte Tangentialebene) fiir eine Umgebung des Beriihrungspunktes 
Stiitzebene ist. 

Wir betrachten nun bis auf weiteres Bogen vierter Ordnung im eu- 
klidischen Raum. Ist s ein beliebiger Punkt eines solchen Bogens, so 
kann man, wie eben gezeigt, von demjenigen durch die rektifizierende 
Ebene bestimmten Halbraum sprechen, in dem die Umgebung des Kurven- 
punktes verliuft. Dieser Halbraum heiBe kurz der positive Halbraum, 
die in ihm gelegene Halbebene der Schmiegebene die positive Schmieg- 
halbebene, die andere die negative. Es ist nun unmittelbar zu sehen, dab 
die positive Schmieghalbebene unter den obigen Annahmen stetig vom 
Kurvenpunkt abhingt. Denn in einem Punkt, in dem sie auf die andere 
Seite der rektifizierenden Ebene hiniiberwechselte, kénnte die rektifizierende 
Ebene nicht Stiitzebene sein. 

Wird auf der Kurve und damit auch auf jeder Tangente ein Durch- 
laufungssinn (etwa der Sinn wachsender Parameterwertc) gewahlt, so laBt 
sich jedem gewoéhnlichen Kurvenpunkt ein Schraubungssinn (oder Win- 
dungsvorzeichen) in folgender Weise zuschreiben: Durch die positive 
Schmieghalbebene wird der positive Halbraum in zwei Viertelriume zer- 
legt. Beim Passieren des gewohnlichen Kurvenpunktes im gewihlten 
Durchlaufungssinn geht die Kurve von einem dieser Viertelriume in den 
anderen iiber und bestimmt dadurch einen Drehsinn um die Tangente 
(némlich den Sinn der kiirzeren Drehung des ersten Viertelraums in den 
zweiten). Der Schraubungssinn soll nun als positiv oder negativ be- 
zeichnet werden, je nachdem ob dieser Drehsinn zusammen mit der 
positiven Tangentenrichtung eine Rechts- oder Linksschraubung bestimmt. 
Eine einfache Stetigkeitsbetrachtung lehrt, daB sich dieses Vorzeichen 
beim Durchlaufen der Kurve in den Wendepunkten und nur in diesen 
andert. 

Ein Kurvenpunkt werde nach Haupt") als Punkt n-ter Ordnung be- 
zeichnet, wenn alle geniigend kleinen Umgebungen des Punktes Bogen 
von genau n-ter Ordnung sind. Die Punkte einer Kurve vierter Ordnung 
sind offenbar von dritter oder vierter Ordnung, und zwar sind die Punkte 
dritter Ordnung gewéhnliche Punkte und die von vierter Ordnung Wende- 


12) Vgl.z. B. O. Haupt, Uber die Struktur reeller Kurven, Journ. reine angew. 
Math. 164 (1931), S. 50—60, insbes. S. 51. 
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punkte. Um dies einzusehen, bemerke man folgendes: Es sei s, ein 
Punkt dritter Ordnung und B ein s, im Innern enthaltender (abgeschlossener) 
Teilbogen dritter Ordnung, der so klein ist, daB er von der Schmiegebene 
des Punktes s, nur in s, getroffen wird. Durch drei beliebige innere 
Punkte von B lege man die Ebene e. Diese wird in allen drei Punkten 
von B geschnitten (d. h. durchsetzt, nicht gestiitzt)"*). Die Endpunkte 
von B liegen also auf verschiedenen Seiten von «. Wenn nun die drei 
Schnittpunkte gegen den Punkt s, des Bogens zusammenriicken, so kon- 
vergiert « gegen die Schmiegebene ¢, im Grenzpunkt s,. Die Endpunkte 
von B miissen dann auch auf verschiedenen Seiten der Schmiegebene 
liegen, da ¢ beim Grenziibergang keinen Endpunkt passieren kann. Jeder 
Punkt eines Bogens dritter Ordnung, also jeder Punkt dritter Ordnung 
ist somit gewéhnlicher Punkt. Ferner haben wir zu zeigen, da8 unter 
unseren Annahmen jeder Punkt vierter Ordnung ein Wendepunkt ist. 
Sei also s, ein Punkt vierter Ordnung und B, eine Folge von Teilbégen 
vierter Ordnung, die s, im Inneren enthalten und sich auf s, zusammen- 
ziehen. Zu jedem Bogen B, gibt es eine Ebene ¢,, die B, in vier Punkten 
schneidet*), Die Endpunkte von B, liegen also auf derselben Seite 
von e,. Die Ebenen e, konvergieren gegen die Schmiegebene «, in s,. 
Da «, nur endlich viele Punkte mit der Kurve gemein hat, wird B, fiir 
geniigend groBes y von ¢, nur in s, getroffen. Ware nun «, nicht Stiitz- 
ebene eines solchen B,, so lagen die Endpunkte von B, auf verschiedenen 
Seiten von ¢,, also auch von allen zu e, geniigend benachbarten Ebenen e,, 
im Widerspruch zum oben festgestellten. 


Nach Haupt"*) setzt sich jede Kurve vierter Ordnung aus einer be- 
schrankten Anzahl von Bégen dritter Ordnung zusammen. Da héchstens 
die Endpunkte der zusammensetzenden Bégen dritter Ordnung Punkte 
von vierter Ordnung, also Wendepunkte sein kénnen, ist die Zahl der 
Wendepunkte beschrinkt und, wie aus den obigen Betrachtungen iiber den 
Schraubungssinn folgt, notwendig gerade. Ferner ist in dem genannten 
Satz von Haupt enthalten, daB es keine ,,einseitigen‘’ Punkte vierter 
Ordnung geben kann, d.h., daB an einen Punkt vierter Ordnung nach 
jeder Seite ein Bogen dritter Ordnung grenzt. Noch anders ausgedriickt: 
Wird eine geniigend kleine Umgebung eines Punktes s, der Ordnung 4 von 
einer Ebene in vier Punkten getrofjen, so liegen nicht alle vier Punkte auf 
derselben Seite von s,. 


8) Vgl. z. B. O. Haupt, Uber Kontinua von beschrankter Ordnung, Sitz.-Ber. 
Bayer. Akad. Wiss. 1931, S.49—61, insbes. S. 54. 


14) Marchaud, |. c. ') 8.79; Haupt, l.c. 8. 129. 
15) Haupt, l.c. *). 








Raumkurven vierter Ordnung. 749 


SchlieBlich wollen wir die Treffpunkte einer Kurve vierter Ordnung 
mit einer Ebene in folgender Weise mit Multiplizitaten veraehen: Es sei ¢ 
eine Ebene, die mit der Kurve den Punkt s gemein haben mége. Wir 
zihlen dann s einfach, wenn « die Tangente in s nicht enthalt, zweifach, 
wenn ¢ Tangentialebene in s ist, dreifach bzw. vierfach, wenn ¢ Schmieg- 
ebene in s, und s gewdhnlicher bzw. Wendepunkt ist. Wie aus dem 
obigen hervorgeht, gibt es zu einer Ebene, die in s in diesem Sinne »-fach 
trifft, beliebig benachbarte Ebenen, die in der Umgebung von s in genau 
vy Punkten schneiden. Wir nehmen nun noch eine letzte Einschrankung 
der zu betrachtenden Kurven C, vor, indem wir verlangen, daf die Kurven 
im Sinne der eben eingefiihrien Vielfachheiten von vierter Ordnung sind. 
Hierdurch werden gewisse Fille von Kurven vierter Ordnung im alten 
Sinne ausgeschlossen. Es sind dies Kurven mit einer Doppelschmieg- 
ebene, d. h. einer Ebene, die Schmiegebene fiir zwei verschiedene Kurven- 
punkte ist, und Kurven, bei denen die Schmiegebene eines Wendepunktes 
noch in einem weiteren Punkt beriihrt bzw. zugleich Schmiegebene eines 
zweiten Wendepunktes ist. Im Sinne der Vielfachheitszéhlung sind diese 
Kurven von der Ordnung 6 oder 8. Es ist aber nicht méglich, die 
beiden Treffpunkte von der Vielfachheitssumme 6 oder 8 durch Variieren 
der Ebene in mebr als vier Treffpunkte aufzulésen. Auch diese Kurven 
lassen sich mit den im folgenden entwickelten Hilfsmitteln unter- 
suchen. Dies erfordert jedoch einige weniger iibersichtliche Fallunter- 
scheidungen, und es soll daher von einer Untersuchung dieser Grenzfiille 
abgesehen werden '5*), 

Es sei bemerkt, daB Kurven und offene Bogen dritter Ordnung auch im 
Sinne der Vielfachheitszihlung stets von dritter Ordnung sind. Hiervon 
werden wir jedoch keinen Gebrauch machen. 

Wir heben noch zwei einfache Hilfssitze hervor: 

Eine Kurve vierter Ordnung (im oben prizisierten engeren Sinne) 
wird von jeder Ebene in Punkten getroffen, deren Gesamtvieljachheit gerade 
(eventuell 0) ist. Gehen wir némlich von einer Ebene aus, die insgesamt 
vierfach trifft und variieren sie kontinuierlich. Dann kann eine Anderung 
der Gesamtvielfachheit nur in solchen Lagen der Ebene eintreten, in 
denen sie Tangentialebene oder Schmiegebene ist. Beim Passieren einer 
solchen Lage kann sich aber die Schnittvielfachheit nur um eine gerade 
Zahl andern. 

Ist s ein Punkt vierter Ordnung, so laBt sich zu jeder Umgebung V 
von s eine darin enthaltene Umgebung U so finden, daB jede Ebene, die U 
dreifach trifft, V insgesamt vierfach trifft. Da die Schmiegebene « in s 

16a) Man kann aber zeigen, daB die Angaben der Einleitung fir sie giiltig 


bleiben. 
Mathematische Annalen. 112. 49 
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vierfach trifft, muB sie Stiitzebene von V sein. Alle zu « geniigend be- 
nachbarten Ebenen treffen daher V mit gerader Vielfackheit. Nun la8t 
sich aber eine Umgebung U von s so finden, da® alle Ebenen, die 
U dreifach treffen, wenig von der Schmiegebene verschieden sind. Eine 
solche Umgebung U leistet daher das gewiinschte. 


§ 2. 
Die projektive Kurve vierter Ordnung. 


Um uns in den spiateren Paragraphen auf die euklidischen Kurven 
vierter Ordnung beschrinken zu kénnen, betrachten wir in diesem die- 
jenigen C, im projektiven Raum, die sich im euklidischen nicht geschlossen 
verwirklichen lassen. Diese Kurven erscheinen als Sonderfille einer von 
Mohrmann") und Juel'’) untersuchten Kurvenklasse; wir fassen uns da- 
her kurz. 

Unter dem Index einer Kurve versteht man die kleinste Anzahl 
von Punkten, in denen sie eine Ebene trifft. Der Index der C, ist 
jedenfalls eine gerade Zahl; eine Tangentialebene der C, kann so gedreht 
werden, daB héchstens zwei Schnittpunkte bleiben; daher ist der Index 
einer Kurve vierter Ordnung gleich 0 oder 2. Die C, hat also den 
Index 0, wenn es Ebenen gibt, die sie nicht treffen: der Index 0 
kennzeichnet die in euklidische Typen transformierbaren C,. Die C, vom 
Maximalindex 2, die also jede Ebene in mindestens zwei Punkten trifft, 
ist in einem euklidischen Raum nicht geschlossen; sie zerfallt dort in 
mindestens zwei Bégen. 

Die C, vom Index 2 wird von jeder Ebene geschnitten; denn eine 
Ebene, mit der sie nur Stiitzpunkte gemein hatte, kénnte so gedreht 
werden, daB sie keinen Punkt mit der Kurve gemein hatte; hieraus folgt 
insbesondere, daB die Tangente eines Kurvenpunktes die C, nicht mehr 
trifft'*). Ebenso kénnte die Schmiegebene eines Wendepunktes durch 
eine passende Drehung in eine Ebene iibergefiihrt werden, die die Kurve 
nicht mehr trife; daher hat die C, vom Index 2 keinen Wendepunkt"’). 


6) a) Moh: mann, Gewundene reelle Kurvenziige beliebig hoher Ordnung ohne 
reelle Singularitéten. Sitz.-Ber. Bayer. Akad. Wiss. 1916, S. 201 ff.; b) Mohrmann, 
Uber algebraische und nichtalgebraische gewundene Kurven n-ter Ordnung vom 
Maximalindex. Math. Annalen 78 (1918), S. 171 ff. 

17) Juel, Die gewundenen Kurven vom Maximalindex auf einer Regelflache 
zweiter Ordnung (§ 1); Danske Vid. Selsk. Skr. (8) 2, 5 (1917), S. 279 ff. 

18) Vgl. § 4 dritter Fall. 

%) Die angegebenen Sitze gelten auch unter schwacheren Voraussetzungen 
als denen des §1. Weitere Satze finden sich in der FuBnote ')a) und insbesondere 
in der FuBnote '’) genannten Arbeit (Sonderfall n = 4). 
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§ 3. 
Die Schmiegebenenabbildung. 

Die Schmiegebene eines gewéhnlichen Punktes s (vgl. § 1) der C, zer- 
schneidet die Kurve in s. Da die C, im euklidischen Raum geschlossen 
sein soll, hat sie wenigstens noch einen Punkt mit der Schmiegebene 
von s gemein. Andererseits trifft die Schmiegebene nach §1 die Kurve 
in héchstens noch einem Punkt; daher schneidet sie die C, in genau 
einem weiteren Punkt o =a(s). Ist s Wendepunkt, so setzen wir 
o(s)=s. Hiermit ist die Schmiegebenenabbildung a(s) fiir alle 
Punkte der C, definiert. Der Punkt s hei®t das Urbild, o(s) der Bild- 
punkt der Abbildung. 

Diese Schmiegebenenabbildung ist stetig. 

Dies folgt fiir einen gewdhnlichen Punkt unmittelbar aus der stetigen 
Abhingigkeit der Schmiegebene vom Kurvenpunkt. Konvergiert aber ein: 
Kurvenpunkt gegen einen Wendepunkt, so riickt nach einem Satz des § 1 
sein Bildpunkt ebenfalls gegen den Wendepunkt und zwar gegenliufig. 

Man kann einer stetigen Abbildung einer Kurve auf sich bekanntlich 
eine ganze Zah] zuoranen, die Umlaufszahl der Abbildung*). Sie gibt 
im wesentlichen an, wie oft bei einem positiven Umlauf des Urbildes s 
der Bildpunkt o die Kurve im positiven Sinn durchliuft. Da die Ab- 
bildung o(s) in der Umgebung eines Stiitzpunktes stets riickliufig ist, 
besteht zwischen der Umlaufszahl M und der Anzahl F der Fixpunkte 
der Schmiegebenenabbildung die Beziehung 


M=1-F. 


Die Anzahl der Wendepunkte ist nach §1 endlich, gerade und tri- 
vialerweise nicht negativ; M ist daher ungerade und héchstens = 1. Die 
im folgenden durchgefiihrte Klassifikation der euklidischen C, geschieht 
nach der Umlaufszahl. Es wird sich zeigen, daB M im vorliegenden 
Falle nur die Werte +1, --1 und —3 annehmen kann; diesen ent- 
sprechen gem&iB der obigen Formel drei verschiedene Klassen von Kurven 
vierter Ordnung mit null, zwei und vier Wendepunkten. Wir werden 
sehen, daB diese Kurven sich auch durch ihre Lage in bezug auf ihre 
konvexe Hiille (vgl. den folgenden Paragraphen) kennzeichnen lassen. 

Der Verlauf der Schmiegebenenabbildung in der Umgebung eines 
gewohnlichen Punktes haingt auf das engste mit der Lage des Bildpunktes 
in der Schmiegebene des Urbildes zusammen. Wir werden in § 5, IV 
zeigen, da& die Abbildung gleich- oder riickliufig ist, je nachdem der 


20) Vgl. etwa W. Fenchel: Elementare Beweise und Anwendungen einiger Fix- 
punktsitze; Matematisk Tidskrift B (1932), 8. 66 ff. 


49* 
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Bildpunkt in der negativen oder positiven Schmieghalbebene des Urbildes 
liegt, und in § 6, daB die Abbildung in einem Punkt, dessen Bildpunkt 
auf seiner Tangente liegt, ihre Richtung umkehrt. 


§ 4. 
Uber die konvexe Hiille der C,. 


Die letzten Bemerkungen des vorigen Paragraphen legen es nahe, 
die Lage des Bildpunktes der Schmiegebenenabbildung in der Schmieg- 
ebene des Urbildes zu betrachten. In diesem Paragraphen soll sie auf 
die Lage des Urbildes in der konvexen Hiille der C, bezogen werden. 
Sein Hauptergebnis lautet: Ein Kurvenpunkt liegt dann und nur dann im 
Innern der konvexen Hiille, wenn der Bildpunkt der Schmiegebenenabbildung 
in der negativen Schmieghalbebene liegt. 


Unter der konvexen Hiille einer (euklidischen) C, versteht man 
den Durchschnitt aller abgeschlossenen konvexen Punktmengen, die die C, 
enthalten; sie ist insbesondere schon der Durchschnitt aller abgeschlossenen 
Halbraume, die die Kurve enthalten. Wahrend es durch die auBerhalb 
der konvexen Hiille gelegenen Punkte Ebenen gibt, die die Kurve iiber- 
haupt nicht treffen, trifft jede Ebene durch einen inneren Punkt der 
konvexen Hiille die C,; die Randpunkte sind dadurch gekennzeichnet, 
daB es durch sie Stiitzebenen gibt, d.h. Ebenen, auf denen wenigstens 
ein Kurvenpurkt liegt, und die die Eigenschaft haben, daB einer der 
beiden von ihnen begrenzten Halbriume punktfremd zur Kurve ist. Eine 
solche Stiitzebene enthilt jedenfalls die Tangente eines auf ihr gelegenen 
Kurvenpunktes. Die Schmiegebene eines Wendepunktes und die Doppel- 
tangentialebenen, die nicht Schmiegebenen sind, sind Stiitzebenen, und 
zwar die extremen Stiitzebenen im Sinne von Minkowski”'); sie unter- 
scheiden sich von allen anderen Stiitzebenen dadurch, daB sie durch jede 
im passenden Sinne ausgefiihrte beliebig kleine Drehung um die Tangente 
eines Beriihrungspunktes in Nichtstiitzebenen iibergefiihrt werden. 

Erster Fall: Der Bildpunkt o liege in der negativen Schmieghalb- 
ebene des Urbildes s; dann liBt sich keine Stiitzebene der ganzen Kurve 
durch s legen. 

s ist sicher kein Wendepunkt; eine Stiitzebene enthielte die Kurven- 
tangente in s, fiele aber nicht mit der Schmiegebene zusammen; denn 
diese zerschneidet die Kurve. Eine von der Schmiegebene verschiedene 
Tangentialebene zerlegt den Raum in zwei Halbriume; der eine enthilt 





*!) Vgl. etwa: Bonnesen-Fenchel, Theorie der konvexen Kérper (Ergebnisse d. 
Math. 3, Heft 1), S. 15. 
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die negative Schmieghalbebene, also insbesondere den Punkt o, der andere 
die positive, also auch die Kurvenpunkte, die dem Punkte s geniigend 
benachbart sind. 

Zweiter Fall: Der Punkt o liege in der positiven Schmieghalb- 
ebene von s. 

Die negative Schmieghalbebene enthalt in diesem Falle keinen 
Kurvenpunkt. Man denke sich die positive Schmieghalbebene, auf der 
nach Voraussetzung ein weiterer Kurvenpunkt, namlich o. liegt, konti- 
nuierlich und monoton um die Tangente gedreht. Der Winkel gegen die 
positive Schmieghalbebene sei mit A, die entstehende Halbebene mit E (A) 
bezeichnet. 

E (2) ist die negative Schmieghalbebene; auf ihr liegen keine Kurven- 
punkte. Fiir geniigend kleine 4 existiert gewi8 ein Schnittpunkt der 
Kurve mit E(d), da die positive Schmieghalbebene in o von der Kurve 
geschnitten wird. Wir betrachten nun die obere Grenze A, der A mit 
0 <4 < a, fiir die H(A) noch Kurvenpunkte enthalt. Strebt A gegen /,, 
so haben die Schnittpunkte der Halbebene E (A) mit der Kurve wenigstens 
einen Hiufungspunkt o,. Dieser liegt nicht auf dem Rande der Halb- 
ebene, d.h. auf der Tangente durch s. Das wire nur méglich, wenn 
o, = 8 ist; denn nach Voraussetzung enthilt die Tangente keinen von s 
verschiedenen Kurvenpunkt; fiele o, aber mit s zusammen, so wire E (A,) 
die positive Schmieghalbebene. A, liegt daher im Innern der Halbebene 
E(4,); E(a,) beriihrt die Kurve in A, und die E(A,) enthaltende Ebene 
beriihrt die Kurve in zwei Punkten, ist also, da sie nicht Schmiegebene 
ist, Stiitzebene. 

Dritter Fall: Der Punkt o liege auf der Tangente von s, ohne 
mit s zusammenzufallen; s ist also kein Wendepunkt. Dann muB eine 
Stiitzebene die beiden Tangenten von s und o enthalten; sie ist also ein- 
deutig bestimmt; denn nach unserer Vielfachheitszihlung hat die C, keine 
Doppeltangenten. Andererseits ist diese Ebene durch die beiden Tangenten 
auch Stiitzebene. 

Vierter Fall: In den Wendepunkten ist die Schmiegebene schon 
Stiitzebene. Es gibt noch eine zweite extreme Stiitzebene; diese hat 
noch einen weiteren Punkt mit der Kurve gemein. 

Wir haben folgendes gefunden: Ein Kurvenpunkt liegt genau dann 
im Innern der kleinsten konvexen Hiille, wenn sein Bildpunkt in der 
negativen Schmieghalbebene liegt. Durch die Tangente der Wendepunkte 
und der Punkte, deren Bildpunkte in der positiven Schmieghalbebene 
liegen, gehen zwei extreme Stiitzebenen. Liegt der Bildpunkt eines ge- 
wohnlichen Punktes auf der Tarigente, so gibt es eine einzige Stiitzebene, 
nimlich die Ebene durch die beiden Tangenten. 
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§5. 
Sechmiegebenenabbildung und Trisekanten. 


Geraden, die drei Punkte mit der C, gemein haben, mégen als 
Trisekanten bezeichnet werden; ihnen seien auch die beriihrenden 
Trisekanten zugerechnet, d.h. diejenigen Tangenten an die C,, die sie 
noch in einem zweiten Punkt treffen. Durch einen Punkt geht héchstens 
eine Trisekante; denn eine Ebene durch zwei koplanare Trisekanten trife 
die Kurve vierter Ordnung mindestens fiinffach. 

Gegeben ein Kurvenpunkt der C,, der weder auf einer beriihrenden 
Trisekante liegt noch Wendepunkt ist. Wir behaupten folgendes: Es gehen 
noch eine oder noch drei Schmiegebenen durch ihn (auBer der eigenen), je 
nachdem er auf einer Trisekante liegt oder nicht**). 

Um dies zu beweisen, betrachten wir wieder eine Abbildung der 
Kurve auf sich. Der Punkt r geniige den obigen Voraussetzungen. s 
durchlaufe die C,. Die Ebene E(s) durch r und die Tangente von s 
schneidet die Kurve in einem vierten Punkt ¢ = ¢(s). Die Fixpunkte 
der Abbildung ¢(s) sind genan die Punkte, deren Schmiegebenen durch 
r gehen. Die Abbildung ist stetig und in den Fixpunkten riicklaufig; 
s ist genau dann Umkehrpunkt der Abbildung, wenn r, s und ¢(s) auf 
einer Geraden liegen und voneinander verschieden sind. Da durch r 
héchstens eine Trisekante geht, hat die Abbildung also héchstens zwei 
Umkebrpunkte. 

Bevor wir zum Beweis dieser Behauptung die Abbildung ¢(s) im 
Kleinen untersuchen, wollen wir hieraus den obigen Satz ableiten. Es 
ist also zu zeigen, daB die Abbildung t(s) einen oder drei Fixpunkte hat, 
je nachdem r auf einer Trisekante liegt oder nicht. 

Ist t(s) = r, so ist E(s) die Doppeltangentialebene durch s und r 
und Stiitzebene an die C,; es gibt zwei oder keine solcher extremen 
Stiitzebenen durch r, je nachdem r auf dem Rande oder im Innern der 
konvexen Hiille der C, liegt (vgl. § 4). 

Durch r gehe eine Trisekante, die die C, in s, und s, treffe. Dann 
sind s, und s, also Umkehrpunkte der Abbildung und jeder von ihnen 


22) Dieser Satz kann auch Ergebnissen von Juel [Om ikke analytiske Kurver, 
Danske Vid. Selsk. Skr. (7) 1, S. 324 ff. (1906)] folgendermaBen entnommen werden: 
Projiziert man die Kurve vierter Ordnung von einem ihrer Punkte aus auf eipe 
Ebene, die nicht durch diesen Punkt geht, so entsteht eine ebene Kurve dritter 
Ordnung. Einem Wende- oder Doppelpunkt der ebenen Kurve entspricht eine 
Schmiegebene oder Trisekante der Kurve vierter Ordnung durch das Projektions- 
zentrum. Juel hat bewiesen, daB eine doppelpunktfreie Kurve dritter Ordnung 
genau drei, eine Kurve dritter Ordnung mit Doppelpunkt genau einen Wendepunkt 
besitzt; hieraus folgt die obige Behauptung. 
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ist Bildpunkt des anderen. s, ist das einzige Urbild von s,; denn eine 
Ebene E(s) durch s, enthalt mit r und s, auch die Trisekante und den 
Punkt s,. s, und s, teilen die C, in zwei Teilbégen B, und B,; r liege 
etwa in B,. 

Erster Fall: r liege im Innern der konvexen Hiille; dann ist stets 
t(s) + r; daher hat die Abbildung die Umlaufszah] 0 und zwei Umkehr- 
punkte s, und s,. Hier ergibt sich der Satz, daB durch einen im Innern 
der konvexen Hiille gelegenen Kurvenpunkt stets eine Trisekante geht; wir 
werden in §7 auf ihn zuriickkommen. 

Von hier ab diskutieren wir den ersten Fall gleichzeitig mit dem 
zweiten, daB r auf einer Trisekante und auf dem Rande der konvexen 
Hiille liegt, also genau zweimal Bildpunkt ist. Durchliuft s monoton 
einen der beiden Bégen B, von s, nach s,, so durchlauft ¢(s) monoton 
einen der Bégen B, von s, nach s, und zwar den Bogen B, im ersten, 
B, im zweiten Fall; denn jedes s; hatte ja das andere zum einzigen Ur- 
bild und r war ja kein bzw. zweimal Bildpunkt. Die Abbildung hat 
also genau einen und zwar in B, bzw. B, gelegenen Fixpunkt. 

Dritter Fall: r liege auf dem Rande der konvexen Hiille; es 
gehe keine Trisekante durch r; dann ist die Abbildung monoton. Da r 
genau zweimal Bildpunkt ist, hat sie die Umlaufszahl + 2; da aber die 
Abbildung in den Fixpunkten riicklaufig ist, mu8 sie die Umlaufszahl — 2, 
also drei Fixpunkte haben. 

Im Abschnitt IV bringen wir im AnschluB an die vorangehenden 
Betrachtungen den Beweis der am SchluB8 des §3 erwihnten Be- 
merkung. 

Die Abbildung ¢(s) ist stetig: 

E (s) hangt stetig von s ab. Hieraus folgt: Konvergieren die Punkte s 
gegen einen Punkt s,, so haufen sich die Punkte ¢(s) gegen Kurven- 
punkte, die auf F(s,) liegen, also gegen s,, r oder ¢(s,). Ist das erste 
der Fall, so konvergieren die E(s) gegen die Schmiegebene von s,, und 
es ist t(s,) = s,. Gilt das zweite, so hiufen sich die in den Ebenen E (s) 
gelegenen Sehnen rt gegen die Tangente durch r und die Ebene E(s,) 
enthalt die Tangenten von s, und r, ohne die Schmiegebene von s, zu 
sein; es ist also t(s,) = r. 

I. Die drei Punkte r, s, und ¢(s,) seien verschieden; die Abbildung 
kehre ihre Richtung in s, um. Dann liegen r, s, und ¢(s,) auf einer 
Geraden. 

Beweis: Wegen der Stetigkeit der Abbildung kann eine Umgebung 
um s, abgegrenzt werden, so daB fiir alle s der Umgebung die Punkte 
r, s und ¢(s) verschieden sind. Es gibt nach Voraussetzung eine Folge 
von Kurvenpunkten ¢, die gegen ¢(s,) konvergieren, mit je zwei Urbildern 
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s und s’, die von verschiedenen Seiten gegen s, riicken, also verschieden 
sind; ¢ = t(s) = ¢(s’). Wir kénnen voraussetzen, daB alle s und s’ in 
der Umgebung von s, liegen. 

Die Ebenen E(s) und £(s’) schneiden sich lings der Geraden rt. 
Die Gerade rt(s,) teilt die Ebene E(s,) in eine positive und eine negative 
Halfte. Wandere ich von s, nach s und s’, so geht die positive Halb- 
ebene von E(s,) stetig in gewisse von der Geraden rt begrenzten Halb- 
ebenen von E(s) und E(s’) iiber, die wir wieder als positiv bezeichnen. 
s liegt entweder stets in der positiven oder stets in der negativen Halfte 
von #(s); denn s lauft stetig auf E(s); und lage s einmal auf der Ge- 
raden rt, so wiirde die Ebene E(s’) die C, in s’ beriihren und in r, s 
und ¢ treffen. Wir wollen zeigen, daB s und s’ in verschiedenen Halb- 
ebenen liegen; denn da s und s’ gegen s, konvergieren, folgt hieraus 
schon, da8 s, dann auf der Geraden ré(s,) liegen muB. 

Jede Ebene E(s) bestimmt einen positiven Halbraum, nimlich den, 
der die Umgebung von s enthalt. Riickt s gegen s,, so geht der positive 
Halbraum beziiglich #(s) stetig in den beziiglich E(s,) iiber; das gleiche 
gilt fiir s’. Ein und dieselbe kleine Drehung fiihrt daher die positiven 
Halbebenen und die positiven Halbriume von bzw. beziiglich E(s) und 
E (s’) ineinander iiber. Hieraus und aus der Tatsache, daB s’ und s in 
den positiven Halbriumen beziiglich E(s) und E(s’) liegen, folgt schon 
die Behauptung. 

II. Die drei Punkte r, s, und ¢(s,) seien auf einer Geraden gelegen 
und voneinander verschieden; dann wechselt die Abbildung ¢(s) in s, 
ihre Richtung. 

Zum Beweis grenzen wir einen abgeschlossenen Teilbogen U um s, 
ab, der r nicht enthalt, und der so klein ist, daB fiir kein s aus U der 
Punkt ¢(s) in U liegt oder gleich r ist; dies ist médglich, da i(s) eine 
stetige Funktion von s ist und die drei Punkte r, s, und ¢(s,) nicht 
zusammen fallen. 

s durchlaufe nur die inneren Punkte von U. E(s) ist Stiitzebene 
an U. Der positive Halbraum beziiglich £(s) sei der Halbraum, der U 
(auBer dem Punkte s selbst) enthilt. Dieser Halbraum Andert sich stetig 
mit s: er ist naimlich dadurch gekennzeichnet, dab er an E(s) grenzt 
und die Endpunkte von U enthalt; die Ebene E(s) hangt aber stetig 
von s ab und geht nie durch die Endpunkte von U, da sie die C, auBer 
in s nur in den auBerhalb von U gelegenen Punkten r und ¢(s) trifft. 

Ist s von s, verschieden, so liegt also s, stets im positiven Halb- 
raum beziiglich E(s). E(s) geht durch r; der Punkt ¢(s,) liegt auf der 
Geraden rs,, also fiir alle s + s, entweder stets im positiven oder stets 
im negativen Halbraum beziiglich E(s) (nimlich, je nachdem er auf der- 
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selben Seite von r wie s, liegt oder nicht). Hiermit sind wir schon 
fertig, denn E(s,) zerschneidet die C, in t(s,). 

Wir haben jetzt die Fille zu untersuchen, daB die drei Punkte r, s, 
und ¢(s,) nicht alle verschieden sind. r ist nicht Wendepunkt; es fallen 
daher nicht alle drei Punkte zusammen. 

III. Es sei s, = t(s,). 8s, ist also Fixpunkt der Abbildung ¢(s) und 
r liegt in der Schmiegebene EH (s,) des Punktes s,. Wir hatten die Riick- 
laufigkeit der Abbildung in s, behauptet. 

Wir zeigen zuniachst folgendes (vgl. §1): Jede geniigend kleine Um- 
gebung von s, laBt sich in eine gréBere einbetten, die mit ihr gegen s, 
zusammenschrumpft, so daB jede Ebene durch r, die die kleinere Um- 
gebung zweifach trifft, noch einen dritten Punkt mit der gréBeren gemein 
hat. Andernfalls gabe es namlich eine Folge von Ebenen durch r und 
zwei gegen s, konvergierende Kurvenpunkte, die einen festen Bogen um 
s, genau je zweifach treffen. Diese Ebenen konvergieren nach §1 gegen 
die Ebene durch r und die Tangente von s,, also gegen die Schmiegebene 
von s,; andererseits wiirde jede Hiaufungsebene der Folge den festen 
Bogen in s, stiitzen, kénnte also nicht die Schmiegebene des gewdhnlichen 
Punktes s, sein. 

Diesem Hilfssatze kénnen wir unsere Behauptung leicht entnehmen: 
Die Gerade s,r ist nicht die Tangente; aus §1 schlieBt man leicht, dab 
eine Ebene, die aus der Schmiegebene von s, durch eine hinreichend 
kleine passende Drehung um die Gerade s,r hervorgeht, die kleinere Um- 
gebung, also auch die gréBere noch zweifach trifft, derart, daB die beiden 
Treffpunkte auf verschiedenen Seiten von s, liegen; der eine der beiden 
Treffpunkte heiBe s,. Jede Ebene durch s,,7r und einen von s, nach s, 
laufenden Punkt s trifft die gréBere Umgebung in einem weiteren Punkt, 
der sich stetig mit s andert. Da er nicht durch s, hindurch kann — 
die betrachtete Ebene wire nimlich Tangentialebene von s, und ginge 
durch r und s,, ware somit die Schmiegebene von s, und ginge durch 
noch zwei Punkte der Kurve vierter Ordnung —, bleibt er stets auf dem 
s, abgewandten Ast der gréBeren Umgebung. 

IV. Wir betrachten jetzt den Fall, daB s durch r hindurchlauft. Der 
Punkt r’ = t(r) liegt in der Schmiegebene von r, ist also sein Bildpunkt 
bei der im §3 untersuchten Schmiegebenenabbildung: r’ = o(r). Wir 
wollen folgendes zeigen: Die Abbildungen ¢(s) und o(s) sind riick- oder 
gleichlaufig in r, je nachdem r’ in der positiven oder negativen Schmieg- 
halbebene liegt. 

Wie zum Punkte r die Abbildung ¢(s) gehért, so bestimmt der 
Punkt r’ eine Abbildung ¢’(s), die dem Punkte s den vierten Schnitt- 
punkt ¢’(s) seiner Tangentialebene durch r’ zuordnet. Es: ist ¢’ (r) = 1; 
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wir haben in III bewiesen, daB die Abbildung ?¢’(s) in der Umgebung 
von r riicklaufig ist. 

Liegt s nahe genug bei r, so liegen ¢’(s) und r’ auf derselben oder 
auf verschiedenen Seiten der Tangente von s, je nachdem rf’ in der 
positiven oder negativen Schmieghalbebene von r liegt. Das kann etwa 
so eingesehen werden: die rektifizierende Ebene von s teilt den Raum 
in eine positive Hialfte, in der die Umgebung von s liegt, und eine 
negative; der positive Halbraum Andert sich nach §1 stetig mit s. Da 
der Punkt r’ in der Schmiegebene, aber nicht auf der Tangente von r 
liegt, hat er einen endlichen Abstand von der rektifizierenden Ebene von r. 
Liegt s nahe genug bei r, so liegt daher r’ in gleichnamigen Halbriumen 
beziiglich + und s. Dann liegt auch ¢’(s) im positiven Halbraum be- 
ziiglich s; denn andernfalls hatte die rektifizierende Ebene von s einen 
zwischen s und ¢’(s) gelegenen Schnittpunkt mit der Kurve gemein; mit 
s wiirde ¢t’(s) und dieser Schnittpunkt gegen r riicken; die rektifizierende 
Ebene konvergierte gegen die Schmiegebene von r. 

Wir grenzen um r eine Umgebung U von dritter Ordnung ab, die 
so klein ist, daB fiir ihre Punkte die obige Bemerkung gilt, und da die 
Tangente eines jeden ihrer Punkte die C, nicht mehr trifft. s liege in 
U und so nahe bei r, daB auch ¢’(s) in U liegt. Die Ebene durch die 
Tangente von s und einen Punkt s, der von ¢’(s) durch U iiber r nach s 
lauft, schneidet die C, in einem vierten Punkt s”, der jedenfalls auBer- 
halb von U gelegen ist und sich stetig mit s’ andert. Fiir s’ = ¢’ (s) ist 
s” =’. Daher liegen s’ und s” stets auf derselben oder auf verschiedenen 
Seiten der Tangente von s, je nachdem r’ in der positiven oder negativen 
Schmieghalbebene von r liegt. 

Lasse ich s’ monoton von ¢'(s) durch U nach r bzw. s laufen, so 
dreht sich die Tangentialebene von s durch s’ monoton und s” ist monoton 
riick- oder gleichliufig, je nachdem es auf derselben Seite der Tangente 
von s liegt wie s’ oder nicht; denn die Tangentialebene wird in s’ und s” 
in entgegengesetztem Sinne durchstoBen. s” kann nicht durch den Bogen 
dritter Ordnung U hindurch und lauft von r' = t(r) = a(r) bis t(s) 
bzw. a(s). Daher sind die Abbildungen ¢t(s) und o(s) riick- oder gleich- 
laufig in r, je nachdem r’ in der positiven oder negativen Schmieghalb- 
ebene liegt. 

V. Der letzte Fall, daB der Bildpunkt von s durch r hindurchlauft, 
tritt héchstens zweimal ein. 

Es sei t(s,) =r. Dann beweist man wéortlich wie in I: Wiirde die 
Abbildung ihre Richtung in s, umkehren, so lage s, auf der Tangente 
von r, r also auf einer beriihrenden Trisekante; nur hat man zu Anfang 
die Umgebung um s, so abzugrenzen, da8 fir alle von s, verschiedenen 
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s der Umgebung die Punkte r, s und ¢(s) verschieden sind, und zu be- 
achten, daB die ¢ gegen r konvergieren; und zum Schlu8 folgt aus der 
Tatsache, daB die s und s’ in verschiedennamigen Halbebenen der £ (s) 
und E(s’) liegen, daB s, auf der Geraden liegt, gegen die die Gerade rt 
konvergiert, also auf der Tangente von r. 


§ 6. 
Die Umkehrpunkte der Schmiegebenenabbildung. 

Der Kurvenpunkt r liege auf der Tangente des Punktes 7’, also r’ 
nicht in der Schmiegebene von r (Vielfachheitszihlung!). Zu r gehért eine 
Abbildung, die dem Kurvenpunkt s den vierten Treffpunkt ¢(s) seiner 
Tangentialebene durch r mit der Kurve zuordnet. Wir wollen zeigen, daB 
die Abbildung ¢(s) auf der ganzen Kurve vierter Ordnung stetig ist, und 
daB sie zwei Fixpunkte hat, deren einer der Punkt r’ ist. Es schicken also 
genau zwei von r verschiedene Kurvenpunkte ihre Schmiegebenen durch r. 
Die Schmiegebenenabbildung kehrt in dem von r’ verschiedenen Urbild von r 
ihre Richtung sicher nicht um; denn sonst ginge nach § 5, IV dessen 
Tangente durch r. Anderte die Schmiegebenenabbildung ihre Richtung 
auch in r nicht, so ware ihre Umlaufzahl = 0 oder +2; denn r ist ja 
Rildpunkt zweier Kurvenpunkte. Nach §3 ist ihre Umlaufszahl aber 
ungerade. Déher haben wir (bei Beriicksichtigung von §5,IV): Die Um- 
kehrpunkte der Schmiegebenenabbildung sind diejenigen Punkte, deren Tan- 
genten die Kurve noch einmal treffen. Dem §4 zufolge tritt in einem 
solchen Punkte die Kurve vom Rande ins Innere der konvexen 
Hiille ein. 

Lassen wir den Punkt r’ weg, so entsteht aus der C, die punktierte 
Kurve (genauer der Bogen) C,. Fiir die Abbildung ¢(s) der punktierten 
Kurve auf die volle Kurve vierter Ordnung bleiben die Betrachtungen des 
§5 bestehen. ¢(s) ist auf der ganzen C;, definiert, stetig und, da keine 
Trisekante der punktierten Kurve durch r geht, monoton. Die Tangente 
von r ist keine Trisekante und r liegt auf dem Rande der konvexen 
Hiille; folglich gibt es nach {4 zwei extreme Stiitzebenen durch r, und 
sein Bildpunkt fallt mit ihm zusammen oder liegt in seiner positiven 
Schmieghalbebene, je nachdem r Wendepunkt ist oder nicht; in jedem 
Fall ist die Abbildung nach §1 oder §5,IV in 7, also auf der ganzen 
punktierten Kurve riickléufig. r+ hat genau ein Urbild in der C,. Die 
Abbildung ¢(s) ist somit in der ganzen punktierten Kurve stetig be- 
schrankt und monoton riickliufig. Daher existieren ¢(r’+ 0) und 
t(r’ — 0). 

r hat kein Urbild in der C,; denn da die Doppeltangentialebene 
durch r und r’ nicht Schmiegebene von r ist, ist r nicht Urbild von 1’. 
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Ginge aber die Tangentialebene eines von r und r’ verschiedenen Punktes 
durch r und 1’, so enthielte sie die Tangente von r’ und trafe die Kurve 
vierter Ordnung mindestens fiinffach. Waren ¢t(r’ +0) und t(r’ —0) 
nicht beide = 7’, so gibe es daher Punkte ¢ der C,, die dort keine 
Urbilder hatten. 

Ein solcher Punkt ¢ wire jedenfalls von r verschieden; keiner der 
beiden Punkte ¢ und r lige in der Schmiegebene des anderen, und die 
Gerade rt wire auch nicht die Tangente eines der beiden Punkte. 

Die Ebene durch r, ¢ und r’ stiitzt die C, in r’. Sie wird durch 
eine passende hinreichend kleine Drehung um die Gerade rt in eine Ebene 
iibergefiihrt, die die Umgebung von r’ zweifach, die ganze C, mithin 
vierfach trifft. Jede hinreichend kleine Drehung in der anderen Richtung 
fiihrt sie aber in eine Ebene iiber, die die Kurve nur in r und ¢ trifft; 
es gibt also Ebenen durch die Gerade rt, die die Kurve nur zweifach 
treffen. Daher gibt es wenigstens noch eine extreme Ebene durch diese 
Gerade, die bei jeder hinreichend kleinen Drehung um sie im einen oder 
anderen Sinne jeweils in eine vier- oder zweifach treffende Ebene iiber- 
geht. Diese extreme Ebene ist den vorangehenden Bemerkungen und 
dem §1 zufolge nicht Tangentialebene von r oder 7’. Sie muB die 
Tangentialebene eines von r und r’ verschiedenen, also in der C, gelegenen 
Punktes s sein; es ist entgegen unserer Annahme t = f(s). 

Damit ist nachgewiesen, daB t(r’ +- 0) = t(r’ — 0) = 7 ist. Definieren 
wir ¢(r’) = r’, so ist die Abbildung ¢(s) auf der ganzen Kurve vierter 
Ordnung definiert und stetig und monoton riickliufig, Dar nur ein 
Urbild hat, ist ihre Umlaufszahl — 1, und sie hat zwei Fixpunkte**). 


§ 7. 
Uber die Trisekanten der (;,. 


Wir hatten im §5 gefunden, da8 durch jeden im Innern der konvexen 
Hiille der C, gelegenen Kurvenpunkt eine nichtberiihrende Trisekante 
geht. Jeder Kurvenpunkt, der im Innern der konvexen Hiille liegt, ist 
natiirlich mittlerer der drei Treffpunkte einer Trisekante; denn ein auBerer 
Treffpinkt der Trisekante liegt auf dem Rande der konvexen Hille. 
Betrachtet man nimlich die Ebene durch die Tangente des Punktes und 
die Trisekante, so liegen die beiden anderen Treffpunkte der Ebene auf 
derselben Seite der Tangente; hieraus kann man leicht schlieBen, dab 


25) Der Sehne ri ist die Tangente des Punktes s (s +r, s + ¢) dann und nur 
dann koplanar, wenn ¢ Bildpunkt der zu r gehdrigen Abbildung ¢(s) ist: ¢ = ¢(s). 
Hieraus und aus den Betrachtungen der §§ 13 und 14 ergibt sich u. a., daB einer 
Sehne hichstens vier Tangenten koplanar sind; denn ¢ hat héchstens zwei Urbilder. 
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seine negative Schmieghalbebene die Kurve nicht trifft. (Vgl. § 4). Um- 
gekehrt liegt der mittlere Treffpunkt einer Trisekante stets im Innern 
der konvexen Hiille; denn eine Stiitzebene enthielte seine Tangente und 
die Trisekante, folglich auch die Tangenten der beiden anderen Treff- 
punkte der Trisekante, trife also die Kurve vierter Ordnung mindestens 
sechsfach. 

Wir wollen jetzt die Gesamtheit der Trisekanten durch einen 
im Innern der konvexen Hiille der Kurve gelegenen Teilbogen be- 
trachten. 

Durch jeden Punkt geht héchstens eine Trisekante (§5); daher 
andert sich die Trisekante stetig mit dem Kurvenpunkt; eine Folge von 
Kurvenpunkten konvergiere gegen den Punkt s; durch jeden Punkt der 
Folge gehe eine Trisekante. Dann hiufen sich diese Trisekanten gegen 
Geraden, die durch s gehen und die Kurve dreifach treffen. Es geht 
also eine Trisekante durch s, gegen die die Trisekanten der Folge 
konvergieren. 

Aus dieser Bemerkung folgt auch, daB jeder im Innern der konvexen . 
Hiille gelegene Kurvenpunkt s eindeutig zwei Kurvenpunkte u und + 
bestimmt, die auf einer Geraden mit s liegen. Mit den Trisekanten 
hangen auch u und v stetig von s ab; daB uw und v sich monoton mit s 
andern, folgt wieder daraus, daB durch jeden Kurvenpunkt héchstens 
eine Trisekante geht. 

Die Kurve sei mit einem gewissen Durchlaufungssinn versehen. Dann 


verstehen wir unter dem Bogen §; 8) den Bogen, dessen unterer Endpunkt s, 
und dessen oberer s, ist. 

Der Bogen 5, 8s liege im Innern der konvexen Hiille der Kurve, 
s, und s, selbst aber auf deren Rand. s, und s, fallen nicht zusammen, 
da sonst die ganze C, im Innern ihrer konvexen Hiille lige. Nach 
§6 liegt der Punkt o, = o(s,) bzw. o, = a(s,) auf der Tangente des 
Punktes s, bzw. s, und ist von ihm verschieden. Da je zwei Trise- 
kanten windschief sind, sind also alle vier Punkte s,,s,,0,,0, von- 
einander verschieden. 

Die Tangenten von s, und s, sind Trisekanten. Riickt s gegen s,, 
so lauft etwa wu gleichfalls nach s,, v daher nach o,; wegen seiner 
Monotonie ist wu iiberall gegenlaufig zu s. Jetzt riicke s gegen s,: ginge 
u nach s,, so durchliefe wu den ganzen Bogen Sa s,; auf ihm lauft aber 
auch v; es gibe Punkte dieses Bogens, durch die zwei Trisekanten gingen. 
Daher riickt v mit s gegen s,, und uw geht nach o,, und v ist wie u 
riicklaufig. Durchliuft s den Bogen i Be, so durchwandern u und »v also 


riicklaufig die Bogen 6, 8, und SO}. Diese Bégen sind punktfremd und 
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liegen auf dem Rande der konvexen Hiille. Der Bogen 6,4, ist dadurch 
gekennzeichnet, da® jeder seiner Punkte eine Trisekante durch den Bogen 
& 8 schickt; zwei solcher Bogen 6,6, und 6,0; sind daher identisch 
oder punktfremd. 


§ 8. 
; Diskussion der C,. 

Die Umlaufszahl der Schmiegebenenabbildung ist nach §3 ungerade 
und héchstens gleich 1. Aus den §§ 5 und 6 geht hervor, da8 jeder 
Kurvenpunkt héchstens drei Urbilder hat, daB die Umlaufszahl der 
Abbildung also zwischen —- 3 und + 3 liegt. Es kommen somit nur die 
Zahlen —-3, — 1 und + 1 als Umlaufszahlen in Frage. Ihnen entsprechen 
nach § 3 Kurven vierter Ordnung mit vier, zwei und null Wendepunkten. 


Wir wollen sie, ausgehend von der Lage der Kurve auf ihrer konvexen 
Hiille, diskutieren. 


Erster Fall: Die ganze Kurve liege auf dem Rande ihrer konvexen 
Hiille. Dann besitzt sie folgende Eigenschaften: 


1). Es gibt keine Trisekanten; 
2). Die Schmiegebenenabbildung ist monoton riicklaufig; 
3). Die Umlaufszahl ist — 3, die Zahl der Wendepunkte also 4. 


Nach § 7 liegt ja der mittlere Treffpunkt einer nichtberiihrenden 
Trisekante im Innern der konvexen Hiille und nach § 6 gehen beriihrende 
Trisekanten stets durch Umkehrpunkte der Schmiegebenenabbildung und 
an diese grenzen Bogen, die im Innern der konvexen Hiille liegen; hieraus 
und aus §5, IV folgt auch 2). Da jeder Kurvenpunkt nach §5 genau 
drei Urbilder hat, und da in diesen die Abbildung riickliufig ist, ist die 
Umlaufszah] — 3. 

Bevor wir weitergehen, betrachten wir das Bild eines im Innern der 
konvexen Hiille gelegenen Bogens; dabei kniipfen wir an die Bezeichnungen 
und Uberlegungen des Schlusses des vorigen Paragraphen an. Es sei 
also s, der untere, s, der obere Endpunkt eines im Innern der kleinsten 


konvexen Hiille gelegenen Bogens §, 33; s, und s, selbst mégen aber auf 
ihrem Rande liegen; es war o(8,) = o,, o(8,) = o, gesetzt. Der Bogen 
ih liegt im Innern des Bogens 6,6,. Durchlauft s monoton wachsend 
den Bogen &, 8, so lauft nach §5, IV o(s) im gleichen Sinne von a, 
nach o,, ohne durch den Bogen i Ss hindurchzugehen, da dieser keine 
Fixpunkte der Schmiegebenenabbildung enthalt. Das Bild des im positiven 
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Sinne durchlaufenen Bogens %, 8, ist also der im positiven Sinne durch- 
laufene Bogen 6, Os. 


Zweiter Fall: Genau ein Bogen, dessen Endpunkte auf dem 
Rande der konvexen Hiille liegen, verlaiuft in ihrem Innern. 


1). Die Kurve besitzt nach §7 eine einzige zusammenhingende Schar 
von Trisekanten, die von zwei beriihrenden begrenzt wird. 

2). Die Schmiegebenenabbildung ist in diesem einen Bogen gleich-, 
sonst riicklaufig. 

3). Die Umlaufszahl ist — 1; die Kurve hat also zwei Wendepunkte. 


Die letzte Behauptung ergibt sich so: Ein Punkt des Bogens §, 8, 
hat nach § 5 ein einziges Urbild; dieses liegt im Bogen 5, 3,, also auf 
dem Rande der konvexen Hiille; daher ist die Abbildung im Urbilde 
riicklaufig. 

Dritter Fall: Genau zwei Bégen, deren Endpunkte auf dem 
Rande der konvexen Hiille liegen, verlaufen in deren Innern. 


1. Die Kurve besitzt gemiB §7 zwei getrennte Scharen von Tri- 
sekanten, die von je zwei Beriihrenden begrenzt werden. 

2. Die Schmiegebenenabbildung ist in diesen beiden Bégen gleich-, 
sonst riicklaufig. 


3. Die Umlaufszahl ist +1; die Kurve ist wendepunktfrei*). 


Die beiden Bogen seien §, 8, und & %,; dann sind nach §7 die 
beiden Bogen 5,6, und 6,6, punktfremd. Das Bild des im positiven 
Sinn durchlaufenen Bogens §, 8, ist der im positiven Sinn durchlaufene 
Bogen 6, 6;, in dessen Innern der Bogen 6, 6; liegt. Ein Punkt dieses 
Bogens hat keine weiteren Urbilder. Die Umlaufszah! der Abbildung 
ist daher + 1. 

Gabe es Kurven vierter Ordnung mit mehr als zwei im Innern der 
konvexen Hiille gelegenen Bogen, so hatte der eine von ihnen je einen 
Teilbogen eines jeden anderen zum Urbild, obwohl er nach § 5 nur ein 
Urbild haben kann. 

Vergleicht man die drei Fille, so ergibt sich, daB jeder Typ durch 
jede seiner angegebenen Eigenschaften gekennzeichnet ist. 


24) W. Blaschke hat nach der niedrigsten Ordnung einer stets gleichsinnig 
gewundenen geschlossenen Kurve gefragt (Vorlesungen iiber Diff. Geom. Bd. II, 
1.—2. Auflage 1923, 8.101). Sie kann den kleinstméglichen Wert, namlich 4, 
ennehmen, und es gibt sogar algebraische Beispiele (vgil. die in der Einleitung 
dieser Arbeit, FuBnote *), genannte Abhandlung von Rohn). 
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§ 9. 
Ein Satz iiber die konvexe Hiille der C,. 

In diesem Paragraphen soll ein Satz iiber die konvexe Hiille der 
euklidischen Kurven vierter Ordnung bewiesen werden. Jeder Punkt der 
konvexen Hiille einer zusammenhingenden raiumlichen Punktmenge, also 
insbesondere jeder Punkt der konvexen Hiille einer Raumkurve kann als 
Schwerpunkt von héchstens drei mit geeigneten nichtnegativen Massen 
versehenen Punkten der Kurve aufgefaBt werden*’). Diese Zahl 3 kann 
im allgemeinen nicht durch eine kleinere ersetzt werden. Fiir die Kurven 
vierter Ordnung gilt dieser Satz aber mit der Zahl 2; anders ausgedriickt: 
Durch jeden Punkt der konvexen Hiille der Kurve vierter Ordnung geht 
wenigstens eine Sehne; hierbei versteht man unter einer Sehne die Ver- 
bindungsstrecke zweier Kurvenpunkte. 

Wir betrachten zunichst einen Punkt, der auf dem Rande der 
konvexen. Hiille liegt. Durch ihn geht eine Stiitzebene, und er ist 
Schwerpunkt von héchstens drei auf der Stiitzebene gelegenen Kurven- 
punkten. Da eine Stiitzebene héchstens zwei Kurvenpunkte enthalt, liegt 
der Punkt auf einer Randsehne, auf der Verbindungsstrecke der 
Beriihrungspunkte koplanarer Tangenten. Liegt er nicht auf der Kurve, 
so geht auch nur eine Randsehne durch ihn hindurch. Der Rand der 
konvexen Hiille der C, enthalt also keine ebenen Stiicke. 

Der Punkt P liege im Innern der konvexen Hiille und nicht auf 
der Kurve (vgl.§7). Die Gerade von einem Kurvenpunkt r nach P 
schneidet die konvexe Hiille noch einmal jenseits von P; durch diesen 
Schnittpunkt geht wenigstens eine Randsehne; ihre Endpunkte seien s 
und ¢. P liegt im Innern des Dreiecks rst. 


Erster Fall: Die Kurve enthalt einen Bogen, der im Innern der 
konvexen Hiille liegt (Fall 2 und 3 von §8). Da der Schnittpunkt Q 
der Geraden st mit der Geraden r P, von r aus gesehen, hinter P liegt, 
sind s und ¢ stets von r verschieden. Wir nehmen an, P liege auf keiner 
Sehne. Dann liegen s und ¢ stets auf verschiedenen Seiten der Geraden r P 
und durch den Punkt Q geht stets genau eine Randsehne. Daher andert sich 
die Randsehne s¢ stetig mit r; bei geeigneter Wahl! der Bezeichnungen hingen 
also auch s und ¢ stetig von r ab, wenn nur r die Kurve zweimal durch- 
lauft. (Denn nach einmaligem Umlauf kénnen ja s und ¢ vertauscht sein.) 
Sie sind stets von r verschieden; durchliuft r zweimal die ganze Kurve, 
so miissen s und ¢ ebenfalls die ganze Kurve zweimal durchlaufen. Dies 
ist nicht méglich; denn die Kurve enthilt Punkte, die im Innern der 


2) Vgl. W. Fenchel, Uber Kriimmung und Windung geschlossener Raumkurven; 
Math. Annalen 101 (1929), S. 241 ff. 
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konvexen Hiille liegen, wihrend s und ¢ stets auf ihrem Rande 
gelegen sind. 


Zweiter Fall: Die Kurve enthalte Wendepunkte. (Fall 1 und 2 
des §8)**). Es gehe keine Sehne durch P. Ich halte r fest; solange 
die Tangente von s nicht in der Ebene durch r,¢ und P liegt, iindert s 
sich stetig mit ¢. Wiire dies nie der Fall, so kénnte ich ¢ gegen r riicken 
lassen und P lage stets im Innern des Dreiecks rst, das gegen eine 
Sehne konvergiert. 

Die Tangente von s liegt ein erstes Mal in der Ebene durch r, ¢ 
und P. Fiir dieses s liegt P noch im Innern des Dreiecks rst, und 
diese Tangentialebene trifft die Kurve auBer in s nur in den beiden 
Schnittpunkten + und ¢. 


Jetzt andere ich s und betrachte die Tangentialebenen von s durch P. 
r und ¢ andern sich stetig mit s; r liegt nur dann in der Schmiegebene 
von s, wenn r auf der Tangente von s liegt; denn da P stets im Innern 
des Dreiecks rst und nie auf einer Sehne liegt, miissen die Punkte r, 
s und ¢ stets voneinander verschieden sein. 


Die Kurve enthilt nach Voraussetzung einen Bogen B, der von zwei 
aufeinander folgenden Wendepunkten begrenzt ist und auf dem Rande 
der konvexen Hiille liegt. Lauft s auf B, so durchliiuft der Bildpunkt o(s) 
der Schmiegebenenabbildung den Bogen C,—B im_ entgegengesetzten 
Sinne; denn die Endpunkte von B sind Fixpunkte und in B selbst ist 
die Abbildung monoton riickliufig, und fixpunktfrei; gleichzeitig bewegt 
sich r stetig auf der C,. ohne jemals mit s oder o(s) zusammenzufallen. 
Das ist nicht méglich. 


Zur Erginzung sei noch folgendes bemerkt: P sei kein Kurvenpunkt. 
Liegt P auf einer Trisekante, so geht iiberhaupt keine weitere Sekante 


26) Es sei noch ein zweiter Beweis angedeutet (erster Fall des §8). Aus dem Ende 
des §1 schlieBt man- daB es zwischen zwei aufeinanderfolgenden Wendepunkten 
wenigstens einen Kurvenpunkt gibt, dessen Schmiegebene durch P geht; es schicken 
also mindestens vier Kurvenpunkte ihre Schmiegebenen durch P. Die Tangential- 
ebene des Punktes s durch P trifft die Kurve in zwei weiteren Punkten ¢ und /’, 
die sich stetig mit s andern. Nach dem Muster des § 5, III (es war unwesentlich. 
daB der feste Punkt r auf der Kurve lag!) tiberzeugt man sich davon, daB, wenn 
diese Tangentialebene die Schmiegebene von s ist, der eine der beiden Punkte ¢ 
und ¢’ riicklaufig durch s hindurchgeht. Daraus schlieBt man, daB zwischen je 
zwei Kurvenpunkten mit gleichem Schraubungssinn, deren Schmiegebenen durch P 
gehen, die Sekanten durch s und ¢ oder ¢’ die ganze Tangentialebene iiberstrichen 
haben, daB also mindestens zwei Sekanten durch P gehen. Da die ganze Kurve 
auf dem Rande ihrer konvexen Hiille liegt, folgt hieraus, daB P auf mindestens 
zwei Sehnen liegt. 


Mathematische Annalen. 112. w 
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durch ihn; liegt P auf einer Randsehne, so geht keine weitere Sehne 
durch ihn; liegt der Punkt P im Innern der konvexen Hiille, aber auf 
keiner Trisekante, so ist er Schnittpunkt zweier Sehnen. 

Die beiden ersten Behauptungen sind evident; ein Beweis der letzten 
kann folgendermaBen gefiihrt werden: Die Gerade s,s, sei nicht Trisekante, 
die Sehne s,s, im Innern der konvexen Hiille gelegen. Die Ebene EF (s) 
durch s,, s, und s trifft die C, in genau noch einem Punkte ¢ = ¢(s). 
Ohne Beschrankung der Allgemeinheit sei entweder ¢(s,) = s, oder t(s,) 
im Innern des Bogens & 3, gelegen. Liegt dann s auf dem Bogen §, 3 
und hinreichend nahe bei s,, so werden s und ¢ auf E(s) durch die 
Gerade s,s, getrennt und der Schnittpunkt P der Sehne st mit der 
Geraden s,s, liegt beliebig nahe bei s,. Jetzt lasse ich s den Bogen §, 3, 
durchlaufen. ¢ andert sich stetig mit s. Solange ¢ nicht durch s, hindurch- 
geht, werden s und ¢ auf £(s) durch die Gerade s,s, getrennt. Mag s 
oder ¢ zuerst in den Punkt s, hineinriicken, in beiden Fallen konvergiert 
P gegen s,, und P hat die ganze Sehne s, s, iiberstrichen, wenn s von s, 
bis in diese Endlage gelaufen ist. 


(Eingegangen am 19. 11. 1935.) 








Sur les systémes de surfaces triples orthogonaux. 
Von 
O. Pylarinos in Saloniki (Griechenland). 


On doit 4 M. R. Rothe') le théoréme suivant: 

,9'il existe sur les surfaces d’une famille dépendant d’un seul paramétre 
deux congruences de courbes respectivement normales 4 deux familles 
de surfaces, dont les tangentes en chaque point d’une quelconque des 
surfaces de la premiére famille sont symétriques par rapport 4 |’une 
des directions principales de la surface en ce point, les surfaces de cette 
famille font partie d’un systéme triple orthogonal.‘ 

Cette proposition comporte une généralisation remarquable au théoréme 
suivant di a E. Keraval?*): 

,9i les deux séries des lignes asymptotiques d’une famille de surfaces, 
dépendant d’un seul paramétre, forment deux congruences de courbes 
respectivement normales 4 deux familles de surfaces, les surfaces de cette 
famille font partie d’un systéme triple orthogonal.“ 

Nous nous proposons, dans ce qui suit, de donner quelques théorémes, 
établissant des conditions suffisantes pour que les surfaces d’une famille, 
dépendant d’un seul paramétre, fassent partie d’un systéme triple ortho- 
gonal, qui peuvent étre considérés comme des généralisations des deux 
théorémes que nous venons de citer, ainsi que quelques propriétés des 
familles de surfaces dont les lignes asymptotiques forment deux congruences 
de courbes respectivement normales 4 deux familles de surfaces. 

A cette fin nous allons, d’abord, établir une condition suffisante 
pour que les produits scalaires de quatre vecteurs, coplanaires et définis 
dans le méme champ, avec leurs rotationnels, soient liés par une relation 
linéaire et homogéne, dont les théorémes déjé mentionnés sont des 
simples conséquences. 

I. Soient 


(1) a,, a2, as, a, 


1) R. Rothe, Uber dreifach-orthogonale Flachensysteme. Mathem. Ann. 101 
(1929), p. 273—283, p. 276, No. 3. 

%) E. Keraval, Sur une famille de systémes triplement orthogonaux. (. R. 167 
(1913), p. 905—908. 


50* 
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quatre vecteurs coplanaires et définis dans le méme champ. On peut 
poser, dans ce cas, 
a, = 4,4,+ B,4,, a, = 4,4, + B,4,, 
ou «,,/,, #,, 8, sont des fonctions scalaires du point définies dans ce 
méme champ, les rotationnels de ces deux vecteurs sont, alors, d’aprés 
une identité connue, 
rot a, = «, rot a, +- f, rot a, + [grad a, -d,] +- [grad £, - a,], 
rot @, = a, rot a, 4- B, rot @, + [grad a,-a,] + [grad , -a,]. 
En tenant compte de ces deux relations on trouve pour les produits 
scalaires a,-rot d,, @,-rot a, les expressions suivantes: 
« -¢-= - 1 Q8 = = = 12 - 
@,-rot a, = aj @,-rot a, + B?a,-rot a, +- «, 8, [@, -rot a, + @,- rot a,] 
— |a, grad 8, — B, grad a} -[@,-4,], 
d,- rot d, = afa,.rot a, + Bj a,-rot a, + «,8,[@,-rot a, + @,-rot a.) 
-- {a, grad f, — B, grad a,} -[@,-a,], 
et en éliminant a,-rot a, + a,-rota, entre ces deux équations on obtient: 
By 


, (p 
~ — =} 4,-rota, + (= val 
: : %y X 


a, rot a, 4@,-rot a, (2 te 
py %9 Pq By By 


(2) ) a, -rot a, 


] —- 
+ grad A-[a,-4,], 
aT . % Bp ° . 
ou 4 désigne le rapport anharmonique :*+ des directions des deux 
ao oe 

vecteurs @,,4@, par rapport 4 celles des a,, a,. 

Or, si le rapport anharmonique / est une solution de l’équation 
aux dérivées partielles 


(3) grad 4-|a,-a,] = 0, 
la relation (2) se réduit a 
, a,-rota a@,-rot a, x te = - 3 je ™ 
(4) st 2 = (St 2) @,-rot a, + (= — =) a, -rot a. 
so Rd | %2P2 Pi P2/ ; %y 4g 


On peut, done, énoncer le theoréme suivant: 

Si le rapport anharmonique des directions des quatre vecteurs (1), coplanaires 
et définis dans le méme champ, est une solution de l'équation aux dérivées 
partielles (3), les produits scalaires de ces vecteurs avec leurs rotationnels 
sont liés par une relation linéaire et homogéne de la forme (4). 

En vue des applications ultérieures nous mentionnons le cas _par- 
ticulier ob les directions des deux vecteurs @,,4@, sont conjuguées har- 
moniques par rapport a celles des a,, a,; le rapport anharmonique / étant, 
dans ce cas, égal 4 — 1, la relation (4) prend la forme 





a,-rota 4,-rota@ ae - = { 
: L_ 2 - 2(%4,-rot a, + | a, -rot a,). 
1 % / 


(5) 


. ? 8 
i Zo Pe 
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II. Considérons, maintenant, une famille de surfaces définie, par 
rapport & un systéme de coordonnées, par |’équation 
(6) f(z, y, z) = const, 
et supposons que les vecteurs a,,a, définissent deux congruences de 
courbes situées sur les surfaces de cette famille, tandis que les vecteurs 
a,, 4, définissent en chaque point d’une quelconque de ces surfaces, les 
directions des bissectrices des angles des courbes de ces deux congruences 
qui passent par ce point; les directions des deux vecteurs d,, 4a, étant, 
dans ce cas, conjuguées harmoniques par rapport 4 celles des a,,4,, les 
produits scalaires de ces quatre vecteurs avec leurs rotationnels sont liés 
par une relation de la forme (5). 

Donc, si trois de ces produits sont nuls, il en sera de méme pour 
le quatriéme; en d’autres termes, si trois des congruences définies par 
ces vecteurs sont formées par les trajectoires orthogonales des trois 
familles de surfaces, il en sera de méme pour la quatriéme et, comme 
les deux vecteurs a,,a, sont orthogonaux, les surfaces de la famille 
considérée font partie d’un systéme triple orthogonal. 

Soient, maintenant, 


(7) f, (2, y, z) = const, f(x, y, z) = const 
les équations des deux familles de surfaces qui sont respectivement normales 
aux courbes des congruences définies par les deux vecteurs 4,, @,. 


On peut poser, alors, 
a,= grad /, a, = grad fy 
[grad /,]’ “ \grad /,| 
Les directions des bissectrices des angles de ces vecteurs sont définies 
par les vecteurs 
- rad rad /, 
a 4 = ea i tiga 7 
et, pour que les courbes de la congruence définie par |’un de ces vecteurs, 
p- e. @,-+4,, soient normales 4 une famille de surfaces, il faut et il 
suffit que l’on ait 
(@, + @)-rot (a, +4) = (Gr + SRI). rot (Ser 4 See) = 0%), 
ou 


[grad /, - grad f, ]-{ 


ou, finalement, 





- grad ( = 0, 


1 . rad (1 _\\ 
heeaTa fesar) — [erad7,| 8° \jgrad 71/1 


rad 
(grad , -grad /,]-grad (#™S OC) — 0; 


5) G. Bouligand, Legons de Géométrie vectorielle, p. 288. J. Spielrein, Lehr- 
buch der Vektorrechnung (1926), p. 170. 
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en d’autres termes, il faut et il suffit que le rapport ae soit une 
2 
fonction des /,, /, seulement. 
Nous obtenons ainsi le théoréme suivant: 
Si les surfaces des deux familles définies par les équations (7) sont, en méme 
temps que les surfaces de la famille définie par Véquation ee = const, 
2 
normales aux surfaces d'une méme famille, les surfaces de cette famille font 


partie d'un systéme triple orthogonal. 

En particulier, si les surfaces des deux familles définies par les équations 

(grad f,)? = const, (grad /,)* = const 

sont, en méme temps que les surfaces des deux familles définies par les 
équations (7), normales aux surfaces d’une méme famille, les surfaces de 
cette famille font partie, d’aprés le théoréme que nous venons de dé- 
montrer, d’un systéme orthogonal; mais, dans ce cas, les trajectoires 
orthogonales des deux familles de surfaces définies par les équations (7) 
sont les lignes asymptotiques des surfaces de cette famille. 

En effet, pour que les trajectoires orthogonales des surfaces. de la 
famille définie p.e. par l’équation /,(z, y,z) = const soient des lignes 
asymptotiques des surfaces de la famille (6), il faut et il suffit que la 
fonction f,(z, y, z) satisfasse aux deux équations aux dérivées partielles 


(8) | grad /- grad fh _ 0, 
\ grad /- (grad /,-V) grad /, = 0, 


vu que les deux vecteurs 


grad /,, (grad /,-V) grad f, 


définissent le plan osculateur en chaque point d’une quelconque de ces 
courbes, et comme on a, d’aprés une identité connue, 


2 (grad /,-V) grad f, = grad (grad /,)’, 
la fonction /, (x. y, z) doit aussi satisfaire 4 l’équation 
(9) grad / - grad (grad /,)* = 0, 
et réciproquement, si /, satisfait & (9), elle doit aussi satisfaire 4 la 
seconde équation (8); par conséquent: 

Pour que les trajectoires orthogonales d’une famille de surfaces 
définie par |’équation /, = const soient des lignes asymptotiques d’une 
autre famille de surfaces, engendrées par ces courbes, il faut et il suffit 
que les surfaces de la famille définie par |’équation (grad /,)* = const 
soient normales aux surfaces de cette famille. 

On peut déduire aisément de ce résultat, si l’on tient compte aussi 
du théoréme précédent, le théoréme de Keraval. 
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III. Supposons maintenant que les deux vecteurs @,, 4, soient uni- 
taires et définissent les directions principales en chaque point d’une 
queleonque des surfaces de la famille (6); si l'on désigne par w, et w, 
les angles des deux vecteurs a,, a@,, supposés aussi unitaires, avec @,, on a 


a, = COSW,'4,+ 819 @,-4,, G, = COS w,*a, + SIN w,°a, 








tg w 
et A= ao, . 
Or, si le rapport a satisfait 4 |’équation aux dérivées partielles 
= = @ 
(10) (a, @,]- grad (£2) = 0, 
ces quatre vecteurs sont liés par la relation 
@,-rota, _—@,- rota 
(11) C08 ~, + SiN a, COB Wg + SIN wg 


= (cotw, — cotw,) a,- rota, + (tgw, — tg@,)a,-rota,, 
et comme on a aussi 
(12) a, rota, = a,-rota,, 


vu que les deux vecteurs a,, @, définissent les directions principales en 
chaque point d’une quelconque de ces surfaces‘), en éliminant 4, - rot a, 
entre ces deux équations, on obtient 


(13) sin 2m, 4, - rota, — sin 2m, a,- rota, = (sin2m, — sin 2w,) @,- rota,. 


Les directions des vecteurs a, , 4, étant supposées distinctes, le coefficient 
2n+1 
2 
en d’autres termes, seulement dans le cas ov les directions de ces deux 
vecteurs sont symétriques par rapport a |’une des bissectrices des angles 

des directions principales; Ja relation (13) se réduit, dans ce cas, 4 


sin 2m, — sin 2w, est nul seulement dans le cas ot w, + w, = 





7; 


@,- rota, — a,-rota, = 0. 
Done, si les deux produits scalaires 4, - rot a,, 4,- rot a, sont nuls et, 
en méme temps, le rapport des tangentes des angles des 4,, a, avec 4, 


satisfait 4 |’équation (4), tandis que la somme de ces angles est différente 


de Jet x, le produit @,-rota, est aussi nul et, d’aprés (12), il en 


sera de méme pour 4,-rota,. 

On peut donc énoncer le théoréme suivant: 

Sil existe sur les surfaces d’une famille deux congruences de courbes 
respectivement normales a deux familles de surfaces, dont les angles en 
chaque point d’une quelconque des surfaces de cette famille avec l'une des 
directions principales de la surface en ce point satisfont a l’équation (10), 





*) R. Rothe, Mathem. Annalen, loc. cit. p. 281, No. 8. 








772 O. Pylarinos. 


tandis que leur somme est différente de =ett x, les surfaces de cette 
famille font partie d'un systéme triple orthogonal. 

On peut aisément déduire de ce théoréme le théoréme de M. Rothe. 

En effet: Si les tangentes aux courbes des deux congruences situées 
sur les surfaces d’une méme famille sont symétriques par rapport a l'une 
des directions principales en chaque point d’une quelconque de ces surfaces, 
ten 
tg org 
ces congruences sont respectivement normales 4 deux familles de surfaces. 
les surfaces de cette famille font partie, d’aprés le théoréme que nous 
venons de démontrer, d’un systéme triple orthogonal. 

En particulier, si les deux angles ,, m, sont deux solutions de 
léquation aux dérivées partielles 


on a = — 1, etm, +o, = na et par conséquent, si les courbes de 


(14) [a,-a,]-gradtgw = 0, 
le rapport oo satisfait évidemment & I’équation (10) et, par conséquent: 

Sil existe sur les surfaces d'une famille deux congruences de courbes 
respectivement normales « deux familles de surfaces dont les angles avec 
l'une des directions principales en chaque point d’une quelconque des surfaces 
de cette famille sont deux solutions de Véquation aux dérivées partielles (14), 
2n+1 

2 
famille font partie d'un systéme triple orthogonal. 

IV. Supposons enfin, que les deux vecteurs a,, a, définissent les 
directions asymptotiques en chaque point d’une quelconque des surfaces 
de la famille (6), tandis que les deux vecteurs a,, a, définissent deux 
directions conjuguées de la surface en ce point. Les directions des 4@,, a, 
sont alors conjuguées harmoniques par rapport a celles des a,, a, et, par 
conséquent, les produits scalaires de ces quatre vecteurs avec leurs 
rotationnels sont liés par une relation de la forme (5). 

Si l'on admet maintenant que les lignes asymptotiques de ces surfaces 
forment deux congruences de courbes respectivement normales 4 deux 
familles de surfaces, les deux produits scalaires a@,-rota,, a,-rota, sont 
nuls et la relation (5) se réduit a 





tandis que leur somme est différente de a, les surfaces de cette 


fi, -Tota a,-rota 
15 1 — 2 = 0. 
( a By ate By 





Il en résulte que si les courbes de l’une des congruences définies 
par les deux vecteurs @,,a, sont normales 4 une famille de surfaces, 
il en sera de méme pour les courbes de l'autre; par conséquent: 

Si les lignes asymptotiques d’une famille de surfaces forment deux 
congruences de courbes respectivement normales 4 deux familles de surfaces 
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et les courbes de l’une des deux congruences formées par un réseau des 
lignes conjuguées sur ces surfaces sont aussi normales 4 une famille de 
surfaces il en sera de méme pour les courbes de l'autre. 

Soient, maintenant, @,,4, et @,,a@, quatre vecteurs définissant deux 
couples distinctes de directions conjuguées en chaque point d'une quelconque 
des surfaces d’une famille. Si a,, a, définissent les directions asymptotiques 
de la surface, on a 


a, = 4,a,+6,4a,, a, = a,4,+ f,4a,, 
~~? , = -* - _— . Bs py 2 y 
a, = #,a,+ Bi a,, ly = a2 4; + Boa, on 2: =_- = Pa pr =—— l, 
te & t% 2% 
2 1 2 1 
et 
a@,:rota, a,-rota, 9 [= re = 
——— —- ——_ = 2 |= 4, : rota, + —a,-rota,,, 
‘. 1 PA %9 2 ip, * ar. 
(16) 


a; -rota; a, -rotas a ~ 3 = 
st = 2{/7.4,-rota, + a,-rota,!. 
a Bi x2 fz Va * 
Si l'on admet maintenant que les courbes des congruences définies 
par ces quatre vecteurs soient respectivement normales 4 quatre familles 


de surfaces, on a 
a,-rota, = a,-Trota, = a,-rota, = a,-rota, = 0; 
les deux équations (16 deviennent alors 


%4 — ~ Pies e 
= a,- rota, + 5G, rota, = 0, 
1 1 


=> 


’ 


x 
wo: 


— a, rota, + +4,-rota, = 0 
Bi “1 
et comme on a 
[a1 By 
B m 
"e. e 
“1 A 





Brom 

les deux couples des directions considérées étant supposées distinctes, les 
deux produits scalaires a,-rota,,a,-rota, seront nécessairement nuls: en 
d’autres termes, les lignes asymptotiques de ces surfaces forment, dans ce 
cas, deux congruences de courbes respectivement normales & deux familles 
de surfaces. 

On peut donc, en tenant compte de la proposition précédente. 
énoncer le théoréme suivant: 

Pour que les lignes asymptotiques d'une famille de surfaces forment deux 
congruences de courbes respectivement normales « deux familles de surfaces, 
il faut et il suffit que les courbes de quatre congruences formées par deux 
réseaux de lignes conjuguées sur les surfaces de cette famille, soient 
respectivement normales a quatre familles de surfaces. 
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On peut aisément démontrer & l’aide de la relation (16) le théoréme 
de Keraval, si ]’on tient compte du fait que, dans le cas ot les deux 
vecteurs a,,4,, supposés unitaires, définissent les directions principales 
de la surface, ils sont liés aussi par la relation 

a,-rota, = a,-rota,. 

V. Si les deux vecteurs unitaires a,, a, définissent les directions 
asymptotiques en chaque point d’une quelconque des surfaces d’une 
famille, les deux vecteurs (4,7) a, et (4,7) a, sont paralléles au plan 
tangent de la surface en ce point; par conséquent, les deux vecteurs 
a,,@, sont liés, dans ce cas, par les relations 

[a,-4,]-(a,V) a, = 0, 
[@,-@,]-(a,V) a, = 0, 
et, comme on a, d’aprés une identité connue, 
(a,V)a, = — [a,- rota,], 
(a,V)a, = — [@,-rota,], 
vu que a} = aj = 1, ces deux vecteurs doivent aussi vérifier les relations: 
[a,-@,]- [a@,- rot @,] = a, -rot ad, — (@,-@,)- (@,-rota,) = 0, 
[a,-a,]-[@,-rota,] = (@,-4a,) (a,-rota,) — a,-rota, = 0. 

Done, si les deux produits scalaires a@,-rota,, @,-rota, sont nuls, il 
en sera de méme pour les produits a,-rota, et a@,-rota,; en d’autres 
termes: 

Si les lignes asymptotiques d’une famille de surfaces forment deux congruences 
de courbes respectivement normales a deux familles de surfaces, les rotationnels 
de deux vecteurs unitaires, définissant les directions asymptotiques en chaque 
point d’une quelconque de ces surfaces, sont paralléles a la normale de la 
surface en ce point. 


(Eingegangen am 1. 12. 1935.) 








Sur les probabilités en chaine. 
Von 


E. Feldheim in Budapest. 





§ 1. 

Considérons un systéme S dépendant d’un paramétre z, qui représente 
état du systéme 4 un instant ¢,. Désignons par P(t,,2z,t,, By) la 
probabilité pour qu’é un instant ultérieur ¢, le systéme se trouve dans 
Yun des états de l’ensemble Z,, tel que z < y. On fera 


(1) F (t,, 2,%, 9) = P(t,, %¢,, B,). 


Nous nous placerons dans le cas d’un schéma stochastique continu, 
dans lequel le paramétre peut prendre toute valeur, possible de — o & + o, 
Faisons encore Il’hypothése de la loi normale, c’est-a-dire que F (t,, 2, t,, y) 
est monotone par rapport 4 la variable y, et que l’on a 


(2) Fi(t,, z, ts, — oo) = 0, Fit,, x, ts, + o) = 1. 


Dans le cas ot Ja fonction des probabilités totales est absolument 
continue par rapport 4 y, on aura 


(3) F (ty, 25,9) = f Flt % ty y)dy. 
La condition (2) s’exprime alors par la relation 
+ oc 
(4) j f(t,, 2, t,, y)dy = 1. 


La fonction /(t,, 2, t,, y) est supposée non-négative, et mesurable au 
sens de Borel. Elle satisfait enfin & ]’équation fonctionnelle de Chapman’) 


(5) f(t, z, ty, y) = j f(t, z, t’, z)f(l, z, ty, y)dz 


avec la condition t, < t' < t,. 
Sans développer plus longuement la théorie avancée de ce domaine 
du calcul des probabilités, nous reproduirons encore le systéme des 


1) Chapman a obtenu cette équation, sous une forme un peu différente, dans 
ses travaux sur la diffusion. 
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équations aux dérivées partielles relatives & la densité de probabilité 
f(s, zt, y), oh t >: 


(6) Pics — A(s, 2) 9b Be net. 

(7) = = <A (t, y) f(s, 2, t, y+ po “{B* (t, y) f(s, 2, t, y)]. 

La signification a coefficients est la suivante: 

(8) A (s, z) = lim 5 | (y — x)f(s. x, 8 + A, y)dy, 
4-0 e 

9) B 8, = h me 2 + A, 

(9) (s, 2) jim 33 j (y — a) f(s, 2, 8 y)dy 


sous la condition que le rapport entre le moment d’ordre trois de la 
fonction f(s, z,¢, y) et le moment d’ordre deux tende vers zéro pour 
lim ¢ = 0. 

Ces équations aux dérivées partielles, qui sont dues 4 M. Kolmogoroff*), 
serviront de base & nos recherches. Pour leur démonstration, et leurs 
conditions de validité, nous renverrons 4 |’ouvrage cité sous*). Nous. ne 
tenons compte, dans ce qui va suivre, que des conditions nécessaires 
pour les études entreprises. 

Nous nous proposons de résoudre ici deux questions. Dans le § 2 
nous chercherons les équations aux dérivées partielles relatives a la 
fonction caractéristique de ces lois, et dans le §3 nous définirons tous 
les procédés de changements qui conduisent 4 la loi de Laplace, prise 
sous une forme générale. 


§ 2. 
Introduisons maintenant la notion connue de fonction caractéristique, 
définie par la relation 


+ x 
(10) ¢ (8, 2, t, p) = j f(s, x,t, y)e'ry dy. 


L’emploi de la fonction caractéristique est trés avantageux dans un 
grand nombre de questions du calcul des probabilités. I] nous parait 
assez vraisemblable que, dans les cas oii les équations (6) et (7) permettent 
de résoudre des problémes, on pourra retrouver les résultats, par des 
moyens peut-étre plus immédiats, si l'on possdde les analogues de ces 
équations relatives 4 la fonction caractéristique. 


2) A. Kolmogoroff: Uber die analytischen Methoden in der Wahrscheinlichkeits- 
rechnung, Math. Annalen 104 (1931), p. 415. 
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L’analogue de l’équation (6) s’obtient immédiatement, soit par un 
calcul direct, soit par la substitution dans la relation (10), 





0 0 oe 
(11) 5f = — Als, 2) 42 — BY(s, 2) 5% 


Il n’en est plus de méme de celui de |’équation (7). On arrive au 
résultat en développant les fonctions A (t, y) et B*(t, y) en séries entiéres, 
ordonnées suivant les puissances de y. Cette opération, par suite de la 
définition de ces fonctions, et des hypothéses faites sur la densité de 
probabilité f(s, z,t, y) est complétement légitime. 

Faisons donc 


(122) A(tjy’=4,0+y94,+Y4,0+...= z yA; (0), 


k=0 


(13) Bit, y) = Bw+ yBRRO+ YB O+...= Z y* Be (t). 


On déduit alors de (7), en tenant compte de (10), l’équation aux dérivées 
partielles comprenant une infinité de termes: 


(14) a y (ip Ae(t) — p* BRO) Ae ee» 
ia 


§ 3. 

Le grand avantage de l’emploi des équations aux dérivées partielles 
consiste dans le fait qu’on obtient ainsi des solutions rigoureuses et 
uniques, satisfaisant aux conditions initiales imposées, tandis que dans 
la théorie habituelle on ne trouve que des expressions asymptotiques. 


3) Les développements (12) et (13) ne peuvent pas contenir de puissances 
négatives, car par hypothése A (t, y) et B® (t, y) admettent des dérivées partielles 
continues du premier et du second ordre, pour toutes les valeurs de ¢ et de y. 
L’emploi de notre méthode ne cesse pas avec cette hypothése, parce qu’on peut 
évaluer les termes correspondant aux puissances négatives de y au moyen des 
intégrales multiples de la fonction caractéristique. 

Considérons, en effet, l’intégrale 


-~om 


(15) G(s, x, t, p) = | + 40, x,t, y) e!?” dy. 
y 
Dérivons k fois par rapport a p: 
+ 
. a ok ipy sk 
(16) P , 2 (8, 2% tp) = | f(s, 2, t, yee’ dy = t p(s, z,t, p) 
P ’ 


— oo 


et on sera conduit 4 une équation intégro-différentielle. 
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La loi-limite la plus fréquente, et de plus grand intérét, étant la loi de 
Laplace, nous nous proposons de rechercher tous les types possibles des 
fonctions A (t, y) et B*(t, y) qui conduisent pour toutes valeurs de s, z, t, 
& cette solution. 

On pourra partir de |’équation différentielle, appelée équation de la 
chaleur, 4 laquelle satisfait cette loi, mais il nous semble plus immédiat 
de considérer l’expression de la densité de cette loi. Prenons-la dans 
sa forme générale: 

(4 —aAj2 
(17) f(s,7,t,y)=—ee  , 
=“ j70 
ou 4 et o sont fonctions de s, z,t, mais ne dépendent pas de y. 
La fonction caractéristique, 


(18) ¢ (s, z, t, Pp) = er + isp 


ayant une expression analytique semblable a celle de la densité, on peut 
opérer soit sur les équations aux dérivées partielles (6) et (7), soit sur 
(11) et (14). Nous prendrons, & cause de la simplicité des calculs, ces 
deux derniéres. 

Considérons le logarithme de la fonction caractéristique: 


(19) Log p(s, 2, t, p) = p(s, 2, t, p) = — p®a(s, 2, t) + ipA(s, z, bt), 
ce qui change |’équation (11) en 

‘ dy _ dy Fy dy\* 

(20) Oe = — Als, 2) 52 — B(s, 2)[55 + (5) |- 


Remplagons y par sa valeur (19); l’identification par rapport 4 p donne 
les conditions 


oa 





a aay? 
(22) 5- + BY(s, 2)(5=) =0, 
- a2 a2, ari 
(23) je tA 5 + B*(s, z) 5 = 0. 
Les relations (8) et (9) deviennent 
(24) A(s,s) = lim 26°F — =, 
4-0 


(25) B*(e,3) = lim SSF, jig POST Aa 





4—>0 4—0 


Le second terme du second membre de (25) tend vers zéro avec 4; 
le premier, d’aprés (21), ne dépend pas de z, donc B*(s, z) est indépendant 
de z. Le développement (13) se réduit ainsi 4 son premier terme. 
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(22) montre alors que 


0 7. 

aa — % 
done A (s, z) est linéaire par rapport 4 x. Faisons 
(26) A (s, 2) = A,(s) + 2A, (s), 
(27) B*(s, z) = B} (s). 


L’équation aux dérivées partielles (14) donne 


(28) oF = F4,0 —PBOle + P4052, 
ou 

¢ *y ' dy 

(29) —* = ipA, (t) — p* Bi (t) + pA, (05 

La substitution ‘s (19) dans (29) donne les deux conditions 
(30) oo = B3(t) + 24, (t)-0(s, 8) 

(31) ka = A,(t) +A, (t)-A(s, 2, ). 


0 


Il faut encore — la condition 


im Tw—2re, z,t,y)dy = 0 (pour ¢ > s), 


qui s’exprime par 
(32) a(s, s) = 0. 

La résolution du systéme d’équations (21), (22), (23), (30), (31), (32) 
se fait trés facilement, et on obtient les expressions 


" t 


t — fAyimar far andu 
(33) A(s, 2, t) = [z+ { A,(uje * du]-e* ‘ 
af anes 
(34) a(s,t) = {Bs (u)e * du. 


En résumé, @ la loi de Laplace (17) ne peuvent conduire que des 
procédés de changement ou la vitesse moyenne A(s, x) de la variation du 
paramétre x au cours de Vintervalle trés petit (s,s +A) varie linéairement 
avec x, et ou la dispersion a x) du procédé est indépendante de la valeur 
du paramétre. 

Inversement, les fonctions A,(u), A,(u), et B?(u) caractérisent dans 
ce cas particulier notre procédé stochastique, et définissent complétement 
la solution satisfaisant aux conditions, sous la seule forme (17) avec les 
expressions (33) et (34) des coefficients 4 et a. 
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Mentionnons encore quelques cas particuliers. Si la densité /(s, x, t, y) 
est fonction seulement de y — x et de s, t, A (s, x) se réduit aussi a A, (s), 
et l’on aura 


(35) 4(s, 2,0) =a2+ | A, (u) du, 


(36) o(s,t) = | B? (u) du. 


Ce cas a été considéré déja par Bachelier*). 

L’homogénéité peut avoir lieu aussi par rapport aux paramétres du 
temps s et ¢: /(s.7,f,y) ne dépend alors que de s+, y, et de ¢—s. 
L’équation fonctionnelle (5) correspondante a été employée par Smolu- 
chowski*), dans ses recherches relatives au mouvement brownien. Pour 
avoir encore la solution (17), il faut que A,(u), A, (wu), Bi (u) soient des 
constantes a,,a@,, 53. (33) et (34) deviennent dans ce cas 


(37) A(x, t — 9) = rent—9 4 “fee — 4), 
a 
he 
(38) ao(t—s) == [e"— — I}. 
2a, 


La combinaison des cas de Bachelier et de Smoluchowski donne lieu 
enfin 4 la loi de Laplace proprement dite, parce qu’un choix convenable 
de Vorigine et des unités donne Ja densité 


(39) 


. 1 
f(s, I, t, ¥) = 2\a—a) 


Budapest, 11 janvier 1936, 





*) Caleul des probabilités. Paris. 1912. 
5) Oeuvres de Smoluchowski t. H., ou Hostinsky: Méthodes générales du 
calcul des probabilités. Mémorial des Sc. Math. Fase. 52. 


(Eingegangen am 13. 1. 1936.) 


21/7/57 — V/12/6 





oe Te aa 








Hiei ti ett tte 


PetALAL LITER Teese ee He . Pettt 
Se eee ce eces est eeeee eiiss : See ae 
° ee 








SE ETeSS SEs 0552523 








